CAPITOLO 15

Equazioni differenziali lineari

1. Il problema
Assegnata l’equazione differenziale lineare
ao(2)w + ar (2)w" ™ 4 an(2)w = b(z)

dove le funzioni ag(z2), ..., an(z), b(2)

e sono analitiche in tutto il piano’
e non contemporaneamente nulle in alcun punto?,

una soluzione é una funzione analitica secondo Weierstrass F' tale che
per ogni (f, B) € F riesca

ao(2) f™ + ay(2) f" U+ an(2)f =b(2), Vz€B
Nel caso b(z) = 0 si parla di un’equazione omogenea.

1.1. Forma normale. Se ay(2) # 0 il punto zq si dice punto ordi-
nario per I'equazione differenziale: in un intorno di un punto ordinario
2o si pu6 dividere per ag(z) e ridursi ad un’equazione di forma normale

ol — N () ey D)
; ao(2) i ao(z)

2. L’approccio con i metodi reali
Supponiamo, per semplicita n = 1 e scriviamo 'equazione differenziale
1) w=pw+f — v+ =(@+if)(u+iv)+ (¢+ i)

avendo evidenziato parti reali e parti immaginarie.
Affinché u + v sia analitica occorre e basta che soddisfi le relazioni di
Cauchy Riemann

Uy = Vy, Uy = —Vy

ILa maggior parte di quanto segue pud adattarsi anche a coefficienti analitici
in un aperto 2
2Se accadesse basterebbe semplificare il fattore comune (z — zg)
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analoghe relazioni soddisfano, essendo per ipotesi analitici sia p che f,
cioé supponiamo che

Oy = Byu Oy = _ﬁx
Pz = 1/’3;7 Py = — 1y

Tenuto presente che per le funzioni analitiche
w =y 4+ = u, + v,
I’equazione (1) diventa

Uy + v, = {ou — Bv + ¢} +i{av + Bu+ 1}
Vy = Uy
Uy = —U,

ovvero il sistema reale di primo ordine

Uy = au — B+
@) Uy = v+ fu+ Y

Uy = —ov — Pu—Y

vy, =au— v+

Separatamente per i due sistemi

Uy = qu — fv+ ¢ Uy = —av — fu — 1P
Uy =av+ fu+ Y vy = ou— v+ ¢

esistono soluzioni locali per il classico teorema d’esistenza e unicita
delle soluzioni del problema di Cauchy per le equazioni differenziali di
forma normale: non é ovvio che esistano soluzioni per il sistema (2).
La non ovvieta consiste nel convivere delle due coppie di equazioni

Uy =0ou—[Bv+¢, U, =—av—LPu—1
Uy =av+ Pu+, vy, =au—Pu+p

per le quali servono le note condizioni di compatibilita

0 0
8—y{au—ﬁv+gp}:%{—av—ﬁu—w}

%{av—l—ﬁu—%w}:%{au—ﬁv—ﬂo}

Le difficolta osservate contribuiscono a far apprezzare un teorema d’e-
sistenza di soluzioni (analitiche) della (1) ottenuto in modo semplice
servendosi direttamente di serie di potenze.
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3. Il caso di primo ordine

(o) o0
/ k k
w =w E PRz + E fez
k=0 k=0

Cerchiamo la soluzione nella forma di una serie di potenze

[e.9]
w= Z wy 2"
k=0
Si sostituisce e si impone 1'uguaglianza

wy + 2wyz +3ws2 4+ .. = (wo+wy 2+ ..)(po+prz+.) + fo+ fie .

Ne segue
wy = wopo + fo
2wy = wipg + wop1 + f1
3wz = wapg + wipr + wopz + fo

NW, = Wp—1Po + ... + WoPn-1 + fn—l
Gli incogniti coefficienti wy sono determinabili con un grado di liberta:
il primo wy é libero !
Cosa che corrisponde alla naturale attesa di poter soddisfare problemi

w'=w Yy, pe2* + > heo fr2®
w(0) = K

di Cauchy diversi.
Resta da provare che la serie di potenze determinata dai coefficienti wy,

calcolati
[ee]
E Wy Zk
k=0

converga in un cerchio effettivo, cioé per |z| < r con r > 0.
Supponiamo che le serie dei due coefficienti

0 o0
Zpkzk, Z fu®
k=0 k=0
convergano per |z| < r allora
ez + | fez < M — el < MrTF | fi| < M7
Supponiamo che riesca
lwg| < Mr~%, k=0,1,..,n—1
e deduciamone, per induzione che in conseguenza della

NWy, = Wp—1Po + ... + WoPp—1 + frn1
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riesce anche

|w,| < Mr™"
Infatti

n‘wn‘ S |wn*1Hp0’+"'+‘w0Hpn71|+‘fn71’ -
— S nMQT—n—i-l —I—M?"_n+1 S [(M—l— 1)7“] Mr—"

Basta quindi scegliere r tanto piccolo che

(M+1)r<1

per ottenere la disuguaglianza |w,| < Mr~™ e, quindi, per induzione

lw,| < Mr™™, Vn

Maggiorazione che implica per la serie di potenze

E lwe| |2%] < M E —
rk
k=0 k=0
da cui la convergenza assoluta della serie nel cerchio
|z| < r
e quindi la convergenza in un cerchio di raggio positivo.

3.1. La formula integrale. La notevole somiglianza formale tra

e calcolo differenziale in una variabile reale
e e calcolo differenziale in una variabile complessa

si ritrova nella determinazione delle soluzioni (analitiche) dell’equazione
lineare di primo ordine

w=pw+ f
Si tratta prima il caso omogeneo
w = pw
Detta P(z) una primitiva di p(z) la funzione
wo(z) = '@

soddisfa 1’equazione omogenea: soluzioni dell’equazione completa si
trovano nella forma (usuale)

w(z) =u(2)we(z) — vwo+uwy=puwg+[f — vwy=f

da cui basta scegliere u una primitiva di f/wy.
Ne segue per il problema di Cauchy:
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{w’:pw—i-f

w(0) = wy

z

~ w) = w [ e e | [ o

La formula risolutiva ¢ identica a quella ben nota del caso reale: le
integrazioni che vi figurano sono fatte lungo curve qualsiasi da 0 a
z, naturalmente interne al disco in cui i due coefficienti p ed f sono
analitici.

4. 1l caso di secondo ordine omogeneo
TEOREMA 4.1. Se zy € un punto ordinario per l’equazione
(3) ap(2)w” + a1(2)w’ + ag(2)w =0

allora per ogni by e by esiste ed € unico un elemento analitico (f, B)
che soddisfa ’equazione per z € B e tale che f(z9) = by, f'(z0) = b1.

In altri termina:

Se zy € un punto ordinario per l'equazione (3) allora esiste p > 0 tale
che il problema di Cauchy

ap(2)w” + ar(2)w' + az(z)w =0
U)(Zo) = bo
w'(z0) = by

ha una e una sola soluzione w(z) analitica per |z — zo| < p

DIMOSTRAZIONE. Diviso membro a membro per ag(z), tenuto con-
to della condizione ag(zp) # 0 la (3) si riduce a

w” = p(2)w" + q(2)w

con p(z) e q(z) analitiche in un intorno di zy, valore che supponiamo
essere l'origine stessa

p(z) =po+piz+p22i+ ...
q(2) = Qo+ @z + @2% + ...
Supponiamo che entrambe le serie convergano in un cerchio chiuso di
raggio r e quindi che riesca
per®| <M — | < MrTE
" <M — g < MrF
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La costruzione dell’elemento analitico (f, B) si fa formalmente al modo
seguente
f(Z) = b() —|— blZ =+ b222 —|—

Le condizioni sui coefficienti incogniti:

in(n = iphzh inbnz”_l + i qn" i b, 2"
n=0 h=0 n=0 h=0 n=0
OVVero

by + 3.2.b32 +4.3.b42% + ... =
= (bl + 2byz + 3b32’2 + ) (po + P12 +p222 + ) +
4 (bo + bz +bo2? + ...) (qo + iz + @2 + ....)

Uguagliando i termini corrispondenti a primo e a secondo membro si
ottiene

n equazione in b,

2 | 2by = pob1 + qobo

3 |3.2b3 = po2bs + p1b1 + qob1 + q1bg

414.304 = pp3b3 + p12bs + pab1 + qoba + q1b1 + q2bo
n|n(n—1)b, =po(n — 1)by_1 + ... +pn_2bi + qobn_2 + ... + gn_2bo

[ primi due coefficienti by, b; sono liberi (corrispondono ai gradi di
libertd del problema di Cauchy per un’equazione del secondo ordine):
gli altri si ricavano dal precedente sistema

Resta da verificare che la serie di potenze determinata da tali coefficienti
sia convergente in un cerchio di raggio p positivo.

La convergenza si ottiene non appena si riconosca che

|bk| § M?“_k

per M e r positivi opportuni, naturalmente non dipendenti da k.

Dimostrazione per induzione‘

Supponiamo che M ed r siano tali che la disuguaglianza
|bp| < Mr~*

sia soddisfatta per k = 0,1, 2,...n—1 e vediamo di provarla per il posto
n.

Dall’equazione che determina b,, sfruttando a secondo membro le disu-
guaglianze

pe| < M=, qu| < Mr™%, |bp| < Mr7* k=0,1,..n—1
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si ottiene
n(n — Db, < M~ D((n=1)+ ...+ 1) + (n — 1)M*r~ "2

Ne segue

n(n = 1)[ba| < M (@ (- w) M

rn

da cui

2\ M
Ibu| < M (f i T_>
2 n ) re

|bk| § M?“_k
valida per £k = 0,1, ...,n— 1 continua a valere anche per k = n, cioé per

by, se
2
M<f+1>§1
2 n

Cosa certamente vera per r abbastanza piccolo...! O

La maggiorazione

5. Esempi

5.1. Esercizio. Determinare le serie di potenze che rappresentano
soluzioni dell’equazione differenziale (oscillatore armonico)

w" + wtw =0
essendo w un parametro reale assegnato.

5.2. Esercizio. Determinare le serie di potenze che rappresentano
soluzioni dell’equazione differenziale

w' +zw=0
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