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Un modello a tre eta

Una prima generalizzazione: da due sole fasce di eta a tre

nl(t)
w(t)=| m(t)
n3(t)

La matrice di Leslie che determina |'evoluzione é di ordine 3

i H £ nl(t+1) = flnl(t)—l—fgng(t)+f},n3(t)
pr 0 O — m(t+1) = pyni(t)
0 p 0 n3(t + 1) = pano(t)
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ovvero, posto

i h £ ni(t)
A= pr 0 O W(t) = nz(t)
0 p O n3(t)
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Profili d'etd d’equilibrio

Le distribuzioni di etd d'equilibrio.

T(t+1)=AT(t)

Dalla teoria dei sistemi lineari si riconosce che gli unici numeri A
per cui pud succedere che

— — — —
AV /| vV & AV =\v
sono quelli che verificano I'equazione:

det(A—Al) =0
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Profili d'etd d’equilibrio

In due dimensioni:

| i fe A0 | fimA S
(A_AI)_[;)I 0:|_|:0 >\:|_|: P1 )\:|

det(A —Al) = —(f1i — M)A — fopr

AN — fIA—fap1 =0

fi f:
q()\): 1 2 P1

YPoe oo d=d
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Profili d'etd d’equilibrio

fi p1
{ fix1 + hxo = Axg . Xxl + f2ﬁxl =X1
p1x1 = Ax o P,
A
Q(A)Xl =X1 1 P1
— = = —
X2 =Py D
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Profili d'etd d’equilibrio

Autovalori per tre eta:

Si pud calcolare esattamente il polinomio caratteristico associato
alla matrice di Leslie 3 x 3

i L f3
A= pmp 0 O
0 p2 O
i hp
det()\I—A):)\3{1_;_2>\/2’1_ 3/;13/02}

i £ f-
det(A\/—A)=0 — 71+27Pl+3plp2

=1
A A2 A3
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Profili d'etd d’equilibrio

Posto

_h | hp | Bpip

si riconosce che
det(A\—A)=0<qg(\) =1
Tenuto presente che al variare di A € (0, +00) g()) decresce da

400 a 0, si riconosce che prende il valore 1 una e una sola volta.

Ovvero che ogni matrice di Leslie 3 x 3 possiede uno ed un solo
autovalore positivo.
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Profili d'etd d’equilibrio

Autovettori

fixi + hxo + Bx3 = Axq
A 7 = A 7 — P1X1 = )\XQ
p2x2 = Ax3

Deve riuscire x; # 0 e quindi un autovettore é

1
|~
X = A

p2p1

22
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Profili d'eta d'eq

Risultati:

Le radici A delle equazioni precedenti si chiamano autovalori della
matrice A.

» Nel caso delle matrici di Leslie c'é sempre un autovalore
positivo A maggiore in modulo di tutti gli altri,

» In corrispondenza ad esso c'é sempre un autovettore
— —
AV =XV

a componenti positive.
> | vettori n'(t)

» tendono a divenire paralleli a v’ al crescere di t
» essi hanno modulo che aumenta (o diminuisce) come A*
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Profili d'etd d’equilibrio

Il caso! di matrici

00 f
A= p 0 0
0 g O
f‘

V=1 o =PI,
A= Tha
fpg>1 9
fpg<l |

!Fertilitd solo nell'ultima eta: molti insetti (farfalle,:.)
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Profili d'etd d’equilibrio

La periodicita:

0 0 f 0 fq O
A= p 0 0 A=[0 0 fp
0 g O pg 0 O
fpg O 0 0 0 f2pq
A= 0 fpqg 0 A= fp?q © 0
0 0 fpq 0 fpg> 0
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Profili d'etd d’equilibrio

Il caso (analogo) di 4 eta:

0 0 0 f 0 0 fr O
| »p 0 0O > |0 0 0 fp
A= 0 g 00 AT = pg 0 0 O
0 0 roO 0 gr 0 0
0 fgr O 0 s 000
0 0 fpr O 0 s 00
3 _ 4 _
AT = 0 0 0 fpg A= 0 0 s O
pqgr O 0 0 0 0 0 s
s=fpgqgr
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Profili d'etd d’equilibrio

Un esempio numerico-naturalistico:
immaginiamo una popolazione di insetti per la quale
» supponiamo che vivano 4 anni, un anno per ogni fascia d’et3,
» supponiamo che la fertilitd spetti solo all'ultima fascia di et3d,
» supponiamo che fpgr=1
» supponiamo che gli individui delle prime tre etd siano poco
visibili (ad esempio facciano vita di larve sottoterra...)

Figura: Lo sviluppo delle cicale
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Profili d'etd d’equilibrio

Sia ad esempio

1
f: 1 = = = —
000, p=gqg=r 10

Supponiamo che la popolazione iniziale sia
{100, 100, 100, 100}
Le popolazioni negli anni successivi saranno:

1 (100000, 10, 10, 10
2 (10000, 10000, 1, 1
3 (1000, 1000, 1000, 0.1
4 (100, 100, 100, 100

— N N

...dopo 4 anni si vedono ricomparire le farfalle....
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