
Corso di Algebra 1A. Ma
h��a.a. 2006{2007 Dispensa I1. Prin
ipio di induzione e prin
ipio del minimo interoTeorema 1. Il prin
ipio di induzione e il prin
ipio del minimo intero sonoequivalenti.Dim. i) Minimo intero ) induzione.Per assurdo (
io�e, siano vere le due premesse dell'induzione e falsa la 
on-
lusione). Siai) P (1) vera;ii) P (n) vera ) P (n+ 1) vera,e supponiamo 
he la P non si vera per ogni n. Esiste allora un intero ktale 
he P (k) �e falsa. L'insieme degli interi per i quali P (n) �e falsa �e quindinon vuoto (
ontiene almeno k), e dunque, per il prin
ipio del minimo intero,
ontiene un minimo, e siam. P (m) �e falsa, e poi
h�e m �e il minimo intero per
ui la P �e falsa, P (m�1) �e vera. Allora, per ii), an
he P (m�1+1) = P (m)�e vera, una 
ontraddizione. 2La 
on
lusione si pu�o enun
iare 
os�� 
ome segue le quattro proposizionii) il prin
ipio del minimo intero �e vero;ii) P (1) vera;iii) P (n) vera ) P (n+ 1) vera,iv) Esiste un intero k tale 
he P (k) �e falsa,sono 
ontraddittorie.ii) Induzione ) minimo intero.Per assurdo. Sia A 6= ; un insieme di interi positivi 
he non 
ontenga unminimo. Dimostriamo per induzione 
he, per ogni n, si haP (n) : "x 2 A) x � n":P (1) �e vera (ogni intero x �e � 1). Sia P (n) vera. Allora n 62 A (altrimenti,avendosi x � n per ogni x 2 A, n sarebbe un intero minimo di A). Sia k 2 A;allora k � n, ma poi
h�e n 62 A, non pu�o essere k = n, e per
i�o k � n + 1.1



Ne segue 
he P (n) vera impli
a P (n+ 1) vera, e dunque P �e vera per ognin. Con n = k + 1 si ha k � k + 1, una 
ontraddizione. 2Nota. Un insieme di premesse, o assiomi, �e non 
ontraddittorio se ammetteun modello, 
io�e un'intepretazione nella quale esse sono veri�
ate. Ad esem-pio, se si toglie l'ultima delle quattro proposizioni del teorema pre
edente,le tre proposizioni risultanti non sono pi�u 
ontraddittorie: 
'�e un modellonel quale sono veri�
ate, e 
io�e gli interi. Ma �e interessante osservare 
hesi pu�o togliere una qualunque delle quattro, e le tre 
he restano non sonopi�u 
ontraddittorie. Ad esempio, se togliamo \P (1) �e vera", le altre tre sonosoddifatte 
on il modello dato, ad esempio, dalla P (n): \n > 100":1. Resta vero3. P (n)) P (n+1): se n > 100 allora n+1 > 100. Dunque la 3. �e vera.4. Esiste n tale 
he P (n) �e falsa : basta prendere un qualunque numeron < 100. Dunque la 4. �e vera.Se si toglie la 3., le restanti 1., 2., e 4. non sono pi�u 
ontraddittorie; unmodello �e dato, ad esempio, dalla P (n): \n < 100".2. Divisione intera 
on restoTeorema 2. Dati due numeri interi m;n 
on n > 0, esistono due numeriinteri q ed r tali 
he i) m = nq + r; ii) 0 � r < n:Inoltre, gli interi q ed r 
he soddisfano i) e ii) sono uni
i.Dim. Il numero r sar�a determinato 
ome minimo di un insieme di in-teri non negativi. Consideriamo l'insieme delle di�erenze D = m � nt alvariare di t negli interi positivi, negativi o zero. Tra gli elementi di Dvi sono 
ertamente numeri non negativi: ad esempio, se t = �jmj si ham � n(�jmj) = m + njmj � 0. Se m � 0 
i�o �e ovvio. Se m < 0, avendosin � 1 si ha m+ njmj � 0. L'insieme D0 � D delle di�erenze non negative �equindi non vuoto, e pertanto, per il prin
ipio del minimo intero, 
ontiene unintero non negativo minimo, e sia r. Allora, per un 
erto q, r = m�nq, ovverom = nq + r, 
io�e i). Dimostriamo ora 
he la ii) �e soddisfatta. Per assurdo,sia r � n. Allora, r = n+x, 
on x � 0, e pertanto m = nq+ r = nq+n+x,da 
ui x = m� (q + 1)n, numero 
he �e della forma m� nt; si tratta per
i�odi un elemento non negativo di D, e 
ome tale appartiene a D0. Ma x � r,ed essendo x � 0, se x < r si 
ontraddi
e la minimalit�a di r. Allora x = r,2



e r = n+ x impli
a n = 0, 
ontro l'ipotesi. Ne segue la ii), ovvero: il restonon �e mai negativo ed �e minore del divisore.Per quanto riguarda l'uni
it�a, supponiamo 
he esistano due 
oppie q; r eqq; r1 tali 
he m = nq + r = nq1 + r1:Sia r < r1; allora, r1 � r = n(q � q1) < n; (1)(r ed r1 sono minori di n, e dunque an
he la loro di�erenza lo �e). Inoltre,essendo r1�r non negativo, an
he q�q1 �e non negativo, e se fosse q�q1 > 0si avrebbe n(q� q1) > n, 
ontro la (1). Allora q� q1 = 0 e q = q1. Dalla (1)segue allora an
he r = r1. 2Esempio.m = 6; n = 4. L'insiemeD = fm�ntg, al variare di t, �e l'insieme:. . .t = �5 : 6� 4(�5) = 26;t = �3 : 6� 4(�3) = 18;t = �2 6� 4(�2) = 14;t = �1; 6� 4(�1) = 10;t = 0 : 6� 4 � 0 = 6;t = 1 : 6� 4 � 1 = 2;t = 2 : 6� 4 � 2 = �2;t = 3 : 6� 4 � 3 = �6. . .L'insieme D0 �e f: : : ; 26; 18; 14; 10; 6; 2g, il 
ui minimo �e r = 2, 
he si ottieneper t = q = 1: 6� 4 � 1 = 2, ovvero 6 = 4 � 1 + 2:Gli interi q ed r si 
hiamano rispettivamente quoziente e resto della divi-sione di m per n. Se r = 0, allora m = qn, e si di
e 
he n divide m; si s
rivenjm.Un altro modo di dimostrare il Teorema 2 �e il seguente. Formiamo imultipli di n (positivi, negativi e zero), e disponiamoli in su

essione:: : : ;�3 � n;�2 � n;�1 � n; 0; 1 � n; 2 � n; 3 � n; : : :Allora esistono sempre due termini su

essivi 
he sono uno minore e l'altromaggiore di m. Infatti, avendosi n � 1, basta prendere un intero k � jmjper
h�e si abbia kn > njmj � jmj � m; �kn � �jmj � m:3



Esistono quindi due termini su

essivi, uno qn � m, l'altro (q + 1)n > mtali 
he qn � m < (q + 1)n: (2)Se m � 0, il numero q �e il massimo numero il 
ui prodotto per n non superam ed �e il quoziente della divisione, mentre la di�erenza r = m � qn �e ilresto. (Se m < 0, q �e il minimo numero il 
ui prodotto per n supera m). Sesottraiamo qn dai tre membri della (2) otteniamo0 � r < n:Esempio. Sia m = 8, n = 6. 8 si trova tra 1 � 6 e 2 � 6. Dunque q = 1, e ilresto �e r = 8� 1 � 6 = 2.Siam = �8, n = 6. �8 si trova tra �2 �6 = �12 e �1 �6 = �6, e pertantoq = �2. La di�erenza �8 � (�2 � 6) = 4 �e il resto della divisione, e si ha�8 = �2 � 6 + 4.3. Massimo 
omun divisoreLa ri
er
a dei divisori 
omuni di due numeri interi si ridu
e alla ri
er
adei divisori di un solo numero intero grazie al seguente teorema.Teorema 3. Dati due numeri m ed n, esiste un numero d tale 
he i divisori
omuni di m ed n 
oin
idono 
on i divisori di d. Il numero d �e uni
o a menodel segno.Dim. Sia S l'insieme delle 
ombinazioni lineari positive di m ed n a
oeÆ
ienti interi (positivi, negativi o zero):S = fam+ bn > 0; a; b 2 Zg:S �e non vuoto. Infatti, se m;n > 0, si prendano a; b > 0; se m > 0 e n < 0,si prendano a < 0 e b < 0; se m < 0 e n > 0, si prendano a < 0 e b > 0.Per il prin
ipio del minimo intero S 
ontiene un minimo d, e per 
erti h e kallora: d = hm+ kn:Si ha:i) 
jm e 
jn, allora 
jd.ii) djm. Infatti, sia m = dq + r; 0 � r < d. Si ha r = m � dq =m� (hm+ kn)q = (1� h)m+ (kq)n. Se r > 0, allora r �e un elemento di S,ma essendo minore di d si 
ontraddi
e la minimalit�a di r in S. Allora djm, e4



analogamente djn. In parti
olare, se un intero divide d, questo intero dividem ed n, e quindi ha la propriet�a ri
hiesta dal teorema.�E 
hiaro 
he d �e il pi�u grande dei divisori 
omuni di m ed n, e per
i�o�e uni
o. Dimostriamo tuttavia l'uni
it�a in base al fatto 
he i suoi divisori
oin
idono 
on quelli di m ed n. Se infatti d e d0 sono entrambi tali 
he iloro divisori 
oin
idono 
on quelli di m ed n, d0, dividendo m ed n divide d,e dunque d = hd0, e analogamente d0 = kd. Allora d = hkd, per 
ui se d 6= 0�e hk = 1 da 
ui h = k = �1 e d0 = �d. 24. Algoritmo eu
lideo per il 
al
olo del MCDDati due interi m ed n, la divisione eu
lidea fornis
e un quoziente eun resto: m = nq + r, 0 � r < n. Un numero 
he divide m ed n divideallora an
he r, e d'altra parte un intero 
he divide n ed r divide an
he m, edunque divide m ed n. Abbiamo 
os�� 
he i divisori 
omuni di m ed n sono idivisori 
omuni di n ed r. Se r 6= 0, dividendo ora n per r, si ha un resto r0,0 � r0 < r e 
ome prima i divisori 
omuni di n ed r (e dunque an
he di m edn) sono quelli di r ed r0. Proseguendo in questo modo si ha una su

essionedi divisioni 
he a un 
erto punto trova resto zero in quanto resti su

essivinon nulli sono interi positivi des
res
enti (abbiamo posto r = r1), e non sipu�o pi�u proseguire (non si pu�o dividere per zero):m = nq1 + r1; 0 � r1 < n;n = r1q2 + r2; 0 � r2 < r1;r1 = r2q3 + r3; 0 � r3 < r2;...rk�3 = rk�2qk�1 + rk�1; 0 � rk�1 < rk�2;rk�2 = rk�1qk + 0; rk = 0:Per quanto visto sopra, un divisore dim ed n �e an
he un divisore di n edr1, e quindi di r1 ed r2. Proseguendo in questo modo si ha 
he un divisoredi m ed n �e an
he un divisore di rk�1 e 0, e poi
h�e ogni numero divide 0, idivisori 
omuni di m ed n sono divisori di rk�1. Vi
eversa, dall'ultimo passodell'algoritmo si ha 
he un divisore di rk�1 divide an
he rk�2; dal penultimo,
he un divisore di rk�1 e di rk�2 divide an
he rk�3, e

., �n
h�e si arriva alse
ondo passo: un divisore di rk�1 divide r2 ed r1, e quindi divide n. Dalprimo passo si ha allora 
he un divisore di di r1 ed n divide m, e quindidivide m ed n. Per il Teorema 3, rk�1, 
io�e l'ultimo resto non nullo, �e il5



massimo 
omun divisore d = (m;n) di m ed n. Il pro
edimento ora vistoper determinare d = (m;n) va sotto il nome di algoritmo di Eu
lide.Esempio. m = 40, n = 25. 40 = 25 � 1 + 15;25 = 15 � 1 + 10;15 = 10 � 1 + 5;10 = 5 � 2 + 0:L'ultimo resto non nullo �e 5, 
he dunque �e il MCD tra 40 e 25.In forma di programma per un sistema di 
al
olo simboli
o si pu�o es-primere 
ome segue:input: m;nu := m, v := n,�n
h�e v 6= 0 fare:(q: quoziente(u; v),t := u;u := v;v := t� qv)output: u.Esempio. m = 40; n = 25Primo passo:u := 40, v := 25,v 6= 0? S��(q:=quoziente(40,25)=1,t := 40,u := 25;v := 40� 1 � 25 = 15)[i nuovi valori di u e v sono ora u = 25, v = 15℄Se
ondo passo:v 6= 0? S��(q:=quoziente(25,15)=1,t := 25,u := 15;v := 25� 1 � 15 = 10)[i nuovi valori di u e v sono ora u = 15, v = 10℄6



v 6= 0? S��e

.Se d = (m;n) = 1, m e n non hanno divisori 
omuni diversi da 1: sidi
ono allora primi tra loro (o relativamente primi).Il resto r1 =m� qn �e una 
ombinazione lineare di m e n:r1 = 1 �m+ (�q1) � n,e 
i�o �e vero an
he per r2: si ha r2 = n� q2r1 = n� q2m+ q1q2n, da 
ui:r2 = (�q2) �m+ (1 + q1q2) � n;e proseguendo si vede 
he 
i�o a

ade per tutti i resti ri, i = 1; 2; : : : ; k, edunque an
he per rk�1 = d. Si ha 
os��:Teorema 4. (identit�a di B�ezout) Dati due interi m e n, esistono dueinteri h e k tali 
he d = (m;n) �e 
ombinazione lineare di m e n:d = hm+ kn: }Nota. I due interi h e k del Teorema 1.1 non sono univo
amente determi-nati. Per ogni intero s si ha infatti:d = (h� sn)m+ (k � sm)n:Esempio. Con un algoritmo 
he 
onsta di quattro passi:m = nq1 + r1;n = r1q2 + r2;r1 = r2q3 + r3;r4 = r3q3;e dunque d = r3, abbiamo, 
on r1 ed r2 visti sopra,d = r3 = r1 � r2q3 = m� q1n+ q2q3m� q3n� q1q2q3n= (1 + q2q3)m� (q1 + q3 + q1q2q3)n:Nell'esempio 
on m = 40 ed n = 25 abbiamo q1 = q2 = q3 = 1, e dunqued = r3 = (1 + 1 � 1)40 � (1 + 1 + 1 � 1 � 1) = 2 � 40� 3 � 75) = 80� 75 = 5:Il programma per l'algoritmo di Eu
lide fornis
e an
he la terna [h; k; d℄(poi
h�e si 
er
a una terna, al posto di due numeri l'input deve avere dueterne). 7



input: m;n,u := [1; 0;m℄; v := [0; 1; n℄;�n
h�e v3 6= 0 fare:(q := quoziente(u; v);t := u;u := v;v : t� qv)output: u.L'input dell'algoritmo 
onsta dei due interim e n. Nella forma data dall'identit�adi B�ezout essi si s
rivono:m = 1 �m+ 0 � n, n = 0 �m+ 1 � n,e queste le due terne iniziali dell'algoritmo.Vediamo due importanti appli
azioni del lemma di B�ezout.Teorema 5. i) Se 
jab e (
; a) = 1 allora 
jb;ii) se aj
; bj
 e (a; b) = 1, allora abj
:Dim. i) Per B�ezout esistono due interi h e k tali 
he 1 = h
 + ka;moltipli
ando questa uguaglianza per b si ha b = h
b + kab. Ma 
 divide idue addendi della somma, e pertanto divide b.ii) Sia 
 = qa = q1b, 1 = ha + kb. Moltipli
hiamo quest'ultima per qq1:qq1 = haqq1+ kbqq1 = hq1
+ kq
. Ma qq1 = 
2ab , da 
ui sempli�
ando 
 si ha
ab = hq1 + kq, 
he �e un intero, e dunque abj
. 2Se (m;n) = 1, sia hm+ kn = 1. Posto e = hm, e1 = kn, si hae2 = am � am = am(1� kn) = hm� hkmn � hm = e mod mne analogamente e21 � e1 mod mn. Si di
e allora 
he e ed e1 sono idempotentimodulo mn. Inoltre sono ortogonali (sempre modulo mn:ee1 = hm � kn = hkmn � 0 mod mn;e a somma 1: e+ e1 = 1.Ci poniamo ora il seguente problema: dati tre interi a,b,
, esistono dueinteri a0 e b0 tali 
he aa0 + bb0 = 
? In altri termini, l'equazione diofanteaax+ by = 
 (3)8



ammette soluzioni intere? Intanto, se una soluzione esiste, e qualunquesiano x e y 
he risolvono l'equazione, se un numero divide a e b alloradivide 
. Abbiamo allora una 
ondizione ne
essaria aÆn
h�e la (3) ammettasoluzioni: il massimo 
omun divisore d tra a, b deve dividere 
. Ma questa
ondizione �e an
he suÆ
iente: se d divide 
, sia 
 = dt. Per l'identit�a diB�ezout, d = ah+ bk, da 
ui 
 = dt = a(ht)+ b(kt), e dunque x = ht e y = ktrisolvono la (3). (Ovviamente la soluzione non �e uni
a, per
h�e gli interi h ek di B�ezout non sono uni
i. Inoltre, ogniqualvolta (a; b) = 1, l'equazione hasempre soluzione, qualunque sia 
). Abbiamo quindi:Teorema 6. Condizione ne
essaria e suÆ
iente aÆn
h�e la (3) ammettasoluzioni �e 
he il massimo 
omun divisore d = (a; b) divida 
.Esempi 1. 12x + 18y = 48. Qui d = 6. S
riviamo 6 = �1 � 12 + 1 � 18, eproseguendo 
ome sopra, 48 = 6 � 8 = 12(�1 � 8) + 18(1 � 8).2. 12x+18y = 14. Qui d = 6, ma 6 non divide 14, e dunque l'equazionenon ha soluzioni.3. 7x + 13y = 5. Qui d = (7; 13) = 1, 1 = 2 � 7 + (�1) � 13, da 
ui,moltipli
ando quest'ultima uguaglianza per 5, 5 = 2 � (7 � 5) + (�1) � (13 � 5).Il massimo 
omun divisore si estende al 
aso di pi�u numeri.Teorema 7. Dati n numeri a1; a2; : : : ; an; esiste un numero d tale 
he idivisori 
omuni dei numeri dati 
oin
idono 
on i divisori di d.Dim. Il teorema �e vero per due numeri (Teorema 3); di
iamo allora 
heT (2) �e vero. Per induzione su n: supponiamo il teorema vero per n � 1numeri (supponiamo vero T (n � 1)), e dimostriamolo vero per n numeri(dimostriamo 
he T (n) �e vero). Consideriamo a1; a2; : : : ; an�1. Per l'ipotesiT (n � 1) vero, esiste un numero d0 tale 
he i divisori 
omuni dei numeria1; a2; : : : ; an�1 
oin
idono 
on i divisori di d0. Ne segue 
he i divisori 
omunidi a1; a2; : : : ; an�1 e an 
oin
idono 
on i divisori 
omuni di d0 ed an. Ci siamo
os�� ridotti al 
aso di due numeri, 
aso in 
ui sappiamo 
he il teorema �e vero:esiste 
io�e un numero d 
he 
on i suoi divisori esauris
e i divisori 
omuni did0 ed an, e dunque i divisori 
omuni di a1; a2; : : : ; an. 25. CongruenzeDe�niamo la seguente relazione � nell'insieme degli interi relativi: �ssatoun intero positivo n, 9



a�b se a e b divisi per n danno lo stesso resto.Si tratta di una relazione di equivalenza (le tre propriet�a ri
essiva, simmet-ri
a e transitiva sono immediate), detta relazione di 
ongruenza modulo n.Se a �e nella relazione � 
on b si di
e 
he a e b sono 
ongrui modulo n, e sis
rive: a � b mod n;Sia a � b mod n; allora a = nq + r, b = nq0 + r, e sottraendo i duemembri a � b = n(q � q0), 
io�e n divide a � b. Vi
eversa, se nj(a � b), siaa = nq1 + r1, b = nq2 + r2; allora a� b = n(q1 � q2) + r1 � r2, e a� b = nqimpli
ano r1�r2 = 0, 
io�e r1 = r2, ovvero: a e b divisi per n danno lo stessoresto. Abbiamo 
os��:Teorema 8. Fissato un intero n, le seguenti propriet�a sono equivalenti perogni 
oppia di interi a e b:i) a e b divisi per n danno lo stesso restoii) la di�erenza a{b �e divisibile per n. 2I resti possibili nella divisione di un intero per n sono 0; 1; : : : n� 1. Gliinteri si ripartis
ono quindi in n 
lassi:1. gli interi 
he divisi per n danno resto 0 (i multipli di n); denotiamoquesta 
lasse 
on [0℄ ("
lasse 0");2. gli interi 
he divisi per n danno resto 1; denotiamo questa 
lasse 
on[1℄ ("
lasse 1");. . . . . .2. gli interi 
he divisi per n danno resto n� 1; denotiamo questa 
lasse
on [n� 1℄ ("
lasse n� 1").Queste n 
lassi 
ostituis
ono l'insieme quoziente di Z rispetto alla re-lazione �: Z=� = f[0℄; [1℄; : : : ; [n� 1℄g:Vediamo al
une propriet�a della relazione di 
ongruenza.1. Moltipli
ando una 
ongruenza modulo n per un intero si ottiene an
orauna 
ongruenza modulo n. Sia a � b mod n; e 
 2 Z. Allora:a
 � b
 mod n:Infatti, se nj(a� b), allora nj(a� b)
 = a
� b
.2. Vi
eversa, non si pu�o sempre dividere per uno stesso numero. Adesempio, 2 � 6 � 7 � 6 mod 15;10



(la di�erenza 12 � 42 = �30 �e divisibile per 15), ma dividendo per 6 si ha2 6� 7 mod 15.Tuttavia si ha:Teorema 9. Se a
 � b
 mod n e d = (
; n), allora:a � b mod nd :Dim. a
�b
 = kn impli
a (a�b) 
d = k nd . Ma (nd ; 
d) = 1 impli
a nd j(a�b)(Teorema 5). 2Nell'esempio pre
edente, 2�6 � 7�6 mod 15; si ha (6; 15) = 3, e dividendoper 3 si ha 2 � 7 mod 5:Ci 
hiediamo ora, dati a; b ed n, sotto quali 
ondizioni l'equazione:ax � b mod n (4)ammette soluzione. Ci si ridu
e al 
aso delle equazioni diofantee. Infatti, seesiste una soluzione 
, allora a
�b = nk per un 
erto k, e dunque a
�nk = b,
io�e l'equazione ax�my = bha la soluzione x = 
 e y = k, e vi
eversa. Allora (Teorema 7):Teorema 10. Condizione ne
essaria e suÆ
iente aÆn
h�e la (4) abbia unasoluzione �e 
he il massimo 
omun divisore tra a ed n divida b. 2Corollario. i) Se 
 e 
' sono soluzioni, e d = (a; n) allora 
0 � 
 mod nd ;ii) se d = 1, la soluzione �e uni
aDim. Se a
 � b mod n e a
0 � b mod n, allora, sottraendo, a(
0 � 
) �0 mod n, e si ha ad (
0 � 
) � 0 mod nd . Allora nd divide ad (
0 � 
), ma essendo(ad ; nd ) = 1; nd divide 
0 � 
, ovvero 
0 � 
 mod nd . La ii) segue dalla i). 2Esempio. 6x � 4 mod 8; l'equazione �e 6x � 8y = 4. d = (6;�8) = �2, e�2 = 1 � 6� 1 � 8; ne segue 4 = �2 � �2 = 6(1 � �2)� 8(1 � �2), e la soluzionex = y = �2.Vediamo ora al
une propriet�a.i) Pi�u 
ongruenze rispetto allo stesso modulo si possono sommare mem-bro a membro, ottenendo an
ora una 
ongruenza modulo n. Sea � b mod n; 
 � d mod n;11



le di�erenze a� 
 e b�d sono divisibili per n, e dunque an
he la loro sommalo �e. Allora (a� 
) + (b� d) = (a+ b)� (
+ d)�e divisibile per n, 
io�e (a + b) � (
 + d) mod n. Lo stesso risultato vale perun numero qualunque di 
ongruenze.ii) Due o pi�u 
ongruenze rispetto a uno stesso modulo si possono molti-pli
are per uno stesso numero: se a � b mod n; allora a� b �e divisibile pern, e per
i�o lo �e an
he (a� b)k = ak� bk per ogni k, ovvero ak � bk mod n.iii) Due o pi�u 
ongruenze rispetto a uno stesso modulo si possono molti-pli
are membro a membro: se a � b mod n e 
 � d mod n, allora per la ii),moltipli
ando i due membri della prima per 
, si ha a
 � b
 mod n, e quellidella se
onda per b, b
 � bd mod n. Per la propriet�a transitiva delle relazionidi equivalenza segue allora a
 � bd mod n, 
ome si voleva.Esempi. 1. Determiniamo il resto della divisione per 2 di 7235. S
riviamo7215 = 7 � 103 +2 � 102 +1 � 10 + 5, e 
onsideriamo i resti degli addendi delladivisione per 2; essi sono tutti 0, meno l'ultimo 
he �e 1:7 � 103 � 0 mod 2; 2 � 102 � 0 mod 2; 3 � 10 � 0 mod 2; 5 � 1 mod 2:Per quanto visto sopra, la somma dei primi membri, 
he �e il numero dato7215, �e 
ongrua a 1 modulo 2; in altre parole, il numero dato diviso per 2d�a resto 1. Analogamente, il numero dato diviso per 5 d�a resto 0.2. Determiniamo il resto della divisione per 4 di 7215. Proseguendo 
omeprima, poi
h�e 103 e 102 divisi per 4 danno resto zero, rimangono solo i restidi 3 � 10 e di 5, 
io�e 2 e 1; il resto 
er
ato �e quindi 3. In generale, un numeros
ritto in base 10:m = ak10k + ak�110k�1 + � � �+ a2102 + a1101 + a0 (5)il resto della divisione di m per 2 �e uguale al resto della divisione di a0 per2 (in altre parole, un numero d�a resto 0 o 1 quando �e diviso per 2, 
io�e �epari o dispari, se �e pari o dispari la sua ultima 
ifra. Il resto della divisionedi m per 4 �e lo stesso di quello della divisione di a1101 + a0 per 4, e

.3. Qualunque potenza di 10 divisa per 3 d�a resto 1, e dunque il restodella divisione di m della (5) per 3 �e lo stesso di quello della divisione dellasomma delle 
ifre ak + ak�1+ � � �+ a0 per 3. Se il numero m �e divisibile per3, 
io�e il resto della divisione per 3 �e zero, allora la somma delle 
ifre di m12



deve essere un multiplo di 3, e vi
eversa. Quindi, un numero �e divisibile per3 se e solo se lo �e la somma delle sue 
ifre.4. An
he qualunque potenza di 10 divisa per 9 d�a resto 1, e dunque ilresto della divisione di m della (5) per 9 �e lo stesso di quello della divisionedella somma delle 
ifre. Su questo fatto si basa la prova del 9: il risultato diuna moltipli
azione a�b = 
 si pu�o 
ontrollare veri�
ando se la somma delle
ifre di a moltipli
ata per la somma delle 
ifre di b �e 
ongrua, modulo 9, allasomma delle 
ifre di 
. Se il risultato della prova �e negativo, l'operazione�e sbagliata; ma se �e positivo, non �e detto 
he sia giusta: lo �e a meno dimultipli di 9. Ad esempio, 13 � 43 = 559 (operazione giusta), la sommadelle 
ifre �e 4 � 7 � 19, da 
ui 28 � 10, e 10 � 1 mod 9, 
he �e vero. Maan
he per 13�43 = 586 la prova del 9 d�a un risultato positivo (i due risultatidi�eris
ono per 27, 
he �e un multiplo di 9). In altri termini, la prova positivadi
e 
he il risultato �e giusto a meno di multipli di 9.5. Osserviamo 
he 10 � �1 mod 11, e dunque per una potenza di 10,10k � (�1)k mod 11. Ne segue 
he modulo 11 la (5) diventa (�1)kak +(�1)k�1ak�1 + � � � + (�1)a1 + a0. Le potenze pari di {1 danno 1, quelledispari {1, e dunque:m � (a0 + a2 + � � �)� (a1 + a3 + � � �) mod 11ovvero: il resto della divisione dim per 11 �e lo stesso 
he si ottiene dividendoper 11 la di�erenza tra la somma delle 
ifre di posto pari e quella delle 
ifre diposto dispari, 
omin
iando da destra. In parti
olare, un numero �e divisibileper 11 se questa di�erenza �e un multiplo di 11.6. Teorema 
inese dei resti.Ci poniamo ora il seguente problema: date due 
oppie di interim;n e a; b,esiste un intero 
 
he diviso per m d�a resto a, e diviso per n d�a resto b? Inaltre parole, esiste una soluzione 
omune delle due 
ongruenze x � a modme x � b mod n? Non sempre. Ad esempio, 
on m = 4; n = 6; a = 1; b = 2,se 
 � 1 mod 4 e 
 � 2 mod 6 si avrebbe 
 = 4q1 + 1, un numero dispari,e 
 = 4q2 + 2, un numero pari. Con a = 2; b = 4 si ha la soluzione 
 = 10:10 = 4 � 2 + 2, e 10 = 1 � 6 + 4. L'esistenza o meno di una soluzione dipendequindi dalla s
elta di a e b. In quale 
aso esiste una soluzione qualunquesiano a e b?Teorema 11. Se (m;n) = 1, una soluzione delle 
ongruenzex � a mod m13



x � b mod nesiste qualunque siano a e b, ed �e uni
a modulo il prodotto mn.Dim. Il risultato �e una 
onseguenza dell'identit�a di B�ezout. Poi
h�e (m;n) =1, esistono due interi h e k tali 
he hm + kn = 1. Allora 
 = bhm + akn �euna soluzione. Infatti,
 � a � kn � a � 1 � a modm; e 
 � b � hm � b � 1 � b mod m:Riguardo all'uni
it�a, se 
1 �e un'altra soluzione, allora 
1 � 
 modm emodn, e pertanto m ed n dividono 
1 � 
, ed essendo (m;n) = 1 an
he mndivide 
1 � 
 (Teorema 5, ii)), e dunque 
1 � 
 mod mn. In altri termini,esiste ed �e uni
a una soluzione 
 dove 0 � 
 < mn. 2Nota. Come mostrano gli esempi visti prima del teorema, la 
ondizione 
he imoduli siano relativamente primi a due a due non �e ne
essaria per l'esistenzadi una soluzione delle 
ongruenze. Si tratta solo di una 
ondizione suÆ
iente.Corollario. Se m1;m2; : : : ;mn sono n interi a due a due relativamenteprimi ((mi;mj) = 1; i 6= j), allora il sistema di 
ongruenze:x � a1 mod m1;x � a2 mod m2;...x � an�1 mod mn�1 (6)x � an modmnammette soluzioni qualunque siano gli interi a1; a2; : : : ; an. La soluzione �euni
a modulo il prodotto m1m2 � � �mn.Dim. Induzione su n. Se n = 1 basta prendere x = a1. Supponiamo allorail teorema vero per n � 1 
ongruenze (ad esempio, le prime n � 1). Esisteallora una soluzione x � 
 mod m0, dove m0 = m1m2 � � �mn�1, e siamo 
os��ridotti al 
aso di due 
ongruenze:x � 
 mod m0; x � an mod mn;le quali, essendo (m0;mn) = 1, 
i rimandano al Teorema 11. 2Nel IV se
 EV il 
inese Sun Tsu Suan{Ching pose il teorema seguente:dato un 
erto numero di oggetti, se disposti a gruppi di 3 ne restano 2, se14



disposti a gruppi di 5 ne restano 3, e se disposti a gruppi di 7 ne restano 2.Quanti sono gli oggetti? Si tratta di risolvere il sistema di 
ongruenze:x � 2 mod 3;x � 3 mod 5;x � 2 mod 7:Da (3,5)=1 abbiamo 1 = 2�5�3�3, per 
ui 5�2�5�3�3�3 = 23 � 8 mod 15risolve le prime due. Restiamo allora 
on:x � 8 mod 15;x � 2 mod 7:Con 1 = 1 �15�2 �7 abbiamo la soluzione 2 �15�8 �2 �7 = 30�112 = �82. Sevogliamo una soluzione non negativa aggiungiamo 105: otteniamo 23, 
he �ean
he l'uni
a non negativa e minore del prodotto dei moduli 15 � 7 = 105.Un altro modo di enun
iare il teorema 
inese �e il seguente: un sistemadi 
ongruenze nel quale i moduli sono relativamente primi �e equivalente auna sola 
ongruenza. Infatti, se il sistema ha una soluzione, e sia a, allorail sistema �e equivalente alla sola 
ongruenza x � a mod m, dove m �e ilprodotto dei moduli.Ci 
hiediamo ora: dati due interi a ed m, qual �e la probabilit�a 
he unnumero s
elto a 
aso sia 
ongruo ad a modulo m? Poi
h�e le 
lassi restomodulo m sono in numero di m, la probabilit�a 
he il numero appartengaalla stessa 
lasse di a �e 1=m.Siano ora m1;m2; : : : ;mn interi a due a due primi tra loro. Il teorema
inese a�erma, 
ome visto sopra, 
he un sistema di 
ongruenze nel quale imoduli sono relativamente primi �e equivalente a una sola 
ongruenza:x � a mod m (7)dove m �e il prodotto dei moduli mi. Per quanto detto, la (7) ha probabilit�a1=m di veri�
arsi; ma 1m = 1m1 � 1m2 � � � 1mnIn altri termini, la probabilit�a del veri�
arsi simultaneo delle (6), 
io�e laprobabilit�a del veri�
arsi della (7), �e il prodotto delle probabilit�a del veri�-
arsi di 
ias
una di esse. Se ne 
on
lude 
he le 
ongruenze i 
ui moduli sonoa due a due relativamente primi sono statisti
amente indipendenti.15


