
Corso di Algebra 1A. Mah��a.a. 2006{2007 Dispensa IIPiolo teorema di Fermat. Sia a un intero, p un numero primo e sia aprimo on p : (a; p) = 1. Allora:ap�1 � 1 mod p:Dim. Siano [1℄; [2℄; : : : ; [p� 1℄ (1)le lassi resto non nulle modp. Poih�e, per ipotesi, (a; p) = 1, a appartienea una di queste lassi. Moltiplihiamo allora le lassi preedenti per [a℄; siha: [a℄; [2a℄; : : : ; [(n� 1)a℄: (2)Queste lassi modp sono a due a due distinte. Infatti, se [ha℄ = [ka℄; allora[0℄ = [ha℄� [ka℄ = [(h� k)a℄, io�e p divide (h� k)a, ed essendo primo on adeve dividere h�k. Se h 6= k i�o �e impossibile perh�e h e k sono minori di pe peri�o anhe la loro di�erenza lo �e. Allora h = k, ome si voleva. Le lassi(2) sono allora le stesse di (1), eventualmente in un altro ordine. Il prodottodi tutte le lassi (1) �e allora uguale al prodotto di tutte le (2):[1℄ � [2℄ � � � [p� 1℄ = [a℄ � [2a℄ � � � [(n� 1)a℄:Ma il seondo membro �e uguale a[1℄[a℄ � [2℄[a℄ � � � [n� 1℄[a℄ = [1℄ � [2℄ � � � [p� 1℄[a℄p�1;e peri�o abbiamo[1℄ � [2℄ � � � [p� 1℄[a℄p�1 = [1℄ � [2℄ � � � [p� 1℄io�e [1 �2 � � � (p�1)℄[a℄p�1 = [1 �2 � � � (p�1)℄ ovvero [(p�1)!℄[a℄p�1 = [(p�1)!℄,o anora (p� 1)!ap�1 � (p� 1)! mod p:Avendosi ((p�1)!; p) = 1 �e possibile dividere entrambi i membri per (p�1)!e ottenere ap�1 � 1 mod p. 21



In questa dimostrazione abbiamo sfruttato le seguenti propriet�a dell'operazionedi prodotto nell'insieme delle lassi resto modulo un intero:i) l'operazione �e assoiativa (si riporta all'assoiativit�a del prodotto degliinteri);ii) esiste un elemento neutro (la lasse [1℄): [a℄ � [1℄ = [a℄;iii) ogni elemento ammette un inverso (l'inversa della lasse [a℄ �e la lasse[h℄: [a℄[h℄ = [1℄ dove ha+ kp = 1 (si srive [h℄ = [a℄�1;iv) l'operazione �e ommutativa.Un insieme G nel quale sia de�nita un'operazione he soddis�:i) l'operazione �e assoiativa;ii) esiste un elemento e tale he ae = ea = a, per ogni a 2 G (elementoneutro o unit�a o identit�a);iii) ogni elemento ammette un inverso: dato a 2 G, esiste b 2 G tale heab = ba = e,si hiama gruppo; se �e soddisfatta anhe laiv) l'operazione �e ommutativa ab = ba, per ogni a; b 2 G,il gruppo si die ommutativo o abeliano. La ardinalit�a dell'insieme G �el'ordine del gruppo G.L'insieme delle lassi resto modulo n �e dunque un gruppo abeliano rispettoalla somma tra lassi. Se n = p �e primo, le lassi viste sopra in (1) formanoun gruppo di ordine p�1 rispetto al prodotto tra lassi (l'ipotesi he p sia unnumero primo �e neessaria per garantire la iii), io�e he ogni elemento abbiaun inverso). Nel teorema di Fermat si dimostra he in quest'ultimo gruppo,ogni lasse, elevata al numero di elementi dell'insieme, d�a la lasse [1℄. Perdimostrarlo, si sono sfruttate le propriet�a i); : : : ; iv) di sopra, io�e quellehe de�nisono un gruppo abeliano. Vediamo allora se un teorema anal-ogo esiste per un qualunque gruppo abeliano. Ci hiediamo io�e: elevandoun qualunque elemento di un gruppo abeliano all'intero he d�a l'ordine delgruppo si ottiene l'unit�a? La risposta �e positiva.Teorema 1. Sia G un gruppo abeliano di ordine n. Allora an = 1, per ognia 2 G.Dim. La dimostrazione proede in modo analogo al teorema preedente.Siano a1; a2; : : : ; an; (3)gli elementi di G, e sia a 2 G. Moltiplihiamo gli elementi di G per a:a1 � a; a2 � a; : : : ; an � a: (4)2



Questi elementi sono a due a due distinti: infatti, se aia = aja, alloramoltipliando entrambi i membri a destra per a�1 (he esiste per la iii)della de�nizione di gruppo), si ha (aia)a�1 = (aja)a�1, e appliando lapropriet�a assoiativa i), ai(aa�1) = aj(aa�1), io�e aie = aje e per la ii),ai = aj. In altre parole, se ai e aj sono distinti, anhe aia e aja lo sono. Glielementi (4), non potendo essere in numero maggiore di n (perh�e si sonofatte nmoltipliazioni) sono allora gli stessi di (3), eventualmente in un altroordine. Il prodotto di tutti gli elementi (3) �e allora uguale al prodotto di tuttigli elementi (4) (l'ordine in ui si e�ettua il prodotto non onta perh�e ilgruppo �e ommutativo):a1 � a2 � � � an = a1a � a2a � � � ana:Sfruttando anora la ommutativit�a, a seondo membro possiamo sriverea � a2 = a2 � a, e faendo lo stesso on a3; : : : ; an, portare a in fondo:a1 � a2 � � � an = a1 � a2 � � � anan:Il prodotto a1 � a2 � � � an �e un ben determinato elemento del gruppo, e sia b:Ne segue b = ban, e moltipliando per b�1 a sinistra si ottiene an = 1, omesi voleva. 2In un gruppo G, si de�nise periodo o ordine di un elemento a il pi�upiolo intero positivo m tale he am = 1.Teorema 2. Sia a un elemento di periodo m in un gruppo G, e sia an = 1.Allora m �e un divisore di n.Dim. Sia n > 0; allora n > m per la minimalit�a di m. Dividiamo n perm: n = mq + r on 0 � r < m. Ne segue:1 = an = amq+r = amqar = (am)qar = 1 � ar = ar:Se r > 0, ar = 1 ontraddie la minimalit�a di m. Allora r = 0, da uin = mq, io�e m �e un divisore di n, ome si voleva. Se n < 0, si proeda omesopra on n = m(�q) + r e 0 � r < m. 2In un gruppo, un elemento di periodo m ha m potenze distinte. Infatti,sia o(a) = m, e siano a; a2; : : : am�1; am = 1 le potenze di a. Se due di questesono uguali, ah = ak on h > k, allora moltipliando entrambi i membri per(ak)�1 = am�k abbiamo aham�k = 1: Ma aham�k = am+h�k = amah�k =ah�k, e dunque si avrebbe ah�k = 1 on h� k < m, ontro la minimalit�a dim. Le m potenze di a sono allora tutte distinte.3



Uniit�a dell'elemento neutro in un gruppo. L'elemento e tale he ea =a = ae �e unio. Se anhe e0 �e tale he e0a = a = ae0, per ogni elemento adi G, allora on a = e si ha e0e = e perh�e e �e neutro, ed e0e = e0 perh�ee0 �e neutro. Ne segue e = e0 perh�e alla oppia (e0; e) non possono essereassoiati due elementi diversi (l'operazione �e una funzione).Uniit�a dell'inverso di ogni elemento in un gruppo. Sia ab = 1 = ba, eab0 = 1 = b0a. Moltiplihiamo ab = 1 per b0 a sinistra; si ha:b0 = b0 � 1 = b0(ab)) (b0a)b = b0 ) 1 � b = b0 ) b = b0:Teorema 3. Un gruppo di ordine 4 �e abeliano. Vi sono soltanto due gruppidi ordine 4: il gruppo ilio e il gruppo di Klein.Dim. Sia G = f1; a; b; g il gruppo. Il prodotto ab deve appartere a G, edunque �e uno dei quattro elementi:ab = 1; a; b; :Non pu�o essere ab = a o ab = b (he darebbero b = 1 e a = 1). Ne seguehe il prodotto di due elementi distinti o �e 1, oppure �e uguale al terzo.Consideriamo allora i due asi ab = 1 e ab = . I due asi daranno luogoisuno a uno dei due gruppi dell'enuniato del teorema.1. ab = 1; allora a e b sono inversi uno dell'altro: b = a�1 e a = b�1.Consideriamo allora a; ome prima a = 1 oppure a = b. Ma a = 1implia he  �e l'inverso di a, mentre abbiamo visto he l'inverso di a �e b.Dunque a = b, e per gli stessi motivi a = b. A questo punto abbiamo he ae b permutano (ab = ba = 1), e anhe a e  (a = a perh�e entrambi ugualia b). Vediamo b e . Al solito, b = 1 oppure b = a. Ma b = 1 signi�a = b�1, impossibile perh�e b�1 = a. Allora b = a, e analogamente b = a.Gli elementi sono dunque a due a due permutabili, e G �e abeliano. Inoltre,a2 = . Se infatti a2 = 1, allora a�1 = a; ma siamo nell'ipotesi ab = 1, edunque a�1 = b, e si avrebbe a = b, esluso. Se poi a2 = a, allora a = 1,esluso, e se a2 = b, allora, moltipliando per a, si avrebbe a3 = ab = 1.Dunque l'ordine di a sarebbe un divisore di 3, ma i�o �e esluso perh�e a4 = 1(Teorema 2), e dunque l'ordine di a divide 4. Con lo stesso argomento si hab2 = . Inoltre, a3 = a2 � a = a, e abbiamo visto sopra he a = b. Ne seguehe i quattro elementi sonoa;  = a2; b = a3; a4 = 1;e siamo pertanto in presenza del gruppo ilio generato da a:4



1 a a2 a3a a a2 a3 1a2 a2 a3 1 aa3 a3 1 a a22. Il prodotto di due qualunque elementi distinti e diversi da 1, inqualunque ordine, �e uguale al terzo: ab = , ba = , e dunque ab = ba.Lo stesso per le oppie a; , b;  e a; , e anhe in questo aso il gruppo �eabeliano. Si osservi he in questo seondo aso il quadrato di ogni elemento�e 1: infatti, se fosse a2 = b, essendo b = a si avrebbe a2 = a e a = ,esluso, e os�� per gli altri elementi. La tavola di moltipliazione �dunque:1 a b a a 1  bb b  1 a  b a 1dove si rionose il gruppo di Klein. 2Tra i modelli del gruppo ilio vi sono:{ Z4(+) = f[0℄; [1℄; [2℄; [3℄g (a = [1℄);{ Z�5 (�) = f[1℄; [2℄; [3℄; [4℄g (a =[2℄ o [3℄);{ le quattro potenze del numero omplesso i: fi;�1;�i; 1g (a = i o �i);{ le rotazioni di 90; 180; 270 e 360 = 0 gradi (a =rotazione di 90 gradi);{ le quattro permutazioni I, (1,2,3,4),(1,3)(2,4), (1,4,3,2) ( si pensi ai vertiidel quadrato numerati 1,2,3,4).e.Tra i modelli del gruppo di Klein vi sono:{le simmetrie rispetto agli assi oordinati e rispetto all'origine del pianoartesiano (pi�u l'identit�a);{ Z�8 (�) = f1; 3; 5; 7g;{ Z�12(�) = f1; 5; 7; 11g{ due simmetrie assiali del quadrato rispetto ad assi perpendiolari pi�u larotazione di 180 gradi;{ le quattro permutazioni I, (1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3) (si pensi allequattro simmetrie del quadrato preedenti;{ e. 2 Ora he sappiamo he un gruppo di ordine 4 �e neessariamenteabeliano, possiama dimostrare:Teorema 4. Per n = 1; 2; 3 esiste un solo gruppo di ordine n.5



Dim. Se n = 1, poih�e l'identit�a i deve essere, il gruppo onsta solo diquesta. Se n = 2, e gli elementi sono 1 e a, allora �e neessariamente a2 = 1, edunque il gruppo �e ilio di ordine 2. Se n = 3, e 1; a; b sono i tre elementi,allora �e neessariamente ab = 1, e b �e l'inverso di a. Ne segue a2 = b (sea2 = 1, allora a = a�1, mentre l'inverso di a �e b). Dunque i tre elementi sono1; a; a2, e il gruppo �e ilio. Modelli sono Z�4 (�), la rotazione di 120 gradi ele sue potenze, e. 2Gruppi diedraliUna isometria �e una orrispondenza biunivoa tra i punti del piano heonserva le distanze. Le isometrie formano gruppo rispetto al solito prodottodi trasformazioni (prima una poi l'altra). I gruppi diedrali sono i gruppi delleisometrie (dette anhe simmetrie) dei poligoni regolari. Esse si dividono insimmetrie assiali e simmetrie rotatorie.Consideriamo ora un poligono on n lati, e distinguiamo due asi.1. n pari. In questo aso vi sono due tipi di assi di simmetria: quellipassanti per i punti di mezzo di lati opposti (e sono n=2), e quelli passantiper oppie di punti diagonalmente opposti (altri n=2). Vi sono poi n rotazioni(di gradi 2�=n; 4�=n; : : : ; 2(n � 1)�=n; 2n�=n =identit�a) attorno a un asseperpendiolare al piano e passante per il barientro del poligono. In tutton=2 + n=2 + n = 2n simmetrie.2. n dispari. In questo aso gli assi di simmetria sono di un solo tipo:passano per un vertie e per il punto di mezzo del lato opposto al vertie.Sono quindi tanti quanti sono i vertii, io�e n. Vi sono poi le n rotazioniviste sopra. In tutto n+ n = 2n simmetrie.In ogni aso, un gruppo diedrale ha ordine 2n. Si denota on Dn.Numerando i vertii del triangolo in senso orario on 1,2 e 3, i tre assidi simmetria a; b e  �ssano uno dei tre vertii. Consideriamo le seguentiomposizioni di simmetrie:{ a: simmetria rispetto all'asse vertiale seguita da una rotazione di 120gradi;{ r: rotazione di 120 gradi seguita da una simmetria rispetto all'assevertiale.
6



3 21 2 31 3 12
Fig. 1: prima la simmetria assiale a e poi la rotazione r

3 21 2 13 1 23
Fig. 2: prima la rotazione r e poi la simmetria assiale aoperando prima a e poi r si ottiene un risultato (Fig. 1), operando prima re poi a se ne ottiene un altro (Fig. 2): la omposizione di simmetrie non �eommutativa. Abbiamo os�� un primo esempio di gruppo non ommutativo.Poih�e una simmetria indue una permutazione dei vertii (ad esempio, lasimmetria rispetto all'asse passante per il vertie 1 indue la permutazioneilia 1 ! 1; 2 ! 3; 3 ! 2, he sriviamo � 1 2 31 3 2 �, io�e mettendo unosopra l'altro un elemento e la sua immagine. Avremmo anhe potuto srivere� 2 1 33 1 2 �(o in un altro qualunque dei sei modi possibili). La rotazione di120 gradi indue la permutazione ilia � 1 2 32 3 1 �, e omponendo le duesimmetrie: � 1 2 31 3 2 �� 1 2 32 3 1 � = � 1 2 32 1 3 �ome si vede anhe dalla Fig. 1. Se si e�ettua prima la rotazione e poi la simmetriarispetto all'asse passante per il vertie 1:� 1 2 32 3 1 �� 1 2 31 3 2 � = � 1 2 33 2 1 � ;he �e la simmetria rispetto all'asse passante per il vertie 2 (Fig. 2).7



Sia ora r la rotazione di 120 gradi, e a una simmetria assiale. Le seisimmetrie: 1; r; r2; a; ra; r2;sono a due a due distinte (ogni uguaglianza porta a una ontraddizione), edunque sono le sei simmetrie del triangolo. In generale, per un poligono din lati, se r �e la rotazione di 2�=n, e a una simmetria assiale, i 2n elementi1; r; : : : ; rn�1; a; ra; : : : ; rn�1a;sono tutti distinti, e peri�o esaurisono le 2n simmetrie del poligono. Siosservi inoltre l'uguaglianza: ara = r�1(si riordi he r�1 = rn�1), il ui signi�ato geometrio �e hiaro: operareuna simmetria assiale, seguita da una rotazione di 2�=n, e poi anora dallastessa simmetria assiale, equivale a operare una rotazione in senso inversoalla preedente. AzioneDe�nizione. Dati un insieme 
 = f�; �; ; : : :g e un gruppo G, si die heG agise su 
 (o he G opera su 
, o he 
 �e un G�insieme) quando �eassegnata una funzione 
�G! 
, tale he, denotando on �g l'immaginedella oppia (�; g), si abbia:i) �gh = (�g)h, � 2 
; g 2 G.ii) �1 = �, dove 1 �e l'elemento neutro di G.La funzione assegnata si hiama azione di G su 
, e la ardinalit�a di 
grado del gruppo. Con linguaggio geometrio, hiameremo spesso punti glielementi di 
. Sriveremo anhe (G;
) per indiare he G agise su 
. Siosservi he se H �e un sottogruppo di G e G agise su 
 anhe H agise su
. Questa azione di H �e la restrizione dell'azione di G.La nozione di gruppo he agise su un insieme generalizza quella digruppo di permutazioni di un insieme nel senso he pu�o ben aadere heesista qualhe elemento 1 6= g 2 G tale he �g = � per ogni � 2 
 (se G �e ungruppo di permutazioni questo fatto implia g = 1). �E quanto ora vediamo.Teorema. Se un gruppo G agise su un insieme 
, ogni elemento di G d�aluogo a una permutazione di 
. Pi�u preisamente, la orrispondenza 
! 
data da 'g : �! �g �e, per ogni �ssato g 2 G, una permutazione di 
.8



Dim. La 'g �e iniettiva: �g = �g ) (�g)g�1 = (�g)g�1 ) �gg�1 =�gg�1 ) �1 = �1, e dunque � = �. Si noti he abbiamo usato sia la i)he la ii) della Def. 3.1. �E surgettiva: se � 2 
, sia � = �g�1 ; allora:�g = (�g�1)g = �g�1g = �1 = �; e quindi � proviene da �. }Sia ora S
 il gruppo di tutte le permutazioni di 
 (gruppo simmetrio su
), e G un gruppo he agise su 
. In base al teorema preedente possiamoonsiderare l'appliazione ' : G ! S
 ottenuta assoiando a ogni g 2 G lapermutazione 'g di 
 he esso indue: g ! 'g. Tale orrispondenza �e subitovisto essere un omomor�smo. In questo modo si ottiene una rappresentazionedegli elementi di G per mezzo di permutazioni. Al prodotto di due elementidi G orrisponde il prodotto delle due permutazioni he li rappresentano. Ilnuleo di ' �e dato daK = fg 2 G j �g = �; 8� 2 
g;io�e dagli elementi di G he lasiano �sso ogni elemento di 
. Il sottogruppoK si hiama nuleo dell'azione. Se esso si ridue al solo elemento neutro,l'azione si die fedele, e in tal aso G �e isomorfo a un sottogruppo di S
; sidir�a allora he G �e un gruppo di permutazioni di 
. In ogni aso, il quozienteG=K �e un gruppo di permutazioni di 
, on l'azione de�nita da:(�;Kg)! �g, io�e �Kg = �g;he �e ben de�nita in quanto se h �e un altro rappresentante del laterale Kg,allora h = kg, k 2 K, e dunque �(kg) = (�k)g = �g, essendo �k = �, perogni k 2 K e � 2 
. Se K = G, gli elementi di G �ssano tutti i punti di 
:l'azione �e banale.Un elemento � di 
 determina due sottoinsiemi, uno in 
 (l'orbita di �e l'altro in G (lo stabilizzatore di �).De�nizione. L'orbita di � sotto l'azione di G �e il sottoinsieme�G = f�g; g 2 Gg;io�e l'insieme degli elementi di 
 in ui �e portato � dai vari elementi di G.Due orbite o oinidono o sono disgiunte. Infatti, om'�e subito visto,le orbite altro non sono he le lassi della relazione di equivalenza � os��de�nita: ��� se esiste g 2 G tale he �g = �:9



In partiolare, 
 �e unione disgiunta di orbite:
 = S�2T�G;dove � varia in un insieme T di rappresentanti per le orbite. Se 
 �e �nito siha allora j
j = X�2T j�Gj:SeH � G, le orbite diG sono unioni di orbite diH. Se g �e una permutazione,le orbite del sottogruppo generato da g sono i sottoinsiemi he danno i ilidi g. Le orbite si hiamano anhe sistemi di transitivit�a.De�nizione. G si die transitivo se esiste una sola orbita.In altri termini, G �e transitivo se dati omunque �; � 2 
 esiste almenoun elemento di G he porta � su �.De�nizione. Lo stabilizzatore di � �e il sottoinsieme di G:G� = fg 2 G j �g = �g;io�e l'insieme degli elementi di G he lasiano �sso �.G� �e un sottogruppo di G. Infatti, 1 2 G�; se x; y 2 G�, allora �xy =(�x)y = �y = �, e dunque xy 2 G�. Inoltre, se x 2 G�, � = �1 = �xx�1 =(�x)x�1 = �x�1 ; e dunque anhe x�1 2 G�. Lo stabilizzatore di un elementosi hiama anhe gruppo di isotropia dell'elemento.Se un elemento di G appartiene allo stabilizzatore di ogni elemento di
, allora appartiene al nuleo dell'azione, e vieversa. Pertanto, il nuleodell'azione �e l'intersezione degli stabilizzatori di tutti gli elementi di 
:K = T�2
G�:La relazione tra orbite e stabilizzatori �e messa in lue dal seguente teorema.Teorema. i) La ardinalit�a dell'orbita di un elemento � �e uguale all'indiedello stabilizzatore di �: j�Gj = [G : G�℄; (5)in partiolare, se G �e �nito:jGj = jG�jj�Gj; (6)e quindi la ardinalit�a di un'orbita divide l'ordine del gruppo.10



ii) Se � appartiene all'orbita di �, allora gli stabilizzatori di � e � sonooniugati. Pi�u preisamente, se � = �g allora G� = (G�)g, io�eG�g = (G�)g:Dim. i) Pu�o ben aadere he per due elementi distinti g; h 2 G si abbia�g = �h. Per sapere quanti elementi �g (distinti) si ottengono al variare dig in G dobbiamo dunque poter stabilire quante volte �e ripetuto uno stessoelemento. Ora �g = �h , �gh�1 = � , gh�1 2 G�; e dunque �g e �hsono lo stesso elemento se e solo se g e h appartengono allo stesso laterale(destro) dello stabilizzatore di �, io�e se e solo se g = xh, on x 2 G�. Inaltri termini, un elemento �g �e ripetuto tante volte quant'�e la ardinalit�a dellaterale G�g (per ogni x 2 G� si ha infatti �xg = (�x)g = �g). Due elementig e h appartenenti a laterali distinti danno quindi luogo a elementi �g e �hdistinti, e peri�o abbiamo tanti elementi nell'orbita �G quanti sono i lateralidi G�.ii) Se x 2 G�, allora (�g)g�1xg = (�x)g = �g; io�e g�1xg stabilizza �g =�. Dunque (G�)g � G�g = G� . Vieversa, se x 2 G�g , allora (�g)x = �g,ovvero gxg�1 2 G� e quindi x 2 (G�)g e G�g = G� � (G�)g. }Se � e � appartengono alla stessa orbita, �G = �G, e dunque, per lai) del teorema preedente, [G : G�℄ = j�Gj = j�Gj = [G : G� ℄, io�e i duestabilizzatori hanno lo stesso indie. La parte ii) del teorema die he, inpi�u, essi sono oniugati.Corollario. Se G �e transitivo, j
j = [G : G�℄. Se G �e �nito e transitivo,allora anhe 
 �e �nito e j
j divide jGj. }Per utilizzare l'azione al �ne di soprire propriet�a di un gruppo G o-orre trovare un opportuno insieme su ui fare agire G, insieme suggerito divolta in volta dalla natura del problema. Spesso questo insieme si trover�aall'interno del gruppo. Aluni risultati ottenuti in preedenza si possonoritrovare assumendo il punto di vista dell'azione.Esempi. 1. Prendiamo per 
 l'insieme sostegno diG, e faiamo agire G permoltipliazione a destra: ax = ax: Si tratta di un'azione perh�e a � 1 = a,e il fatto he si abbia axy = (ax)y �e dovuto sempliemente alla propriet�aassoiativa di G: axy = a(xy) = (ax)y = (ax)y. G �e transitivo in quantodati due elementi a; b 2 G, esiste sempre x 2 G tale he ax = b (assioma deiquozienti: x = a�1b). Inoltre lo stabilizzatore di un elemento �e l'identit�a:se ax = a allora x = 1; il nuleo dell'azione �e dunque, a fortiori, l'identit�a,11



per ui l'omomor�smo G! S
 �e un isomor�smo tra G e un sottogruppo diS
. Si ottiene os�� la rappresentazione regolare destra di G. Analogamentede�nendo ax = x�1a si ha la rappresentazione regolare sinistra.Se G �e �nito, G = fx1; x2; : : : ; xng, l'immagine di un elemento x 2 Gnella rappresentazione regolare (destra) �e la permutazione x1 x2 : : : xnx1x x2x : : : xnx ! :L'elemento x1x sar�a un erto xi, e dunque xix = x1x2; analogamente,x1x2 = xj e xjx = x1x3, e. Se k �e l'ordine di x, si ha x1xk�1x = x1xk = x1,e pertanto il ilo ui appartiene x1 �e (x1; x21; : : : ; xk�11 ) (se x1xh = x1 alloraxh = 1, e peri�o h non pu�o essere minore di k). Lo stesso aade per glialtri ili. Dunque, l'immagine di un elemento x di G nella rappresentazioneregolare �e una permutazione he ha tutti i ili della stessa lunghezza, (per-mutazioni di questo tipo si diono regolari2. Un gruppo di trasformazioni lineari di uno spazio vettoriale V agisesu V . L'intero gruppo GL(V ) �e transitivo sui sottospazi aventi una stessadimensione. Se infatti W1 e W2 hanno la stessa dimensione e B1 e B2 sonodue rispettive basi, sia ' una orrispondenza biunivoa tra queste due basi.B1 e B2 si possono estendere a due basi di V , e la ' a una orrispondenzabiunivoa '0 tra queste. La '0 determina allora una trasformazione lineareinvertibile di V he porta W1 su W2. Allo stesso modo si vede he lo sta-bilizzatore Gv di un vettore v �e transitivo sui vettori he non sono multiplidi v. Se infatti u e w non appartengono al sottospazio generato da v, allorav; u e v; w sono due oppie di vettori indipendenti he possono estendersi adue basi di V . Una orrispondenza biunivoa tra queste he porti v in v e uin w si estende a una trasformazione lineare invertibile he �ssa v, e dunqueappartiene a Gv e porta u in w.
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