
Corso di Algebra 1A. Mah��a. a. 2006{2007 Dispensa 31. AnelliUn anello (assoiativo) �e un insieme R dotato di due operazioni, dettesomma (+) e prodotto (� tali he:i) rispetto alla somma, R �e un gruppo abeliano;ii) rispetto al prodotto si rihiede solo he sia assoiativo: (ab) = a(b);iii) le due operazioni sono legate dalle propriet�a distributive (a destra ea sinistra): (a+ b) = a+ b; (a+ b) = a+ b.La iii) implia he lo zero, io�e l'elemento neutro della somma, �e annul-latore, io�e:i) a � 0 = 0 � a = 0, per ogni a 2 R; infatti:a � 0 = a � (b� b) = ab� ab = 0;e analogamente 0 � a = 0.ii) Inoltre, a(�b) = �(ab). Oorre dimostrare he ab+ a(�b) = 0. Maab+ a(�b) = a(b+ (�b)) = a � 0 = 0:Analogamente, (�a)b = �(ab).iii) Si ha poi (�a)(�b) = ab ("meno per meno fa pi�u"). Infatti,(�a)(�b) = �(a(�b)) = �(�(ab)) = ab;(le prime due uguaglianze seguono dalla ii)).Se esiste un elemento neutro rispetto al prodotto, da denotarsi on 1,l'anello si die unitario. Se il prodotto �e ommutativo, l'anello si die om-mutativo. Un sottoanello �e un sottoinsieme di un anello R he sia esso stessoun anello rispetto alle stesse operazioni di R. Se gli elementi non nulli for-mano un gruppo, l'anello �e un orpo. Un orpo ommutativo �e un ampo.Gli usuali numeri razionali Q, reali R e omplessi C sono ampi. Esistonoanhe ampi on un numero �nito di elementi, ad esempio le lassi restomodulo un numero primo p, Zp (le lassi diverse da zero modulo p hannoun inverso). 1



Esempi 1. L'esempio tipio �e quello degli interi, he sono un anello om-mutativo unitario rispetto alle usuali operazioni di somma e prodotto.2. I numeri pari formano un anello ommutativo, non unitario, sot-toanello del preedente.3. Le lassi resto modulo un intero n, Zn, formano un anello rispettoalla somma e il prodotto modulo n. Se n non �e primo, questo anello forniseesempi di divisori dello zero. Un elemento a 6= 0 di un anello si die divisoredello zero se esiste b 6= 0 tale he ab = 0. Se n non �e primo, n = rs,1 < r; s < n, allora [0℄ = [n℄ = [r℄[s℄, on [r℄ ed [s℄ entrambe non nulle, e sia[r℄ he [s℄ sono divisori dello zero.4. Le matrii n�n a oeÆienti formano un anello unitario non ommu-tativo rispetto alla somma dei oeÆienti e al prodotto righe per olonne.Anhe qui esistono divisori dello zero. Ad esempio,� 1 12 2 � �� 1 1�1 �1 � = � 0 00 0 �5. Un elemento invertibile non pu�o essere un divisore dello zero. Infattise a ammette un inverso, e ab = 0, allora moltipliando a sinistra per a�1 siha: a�1 � ab = a�10) b = 0:In un orpo, e in partiolare in un ampo, ogni elemento �e invertibile, edunque un orpo non ha divisori dello zero.2. Domini di integrit�aUn dominio di integrit�a �e un anello ommutativo privo di divisori dellozero. Gli interi sono un dominio di integrit�a, ome pure i ampi.Teorema 1. Un dominio di integrit�a �nito �e un ampo.Dim. Sia D = fa1; a2; : : : ; ang. Dimostriamo he esiste un elemento neu-tro, e he ogni elemento ha un inverso. Sia a 2 D, a 6= 0, e onsideri-amo l'insieme D0 = fa1a; a2a; : : : ; anag. Si tratta ovviamente di un sottoin-sieme di D; dimostriamo he oinide on D. Infatti, se aia = aja, alloraaia�aja = 0, da ui (ai�aj)a = 0, e poih�e a 6= 0 e D non ha divisori dellozero, deve essere ai�aj = 0, io�e ai = aj . Ne segue D = D0. Allora lo stessoelemento a si trova fra quelli di D0, per ui a = aia per un erto ai, e per laommutativit�a �e anhe a = aai. L'elemento ai funge os�� da elemento neutroper l'elemento a. Dimostriamo he ai �e un elemento neutro di D (io�e �e un2



elemento neutro per tutti gli elementi di D). Sia b 2 D; poih�e D = D0, b �edella forma b = aja; ne segue:bai = (aja)ai = aj(aai) = aja = b;e peri�o ai �e un elemento neutro di D, ai = 1. Dimostriamo he l'elemento a(he, riordiamo, �e un elemento generio) ha un inverso. Intanto, 1 2 D = D0�e della forma 1 = aka, e dunque ak �e l'inverso di a. 23. Caratteristia di un ampoSia F un ampo, 1 l'elemento neutro di F . Sommando un erto numerodi volte 1 on se stesso, 1+1+1+ � � � si pu�o ottenere lo zero, oppure no. Adesempio, se F = Zp, sommando p volte 1 si ottiene 0. Se invee F �e il amporazionale, reale o omplesso, allora sommando 1 on se stesso quante voltesi vuole non si ottiene mai 0. (Come vedremo, anhe in un ampo in�nitopu�o per�o suedere he sommando 1 un numero �nito di volte si ottenga 0).Se a �e un elemento di un ampo, e m �e un intero, sriveremo ma perindiare la somma di m volte a:ma = a+ a+ � � �+ a; m volte:Supponiamo he in un ampo, �nito o in�nito, n1 = 0 per un erto n, esia m il pi�u piolo intero per ui i�o aade. Dimostriamo he m �e primo.Infatti, se m = rs, on r; s > 1, allora:0 = m1 = (rs)1 = (1 + 1 + �+ 1)(1 + 1 + �+ 1) = r1 � s1:Ma in un ampo non vi sono divisori dello zero, e peri�o r1 = 0 ovveros1 = 0; in entrambi i asi si ontraddie la minimalit�a di m. Ne seguem = p, primo. Questo numero primo p, he dunque �e il periodo additivodell'unit�a moltipliativa 1, si hiama aratteristia del ampo. Se invee nonsi ha mai he la somma di 1 un numero �nito di volte �e uguale a 0, allorail ampo �e a aratteristia zero. La aratteristia di un ampo �e dunque unnumero primo o zero.Sia ora a un qualunque elemento di F . Allorapa = (1 + 1 + � � �+ 1)a = 0a = 0;io�e il periodo additivo di a �e p. Ne segue he in un ampo tutti gli elementihanno lo stesso periodo additivo (periodo p se la aratteristia �e p, periodoin�nito se la aratteristia �e zero). 3



4. Anello dei polinomi sopra un ampoSia F un ampo, F [x℄ l'insieme dei polinomi a oeÆienti in F :f(x) = a0 + a1x+ � � �+ amxm:L'intero m �e il grado del polinomio f , e si denota on �f . Se �f = 0,f(x) = a0 �e una ostante (un elemento del ampo). Due polinomi sonouguali se hanno lo stesso grado e hanno ordinatamente uguali i oeÆienti.Se g(x) = b0 + b1x+ � � �+ bnxn �e un altro polinomio, n � m, la somma deidue �e il polinomio:f(x)+g(x) = (a0+b0)+(a1+b1)x+� � �+(an+bn)xn+an+1xn+1+� � �+amxm;he ha grado m (il pi�u grande dei gradi dei due polinomi). Il prodotto �e ilpolinomio: f(x)g(x) = m+nXk=0 kxk;dove il k�esimo oeÆiente k �ek = akb0 + ak�1b1 + � � � + a1bk�1 + a0bk(la somma degli indii di iasun addendo �e k; gli indii degli ai send, quellidei bi salgono). Cos��:f(x)g(x) = 0 + 1x+ x2 + 3x3 + � � �+ n+mxn+mdove 0 = a0b0;1 = a1b0 + a0b1;2 = a2b0 + a1b1 + a0b2;3 = a3b0 + a2b1 + a1b2 + a0b3;...e. F [x℄ �e un anello rispetto a queste due operazioni, ome subito si veri�a.Il polinomio nullo �e il polinomio he ha tutti i oeÆenti uguali a zero; adesso non si attribuise alun grado. Per quanto visto, il grado ha questepropriet�a: 4



i) �f � 0;ii) �f � �(fg) = �f + �g.L'anello dei polinomi ha molte propriet�a in omune on l'anello degliinteri. Intanto, �e un anello privo di divisori dello zero, ome si vede dallade�nizione di prodotto. Inoltre, ed �e l'aspetto pi�u importante, esiste unadivisione on resto analoga a quella degli interi.Nel aso degli interi, dividendo a per b, si ha a = bq + r, on 0 � r < b.Nel aso dei polinomi, una disuguaglianza analoga si ottiene utilizzando ilgrado �f del polinomio. La divisione on resto si enunia allora ome segue:Teorema 2. Dati due polinomi f e g, esistono due polinomi q ed r, on�r < �g oppure r = 0 (polinomio nullo) tali he f = qg + r.Dim. Se �f < �g, si ha il risultato on q = 0 e r = f . Siano oraf(x) = a0 + a1x + � � � + amxm, g(x) = b0 + b1x + � � � + bnxn on m � n.Consideriamo f1(x) = f(x)� ambn xm�ng(x): (1)Si ha �f1) �m� 1; per induzione sul grado di ff1(x) = q1(x)g(x) + r(x);on �r < �g, oppure r = 0. Sostituendo questo valore di f1(x) nella (1),abbiamo: f(x)� ambn xm�ng(x) = q1(x)g(x) + r(x);io�e:f(x) = ambn xm�ng(x) + q1(x)g(x) + r(x) = (ambn xm�n + q1(x))g(x) + r(x);e posto q(x) = ambn xm�n + q1(x) si ha il risultato. 2Se r = 0, allora g divide f . Come nel aso degli interi, il massimo omundivisore di due polinomi f e g �e un polinomio i ui divisori esaurisono idivisori omuni di f e di g. Il Teorema 2 permette di parlare, anhe nelaso dei polinomi, di algoritmo eulideo per la determinazione del massimoomun divisore.
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5. Algoritmo eulideoIl MCD(f; g) si determina ome segue:f = q1g + r1; se r1 = 0, MCD(f; g) = g. Altrimenti, �(r1) < �(g).g = q2r1 + r2; se r2 = 0, MCD((f; g))=MCD(g; r1) = r1. Altrimenti,�(r2) < �(r1).Si ottiene in questo modo una suessione di divisioni on resto:f = q1g + r1; �(r1) < �(g);g = q2r1 + r2; �(r2) < �(r1);r1 = q3r2 + r3; �(r3) < �(r2);...rn�3 = qn�1rn�2 + rn�1; �(rn�1) < �(rn�2);rn�2 = qnrn�1;on rn = 0. Questo resto nullo si ottiene senz'altro in quanto la sues-sione dei gradi dei resti �e una suessione deresente di interi, e dunquenell'algoritmo, o si trova ome resto il polinomio nullo, oppure la suessionedei gradi dei resti deve neessariamente raggiungere zero, io�e si ottiene unresto he �e una ostante . In quest'ultimo aso, se ri = qi+2ri+1 + , alloraal passo suessivo ri+1 = (ri+1=), e il resto �e nullo. In ogni aso, il MCD �el'ultimo resto non nullo. Se �e una ostante, i due polinomi sono relativamenteprimi.Esempio.Siano f(x) = x3 + 1; g(x) = x2 + 1 2 Q[x℄. Si hax3 + 1 = x(x2 + 1) + (�x+ 1);dove q1 = x; r1 = �x+ 1. Continuando,x2 + 1 = �x(�x+ 1) + (x+ 1)dove q2 = �x, r2 = x+ 1. Il passo suessivo �e:�x+ 1 = �1(x+ 1) + 2;dove q3 = �1 e r3 = 2. In�ne, 6



x+ 1 = 2 � 12(x+ 1) + 0;dove q4 = 2 e r4 �e il polinomio nullo. Il MCD �e una ostante, e dunque idue polinomi sono relativamente primi.Se invee he su Q onsideriamo i due polinomi ome aventi i oeÆientiin Z2, al terzo passo dell'algoritmo troviamo zero (perh�e 2 �e zero in Z2). Inquesto aso l'ultimo resto non nullo �e x+ 1, he pertanto �e il MCD.Se dividiamo 5x3 + 1 per 3x2 + 1 su Q otteniamo quoziente 53x e resto�53x + 1: la divisione �e possibile perh�e, essendo Q un ampo, esistono gliinversi dei oeÆienti dei polinomi (si possono io�e dividere i oeÆienti).5. FattorizazioneUn polinomio f(x) 2 F [x℄ si die riduible su F se esistono due polinomig(x) e h(x), di gradi maggiori di zero, tali he f(x) = g(x)h(x); g(x) eh(x) sono allora fattori di f(x). Se due tali polinomi non esistono, f(x) �eirriduibile su F .Un elemento a del ampo F �e una radie di f(x) se f(a) = 0. Se unpolinomio ha un fattore di primo grado, allora ha una radie in F : infatti,se f(x) = (a+bx)g(x), allora �a=b �e una radie. Vieversa, se f(x) ammetteuna radie a, allora �e divisibile per x� a. Dividendo f(x) per x� a, infatti,abbiamo: f(x) = (x� a)q(x) + r(x); r(x) = 0 oppure Ær(x) < 1:Se r(x) = 0, x � a divide f(x). Se Ær(x) < 1, allora Ær(x) = 0, io�e r(x) �eostante. Calolando in a, abbiamo 0 = f(a) = r(a), io�e questa ostante �ezero. In ogni aso, x� a divide f(x). Ad esempio, on f(x) = x2 + bx+ , ef(a) = 0 abbiamo, dividendo f(x) per x� a,x2 + bx+  = (x� a)(x+ a+ b) + a2 + ba+ ;e il resto �e a2 + ba+  = f(a) = 0.Se un polinomio ha una radie, allora, ome abbiamo visto �e riduibile.Il vieversa �e falso. Ad esempio, sui reali, x4 +2x2 +1 = (x2 + 1)(x2 +1), edunque �e riduibile, ma non ha radii. Se per�o �e di grado al pi�u 3, allora �eriduibile se e solo se ammette una radie. In tal aso, infatti, se �e riduibile,allora ha almeno un fattore di primo grado, e questo fornise una radie.7



Vieversa, se ammette una radie a, allora ha il fattore di primo gradox� a.Come nel aso degli interi, anhe per i polinomi esiste un teorema difattorizzazione unia: un polinomio a oeÆienti in un ampo si spezza nelprodotto di polinomi irriduibili, e questa fattorizzazione �e unia a menodi polinomi ostanti e dell'ordine dei fattori. La dimostrazione �e analogaa quella per gli interi, e si fa per induzione sul grado del polinomio f . Se�f = 1, f = a+ bx �e irriduibile; se �f > 1, e f �e riduibile, sia f = gh, on�g < �f e �h < �f . Per induzione, g e h si spezzano in fattori irriduibili,e quindi anhe f .6. Costruzioni di ampiPrima di introdurre la nozione di ampliamento algebrio diamo un es-empio. Consideriamo i numeri reali della forma a+ bp2, on a e b razionali.Questo insieme di elementi si denota on Q(p2). Dimostriamo he questoinsieme �e un ampo (sar�a quindi un sottoampo del ampo reale).1. �E hiuso rispetto alla somma, io�e la somma di due elementi dellaforma a+ bp2 ha la stessa forma:(a+ bp2) + (+ dp2) = (a+ ) + (b+ d)p2;2. lo zero �e della forma a+ bp2, on a = 0 e b = 0: 0 + 0p2;3. l'opposto di a+ bp2 ha la stessa forma: (�a) + (�b)p2.Ne segue he Q(p2) �e un gruppo abeliano rispetto alla somma. Dimostriamohe gli elementi non nulli formano un gruppo rispetto al prodotto.1. Chiusura:(a+ bp2)(+ dp2) = (a+ 2bd) + (ad+ bd)p2:2. Esiste un elemento neutro 1: 1 + 0p2.3. Ogni elemento diverso da zero ha un inverso (si tratta del proedimentonoto ome "razionalizzazione del denominatore"). Intanto, l'inverso esiste inR perh�e R �e un ampo; sriviamolo ome 1a+bp2 , e dimostriamo he si pu�oridurre alla forma x+yp2. Moltiplihiamo 1a+bp2 sopra e sotto per a� bp2:1a+ bp2 � a� bp2a� bp2 = a� bp2a2 � 2b2 = aa2 � 2b2 + �ba2 � 2b2p2he �e della forma x+ yp2. 8



Ne segue he Q(p2)� �e un gruppo, e pertanto Q(p2) �e un ampo. �Ehiaro he gli argomenti ora esposti si possono usare per tutti gli elementidel tipo a+ bpm, dove m �e un qualunque intero he non sia un quadrato.Il numero p2 �e un numero reale, radie del polinomio x2�2 a oeÆientirazionali. Su Q questo polinomio non ha radii. Se supponiamo di onoseresolo Q, ome ostruire una radie di x2 � 2 o,pi�u preisamente, un ampoin ui x2 � 2 abbia una radie?L'idea �e la seguente, e ome vedremo �e appliabile a tutti i ampi e atutti i polinomi irriduibili. Per �ssare le idee, onsideriamo anora x2 � 2.Intanto, non bisogna guardare al solo polinomio x2� 2, ma onsiderare tuttii polinomi a oeÆienti razionali, io�e l'insieme Q[x℄. In seguito, onsiderarele lassi resto modulo il polinomio x2 � 2, io�e l'insieme quoziente modulox2 � 2, he denotiamo on Q[x℄=(x2 � 2). Come rappresentanti di questelassi si possono allora prendere i polinomi di Q[x℄ di grado 0 e 1, heostituisono i possibili resti della divisione per un polinomio di seondogrado: gli elementi della lasse a+ bx hanno la forma a+ bx+ h(x)(x2� 2).La somma tra lassi, e il prodotto tra lassi de�nito modulo x2 � 2, dannoa questo insieme struttura di ampo. L'esistenza dell'inverso di una lasse�e garantita dal fatto he x2 � 2 �e irriduibile, e dunque a + bx e x2 � 2sono relativamente primi, per ui esistono (B�ezout) h(x) e k(x) tali he(a+ bx)h(x) + (x2� 2)k(x) = 1. Modulo x2� 2, questa uguaglianza diventa[a + bx℄[ + dx℄ � 1 mod (x2 � 2), dove  + dx �e la lasse di h(x) modulox2�2. Le altre propriet�a delle operazioni di somma e prodotto sono ovvie. (�Eevidente l'analogia on le lassi resto degli interi modulo un numero primo).Posto F = Q[x℄(x2�2) , onsideriamo i polinomi F [y℄ sul ampo F , e tra questiil polinomio y2 � 2 (la lasse 2 �e la lasse 2 + k(x)(x2 � 2), io�e la lasse deipolinomi della forma 2 + un multiplo di x2 � 2).L'elemento x, io�e la lasse ui appartiene il polinomio x, �e una radiedi y2 � 2. Infatti, sostituendo x a y si ha x2 � 2, e questa di�erenza �e lalasse x2 � 2, io�e la lasse 0, he �e lo zero di F . E poih�e il quadrato dellalasse x �e la lasse 2, possiamo dire he la lasse x �e la "radie quadrata"della lasse 2.Gli elementi a + bp2 onsiderati in preedenza sono allora in realt�a lelassi a + bx modulo x2 � 2, rappresentate ome polinomi grado al pi�u 1nella "variabile" p2.Il ampo Q(p2) si die ampliamento o estensione di Q mediante p2.Pensando a Q e a p2 immersi nei reali, Q(p2), se un sottoampo dei realiontiene Q e p2, ontiene tutti i prodotti di un numero razionale on p2,9



e quindi anhe la somma di questi prodotti on un qualunque razionale.Contiene io�e tutti gli elementi della forma a + bp2. Un sottoampo deireali he ontiene Q e p2 ontiene Q(p2); in questo senso, Q(p2) �e il pi�upiolo sottoampo di R he ontiene Q e p2.Il disorso �e generale. Sia p(x) un polinomio irriduible su un ampo F ,e onsideriamo le lassi resto dell'anello F [x℄ modulo p(x), he denotiamoon F [x℄=(p(x)). Questo insieme �e un ampo:1. [f ℄ + [g℄ = [f + g℄. Questa somma �e ben de�nita: se si ambiano irappresentanti,[f + hp℄ + [g + kp℄ = [f + g + (h+ kp℄ = [f + g℄:2. La lasse [0℄ �e la lasse [p(x)℄ dei multipli del polinomio p(x).3. L'opposta della lasse in ui sta il polinomio f �e la lasse in ui sta�f : �[f ℄ = [�f ℄.Si tratta dunque di un gruppo rispetto alla somma. Vediamo il prodotto.1. [f ℄[g℄ = [fg℄, e anhe questa operazione �e ben de�nita.2. Se [f ℄ 6= [0℄, io�e f non �e un multiplo di p(x), allora per l'irriduibilit�adi p(x) si ha (f(x); p(x)) = 1, e al solito da h(x)f(x) + k(x)p(x) = 1 si hala lasse [h(x)℄ ome inversa della [f(x)℄.Pertanto, F [x℄=(p(x)) �e un ampo. I suoi elementi si possono identi�areon i polinomi di grado < �p(x) a oeÆienti in F (ome nel aso di x2� 2,si tratta in realt�a dei polinomi di grado < �p(x) a oeÆienti nel ampoK = F [x℄=(p(x)) nella radie x del polinomio p(y) 2 K[y℄).Esempi. 1. Il ampo dei numeri omplessi si ottiene ome quoziente dell'anellodei polinomi a oeÆienti reali R[x℄ modulo il polinomio x2 + 1. La lassex si denota di solito on i, e i numeri omplessi sono i polinomi di primogrado in i: a+ bi.2. Consideriamo x3 � 5. Le lassi resto modulo questo polinomio sonorappresentate dai polinomi di grado < 3,a+ b 3p5 + ( 3p5)2; a; b;  2 Q:Come nel aso degli interi, nel quale le lassi resto modulo n sono un ampose e solo se n �e primo, le lassi resto modulo un polinomio p(x) sono un ampose e solo se p(x) �e irriduibile. Se infatti p(x) �e riduibile, p(x) = h(x)k(x),on h(x) e k(x) di grado > 0, allora 0 = p(x) = h(x) k(x), e poih�e h(x) e10



k(x) sono di grado minore del grado di p(x) nessuna delle due pu�o essere lalasse 0.7. Costruzione di ampi �nitiConosiamo il ampo Zp; a partire da questo vogliamo ora ostruirealtri ampi �niti. Sia p(x) un polinomio di Zp[x℄ irriduibile su Zp, il ampoK = Zp[x℄=(p(x)) ostruito nel preedente paragrafo sar�a anh'esso �nito,perh�e onsta dei polinomi di grado < �p(x) he sono in numero �nito.Esempio. In Z2[x℄, e onsideriamo il polinomio p(x) = x2 + x+ 1. Questopolinomio �e irriduibile su Z2 (�e di seondo grado e non ha radii in Z2),e dunque Z2[x℄=(p(x)) �e un ampo. Esso onsta dei polinomi di grado < 2,io�e di grado 0 (le ostanti) e di grado 1, he sono:0; 1; x; x + 1:Il prodotto del ampo �e il prodotto modulo x2+x+1. La tavola del prodotto�e la seguente: 1 x x+ 11 1 x x+ 1x x x+ 1 1x+ 1 x+ 1 1 xAd esempio, poih�e x2+x+1 � 0, e quindi x2+x � 1, si ha x(x+1) =x2 + x � 1. Analogamente, x _x = x2 � x + 1. Si osservi he rispetto alprodotto gli elementi non nulli formano un gruppo, he avendo ordine 3 �eneessariamente ilio: x; x2 = x+ 1; x3 = x � x2 = x(x+ 1) = x2 + x � 1.Abbiamo os�� il ampo on 4 elementi K = f0; 1; x; x+1g. Si osservi henon pu�o trattarsi delle lassi resto modulo 4, in quanto queste non formanoun ampo, ma solo un anello.Analogamente, possiamo ostruire un ampo on 8 elementi, a partireda un polinomio irriduibile di terzo grado su Z2, ad esempio x3+x+1, he�e irriduibile (�e di terzo grado e non ha radii in Z2). I polinomi di grado< 3 su Z2 sono: 0; 1; x; x + 1; x2; x+ 1; x2 + x; x2 + x+ 1;e questi formano un ampo on il prodotto modulo x3 + x + 1. Il gruppomoltipliativo ha 7 elementi, e dunque �e ilio. Avendo ordine primo, ognielemento �e un generatore; ad esempio, x �e un generatore:11



x;x2;x3 = x+ 1;x4 = x(x+ 1) = x2 + x;x5 = x �x4 = x(x2+x) = x3+x2 = x2+x+1 (x3+x+1 � 0) x3 � x+1);x6 = x5 � x = x3 + x2 + x = x+ 1 + x2 + x = x2 + 1;x7 = x(x2 + 1) = x3 + x = 1:Questo ampo ha 8 elementi (ma non si tratta di Z8, he non �e un ampo).Per ogni numero primo p, e ogni intero n, possiamo ostruire un ampoon pn elementi ome segue: si onsidera l'anello Zp[x℄, un polinomio p(x)di grado n irriduibile su Zp1, e l'insieme dei polinomi di Zp[x℄ di grado < n.Questi ultimi sono in numero di pn. Infatti, essi si ottengono segliendo intutti i modi possibili n oeÆenti per formare un tale polinomio:a0 + a1x+ a2x2 + � � �+ an�1xn�1:Abbiamo p selte per a0, p per a1,. . . , p per an�1: in tutto p � p � p � � � p, nvolte, e dunque pn selte. Ognuna di queste selte fornise un polinomio digrado < n. Con il prodotto modulo p(x) abbiamo il ampo rihiesto.7. Ampliamenti algebriiSia K un ampo, F un suo sottoampo, F � K. Allora K �e uno spaziovettoriale su F on F ampo degli salari: i vettori sono gli elementi di K,la somma tra vettori �e la somma del ampo K, e il prodotto di uno salarea 2 F per un elemento k di K �e il prodotto ak ome de�nito in K (poih�eF � K, a �e anhe un elemento di K). Come ogni spazio vettoriale, allora,K ha una base su F , io�e un insieme di elementi di K tali he ogni elementodi K si srive in modo unio ome ombinazione lineare �nita di elementi diB a oeÆienti in F . Se la base B �e �nita, B = fb1; b2; : : : ; bng allora ognik 2 K si srive ome k = a1b1 + a2b2 + � � � + anbn, ai 2 F . L'uniit�a dellasrittura signi�a he gli elementi di una base sono linearmente indipendenti,io�e he nessuno �e ombinazione lineare degli altri, e i�o �e equivalente a direhe una ombinazione lineare di elementi di una base �e zero se, e solo se,tutti i oeÆienti di questa ombinazione sono zero. Si dimostra he in unospazio vettoriale tutte le basi hanno la stessa ardinalit�a. Questa omuneardinalit�a �e la dimensione dello spazio. In uno spazio di dimensione �nitan, n+ 1 vettori sono sempre dipendenti.1Si pu�o dimostrare he per ogni p ed n, esiste un polinomio di grado n irriduibile suZp. 12



Esempi. 1. Il ampo Q(p2) �e uno spazio vettoriale su Q di dimensione 2:B = f1;p2)g. Infatti, ogni elemento di Q(p2) �e del tipo a+ bp2, e dunquedel tipo a � 1 + b � p2. I due elementi 1 e p2 sono indipendenti, Se infattia � 1 + b � p2 = 0 per erti a; b 2 Q, si avrebbe p2 = �ab , e p2 sarebberazionale, assurdo.2. Il ampo omplesso �e uno spazio vettoriale sui reali di dimensione 2.Una base �e data da B = f1; ig. Un numero omplesso ha infatti la formaa � 1 + b � i, on a e b reali.3. Il ampo on 8 elementi visto nel x 7 �e di dimensione 3, una baseessendo data dai tre polinomi 1; x; x2. Ogni polinomio del ampo si sriveinfatti ome a � 1 + b � x+  � x2.4. In generale, un anello di polinomi F [x℄ su un ampo F �e uno spaziovettoriale su F di dimensione in�nita; una base �e data dagli in�niti monomiB = f1; x; x2; x3; : : :g. Per un �ssato n, i polinomi di grado � n formano unsottospazio (sono hiusi rispetto alla somma e al prodotto per un elementodi F ).Un elemento di K si die algebrio su F se �e radie di un polinomio aoeÆenti in F . Ad esempio, on F = Q e K = R, p2 �e un elemento diR he �e radie del polinomio x2 � 2 i ui oeÆienti 1 e 2 appartengono aQ: pertanto, p2 �e algebrio su Q. Un elemento di K he non �e algebrio suF si die trasendente su F. Ad esempio, i numeri � ed e sono numeri realitrasendenti sui razionali (esiste una in�nit�a non numerabile di numeri realitrasendenti sui razionali).Ogni elemento di un ampo K �e algebrio sul ampo stesso: se a 2 K, a�e radie di x�a, un polinomio i ui oeÆienti sono 1 e a, entrambi elementidi K.Il ampo Q(p2) visto nel x 6 �e un ampo he ontiene Q: si die allorahe �e un ampliamento di Q ottenuto aggiungendo p2, e poih�ep2 �e algebriosu Q si die he l'ampliamento �e algebrio.Teorema. Se K �e un ampo ampliamento del ampo F , e se, ome spaziovettoriale, K ha dimensione �nita su F , allora ogni elemento di K �e alge-brio su F .Dim. Sia n la dimensione diK su F , e sia a 2 K. Allora gli n+1 elementi1; a; a2; : : : ; an sono dipendenti su F , io�e una loro ombinazione lineare a13



oeÆienti in F non tutti nulli �e zero:a0 + a1a+ a2a2 + � � � + anan = 0; ai 2 F:Ma allora a �e radie del polinomio a0 + a1x+ a2x2 + � � �+ anxn, e pertanto�e algebrio. 2
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