
Corso di Algebra 1A. Ma
h��a. a. 2006{2007 Dispensa 41 Campo dei quozienti di un dominio di integrit�aRi
ordiamo 
he un dominio di integrit�a �e un anello 
ommutativo unitarioprivo di divisori dello zero. Se non si tratta di un 
ampo, non tutti gli ele-menti ammettono un inverso; si pu�o 
ostruire allora un 
ampo 
he 
ontieneil dominio e nel quale gli elementi del dominio si invertono. La situazione�e analoga a quella dell'anello degli interi, 
he �e un dominio di integrit�a enel quale, a parte 1 e {1, gli elementi non hanno inverso: si 
ostruis
e al-lora il 
ampo dei razionali, 
he 
ontiene gli interi, e nel quale gli interi siinvertono. Il 
ampo dei razionali �e il 
ampo delle \frazioni" o \quozienti"a=b degli interi, si 
onstruis
e 
ome insieme delle 
oppie (a; b) 
on opportuneoperazioni di somma e prodotto. Nel 
aso di un dominio di integrit�a il pro-
edimento �e analogo. Consideriamo l'insieme D�D delle 
oppie di elementidi un dominio D, 
on la se
onda 
omponente diversa da zero:(a; b); a; b 2 D; b 6= 0; (1)e introdu
iamo in questo insieme la seguente relazione:(a; b)�(
; d) se ad = b
:Si tratta di una relazione di equivalenza:1. Ri
essiva: (a; b)�(a; b). Vero, per
h�e ab = ba (un dominio �e 
ommuta-tivo.2. Simmetri
a: (a; b)�(
; d), e dunque ad = b
. Ma ad = b
 �e equivalentea 
b = da, per la 
ommutativit�a, e 
i�o signi�
a (
; d)�(a; b)3. Transitiva: (a; b)�(
; d) e (
; d)�(e; f) signi�
ano ad = b
 e 
f = de, da
ui adf = b
f = bde, e (af � be)d = 0. Ma d 6= 0 e la man
anza di divisoridello zero impli
ano af = be, 
io�e (a; b)�(e; f).(Si pensi ai numeri razionali, dove sono equivalenti, ad esempio, le 
oppie(2,3), (-2,-3), (4,6),(-4,-6), e

., 
io�e le frazioni 2/3,{2/{3, 4/6).1



Sia K questo insieme di 
lassi di equivalenza, e dimostriamo 
he si trattadi un 
ampo rispetto a opportune operazioni di somma e prodotto.1. Somma. De�niamo la somma di due 
lassi 
ome(a; b) + (
; d) = (ad+ b
; bd)(il prodotto ab e la somma ad + b
 sono il prodotto e la somma di D) 
heri
orda la somma di due frazioniab + 
d = ad+ b
bd :Poi
h�e abbiamo de�nito la somma utilizzando dei rappresentanti delle 
lassi,o

orre veri�
are 
he si tratta e�ettivamente di una somma tra 
lassi, 
io�e
he non dipende dalla s
elta dei rappresentanti. Ma se s
egliamo altri rappre-sentanti, (a0; b0) e (
0; d0), allora (a0; b0)+(
0; d0) = (a0d0 + b0
0; b0d0), e la 
lasserisultato della somma �e la stessa di prima per
h�e (ad+b
)b0d0 = (a0d0+b0
0)bd,
ome si veri�
a sviluppando il prodotto. La somma 
os�� de�nita non dipendequindi dalla s
elta dei rappresentanti.2. Prodotto: (a; b)(
; d) = (a
; bd):Intanto, La 
lasse (a
; bd) �e an
ora del tipo (1) (se
onda 
omponentediversa da zero in quanto, essendo b; d 6= 0, an
he bd 6= 0, per l'assenza didivisori dello zero) e quindi ha senso de�nire il prodotto in questo modo.Vediamo se �e ben de�nito. Se 
ambiamo rappresentanti, (a0; b0)(
0; d0) =(a0
0; b0d0), e questa sar�a la stessa 
lasse di prima se a
b0d0 = a0
0bd, maquesta uguaglianza �e equivalente alla ab0 � 
d0 = a0b � 
0d, 
he �e vera in quantoab0 = 
d0 e 
d0 = 
0d, per l'equivalenza tra (a; b) e (a0; b00) e tra (
; d) e (
0; d0).K �e un gruppo 
ommutativo rispetto alla somma:� (a; b) + (
; d) = (ad+ b
; bd) = (
b+ da; db) = (
; d) + (a; b)� la propriet�a asso
iativa si riporta a quella del dominio D;� lo zero �e la 
lasse (0; a);� l'opposta della 
lasse (a; b) �e la 
lasse (�a; b) = (a;�b) (queste due
lassi sono equivalenti per
h�e, in D, �a � �b = ab).K� �e un gruppo moltipli
ativo: 2



� la 
lasse (a; a) �e l'elemento neutro 1: (a; a) � (
; d) = (a
; ad) = (
; d);� per l'inverso, (a; b)�1 = (b; a) (poi
h�e la 
lasse (a; b) �e diversa dalla
lasse zero, 
io�e dalla (0; a), e la se
onda 
omponente �e sempre diversada zero, la 
oppia (b; a) �e del tipo (1)). Si pensi alle frazioni ab , 
ona; b 6= 0, ha 
ome inverso ba .Si veri�
a fa
ilmente la propriet�a distributiva.Si osservi 
he due 
oppie (a; 1) e (b; 1), a 6= b, non sono mai equivalenti,e dunque una 
oppia (a; 1) �e l'uni
o elemento della propria 
lasse: (a; 1) =f(a; 1)g. Il 
ampo K �e il 
ampo dei quozienti del dominio D. Nel 
aso in 
uiD �e l'anello degli interi, K �e il 
ampo razionale Q:Q = frs ; r; s 2 Zg;nel 
aso un 
ui D �e l'anello dei polinomi F [x℄ su un 
ampo F , K �e il 
ampodelle funzioni razionali, 
he si denota 
on F (x):F (x) = ff(x)g(x) ; f(x); g(x) 2 F [x℄g:Un 
ampo �nito F �e di 
aratteristi
a p > 0. Lo stesso a

ade allora peril 
ampo delle funzioni razionali F (x) a 
oeÆ
ienti in F , e poi
h�e l'unit�adi questo 
ampo �e la stessa di F (il 
ampo base), abbiamo un esempio di
ampo in�nito a 
aratteristi
a p > 0.2 Omomor�smi tra anelliCome nel 
aso dei gruppi, an
he tra due anelli si de�nis
e un omomor�smo.Essendo
i due operazioni, si ri
hiede 
he si tratti di una 
orrispondenza 
he
onserva entrambe le operazioni.De�nizione. Siano A e A0 due anelli. Un omomor�smo tra i due anelli �euna 
orrispondenza ' : A! B tale 
he:1. '(a + b) = '(a) + '(b);2. '(ab) = '(a)'(b)Se ' �e iniettiva e surgettiva, ' �e un isomor�smo. Se ' �e iniettiva, A �eisomorfo a un sottoanello di B. Si di
e allora 
he A si immerge in B, o 
heB 
ontiene una 
opia di A, o sempli
emente 
he B 
ontiene A.3



Se D �e un dominio di integrit�a, e K il suo 
ampo dei quozienti, la 
or-rispondenza D ! K, 
he asso
ia all'elemento a 2 D la 
lasse (a; 1) 2 F�e iniettiva, e inoltre 
onserva le due operazioni di somma e prodotto: sea b 2 D �e asso
iata la 
lasse (b; 1), alla somma a + b �e asso
iata la 
lasse(a+ b; 1), 
he �e la somma delle due 
lassi. E 
os�� per il prodotto.Si trattapertanto di un isomor�smo iniettivo. Possiamo allora dire 
he il 
ampo K
ontiene D (i razionali 
ontengono gli interi 
ome 
oppie (a; 1), e le funzionirazionali i polinomi 
ome 
oppie (f(x); 1)).Sia ' : R! R0 un omomor�smo di anelli, e sia I l'insieme degli elementidi R 
he vanno nello zero di R0:I = fa 2 R; '(a) = 0g:I �e il nu
leo dell'omomor�smo '. Si tratta del nu
leo dell'omomor�smo ' diR in R0 
onsiderati 
ome gruppi abeliani, e dunque I �e un sottogruppo delgruppo additivo di R. Se a 2 I ed r 2 R, 
onsideriamo l'elemento ar; si ha:'(ar) = '(a)'(r) = 0 � '(r) = 0e dunque an
he ar 2 I; analogamente, ra 2 I. Il nu
leo ha pertanto questapropriet�a di assorbimento: se 
ontiene un elemento a, 
ontiene an
he tutti iprodotti, a destra o a sinistra, di a per un qualunque elemento r dell'anello.Esempi. 1. La 
orrispondenza Z ! Zn �e un omomor�smo, di nu
leo (n),l'insieme dei multipli di n.2. Sia Z[x℄ l'anello dei polinomi a 
oeÆ
ienti interi. La 
orrispondenzaZ[x℄ ! Zn[x℄ 
he asso
ia a un polinomio f(x) il polinomio �f(x) 
he ha glistessi 
oeÆ
ienti presi modulo n �e un omomor�smo, di nu
leo i polinomi i
ui 
oeÆ
ienti sono multipli di n.De�nizione. Sia I un sottoinsieme di un anello R (qualunque, non ne
es-sariamente di integrit�a o unitario) tale 
he:1. rispetto alla somma, I �e un sottogruppo del gruppo additivo di R;2. se a 2 I ed r 2 R, allora aR = far; r 2 Rg � I.L'insieme I �e allora un ideale destro. Se si ri
hiede 
he Ra = fra; r 2 Rg � Isi tratter�a di un ideale sinistro. Se un ideale �e insieme destro e sinistro sidir�a bilatero (o bilaterale).Esempi. 1. Nell'anello degli interi Z, l'insieme dei multipli di un �ssatointero n: (n) = fkn; k 2 Zg4



�e un ideale (bilatero, per
h�e Z �e 
ommutativo). Si tratta infatti di un sot-togruppo del gruppo additivo di Z, e inoltre, moltipli
ando un multiplo nper un qualunque intero si ottiene an
ora un multiplo di n.2. Nell'anello dei polinomi sopra un 
ampo, l'insieme dei multipli di unpolinomio f(x), (f(x)) = fk(x)f(x); k(x) 2 F [x℄g�e un ideale bilatero. La dimostrazione �e la stessa del 
aso degli interi (an
oraun'analogia tra anello degli interi e anello dei polinomi sopra un 
ampo).3. Nell'anello delle matri
i n � n sopra un 
ampo, le matri
i \riga",
io�e quelle 
he hanno al pi�u una data riga, e sia la k�esima, non tutta nulla,formano un ideale destro Ik. Ad esempio, per I1 (prima riga non tutta nulla)si ha:0BB� a1 a2 : : : an0 0 : : : 0: : : : : : : : : : : :0 0 : : : 0 1CCA0BB� x1;1 x1;2 : : : x1;nx2;1 x2;2 : : : x2;n: : : : : : : : : : : :xn;1 xn;2 : : : xn;n 1CCA = 0BB� b1;1 b1;2 : : : b1;n0 0 : : : 0: : : : : : : : : : : :0 0 : : : 0 1CCAdove b1;i =Pni=1 a1x1;i.Questo ideale I1 �e destro ma non sinistro:0BB� x1;1 x1;2 : : : x1;nx2;1 x2;2 : : : x2;n: : : : : : : : : : : :xn;1 xn;2 : : : xn;n 1CCA0BB� a1 a2 : : : an0 0 : : : 0: : : : : : : : : : : :0 0 : : : 0 1CCA= 0BB� x1;1a1 x1;1a2 : : : x1;nanx2;1a1 x2;1a2 : : : x2;nan: : : : : : : : : : : :xn;1a1 xn;1a2 : : : xn;nan 1CCA 62 I1;e 
os�� per tutti gli Ik. Si osservi 
he per l'anello delle matri
i Mn�n si ha:Mn�n = I1 + I2 + � � �+ In:Si pu�o veri�
are 
he le matri
i \
olonna" Jk formano un ideale sinistro (manon destro), e an
he in tal 
aso Mn�n = J1 + J2 + � � �+ Jn:L'intersezione di due ideali sinistri (destri) �e un ideale sinistro (destro),e 
os�� l'intersezione di un numero qualunque di ideali. L'intersezione di unideale sinistro e di uno destro �e un ideale bilatero. Se S �e un sottoinsieme5



di elementi di un anello R, l'intersezione di tutti gli ideali sinistri (destri,bilateri) di R 
he 
ontengono l'insieme S si 
hiama ideale sinistro (destro,bilatero) generato dall'insieme S, e si denota 
on (S). Esso 
osta delle somme�nite di elementi di S a 
oeÆ
ienti nell'anelloPi risi + nisi (Pi siri + nisi,Pi risir0i + nisi ri; r0i 2 R; ni 2 Z). Se S 
onsta di un solo elemento, S = fag,allora l'ideale (a) si 
hiama ideale prin
ipale generato da a.Esempi. 1. Nell'anello degli interi, l'ideale 
he 
onsta dei multipli di unintero n �e l'ideale prin
ipale generato da S = fng.2. Nell'anello degli interi, dato S = fm1;m2; : : : ;mng se k �e il massimo
omun divisore degli mi, l'ideale generato da S �e l'ideale dei multipli di k.In parti
olare, se gli mi sono primi tra loro, S genera tutto l'anello.3. Nell'anello dei polinomi a 
oeÆ
ienti in un 
ampo, i polinomi a ter-mine noto nullo formano un ideale prin
ipale, l'ideale (x) generato dal poli-nomio f(x) = x. Infatti un polinomio a termine noto nullo a1x + a2x2 +� � �+anxn si pu�o s
rivere (a1+a2x+ � � �+an�1xn�1)x = k(x)x, dove k(x) =a1+a2x+ � � �+an�1xn�1, e quindi 
ome multiplo di x. Vi
eversa, i multiplidi x sono polinomi senza termine noto: (a0 + a1x+ a2x2 + � � � + anxn)x =a0x+ a1x2 + a2x3 + � � �+ anxn+1:Nell'anello Z[x℄ dei polinomi a 
oeÆ
ienti interi, i polinomi a terminenoto pari formano un ideale: �e l'ideale generato da S = f2; xg. Infatti, ipolinomi dell'ideale (S) hanno la forma 2h(x)+xk(x), e questi sono polinomia termine noto pari. Vi
eversa, se f(x) ha termine noto pari, f(x) = 2m+a1x+a2x2+ � � �+anxn allora f(x) = 2m+(a1+a2x+ � � �+anxn�1)x 2 (S).I polinomi in 
ui tutti i 
oeÆ
ienti sono pari 
ostituis
ono l'ideale (2).Come nel 
aso degli interi, polinomi relativamente primi generano tuttol'anello dei polinomi.Teorema 1. L'anello degli interi �e un anello a ideali prin
ipali.Dim. Abbiamo dimostrato 
he un sottogruppo I di Z �e 
i
li
o, 
io�e �el'insieme dei multipli di un intero, I = (n). Ma ogni sottogruppo di Z �ean
he un ideale, da 
ui il risultato. 2Questo risultato dipende dal fatto 
he nell'anello degli interi si pu�o farela divisione eu
lidea. Poi
h�e lo stesso a

ade nell'anello dei polinomi, 
on ilgrado al posto dell'intero 
he d�a il resto, abbiamo:Teorema 2. L'anello dei polinomi sopra un 
ampo �e un anello anello aideali prin
ipali. 6



Se R �e un anello 
on unit�a 1, e I �e un ideale 
he 
ontiene 1, allora I
oin
ide 
on tutto l'anello, I = R. Infatti, I 
onterr�a allora tutti i prodottir � 1 = r, 
io�e tutti gli elementi di R.L'anello Z[x℄ dei polinomi a 
oeÆ
ienti interi, inve
e, non �e un anelloa ideali prin
ipali. Infatti, l'ideale (2; x) dei polinomi a termine noto pari,visto in pre
edenza, non pu�o essere prin
ipale. Se infatti (2; x) = (f(x))per un 
erto polinomio f(x), allora 2 dovrebbe essere un multiplo di f(x):2 = f(x)g(x), e poi
h�e la somma dei gradi dei due polinomi �e il grado della
ostante 2, e quindi �e zero, i due polinomi hanno entrambi grado zero, 
io�esono 
ostanti: f(x) = a; g(x) = b, a; b 2 Z. Allora 2 = ab, da 
ui a = �1oppure a = �2. Se a = �1, (f(x)) = (a) = (1) o (�1), e in entrambi i 
asi(2; x) = (f(x)) = Z[x℄; ma 
i�o �e assurdo: vorrebbe dire 
he tutti i polinomihanno termine noto pari. Analogamente, se (f(x)) = (a) = (2) o (�2),signi�
herebbe 
he i polinomi di (2; x) hanno tutti i 
oeÆ
ienti pari, mentreve ne sono 
he hanno soltanto il termine noto pari (ad esempio, 2 + x).In teoria degli anelli, gli ideali bilaterali hanno il ruolo 
he i sottogruppinormali hanno in teoria dei gruppi. Sono infatti tutti e soli i nu
lei degliomomor�smi, 
ome su

ede ai sottogruppi normali nel 
aso dei gruppi. Sia Iun ideale (destro o sinistro); poi
h�e I �e un sottogruppo del gruppo additivo diR, possiamo 
onsiderare le 
lassi laterali a+I. Sappiamo 
he l'insiemeR=I diqueste 
lassi �e un gruppo (ne
essariamente abeliano) rispetto all'addizione:(a + I) + (b+ I) = a+ b+ I. Se vogliamo 
he R=I sia un anello dobbiamointrodurre un prodotto tra queste 
lassi. Lo de�niamo 
ome:(a+ I)(b+ I) = ab+ I; (2)e aÆn
h�e questo prodotto sia ben de�nito, o

orre dimostrare 
he se a0 e b0sono altri due rappresentanti delle 
lassi a+bI e b+I, allora a0b0+I = ab+I.Ma a0 = a + i, b0 = b + i0 impli
ano a0b0 = ab + ai + i0b + i2 2 ab + I, inquanto ai; i0b; i2 2 I per
h�e I �e un ideale. Allora le due 
lassi 
oin
idono.Nota. Il prodotto di due 
lassi laterali di un ideale bilatero de�nito 
ome nella (2)non 
oin
ide in generale 
on l'insieme dei prodotti degli elementi delle due 
lassi.Si ha sempre (a+ I)(b+ I) � ab+ I ; infatti, 
on x; y 2 I , i prodotti degli elementidelle due 
lassi sono del tipo:(a+ x)(b+ y) = ab+ ay + xb+ xy (3)dove ay; xb; xy 2 I per
h�e I �e un ideale bilatero, e la somma appartiene a I per
h�eI �e un sottoanello. Allora, (a+x)(b+ y) = ab+ (ay+xb+xy) = ab+ z, 
on z 2 I ,per 
ui (a+ I)(b+ I) � ab+ I . Ma l'in
lusione pu�o essere propria. Ad esempio, in7



Z, se 
onsideriamo l'ideale 
he 
onsta dei multipli di 8, I = (8), e la 
lasse 4 + I ,per la de�nizione (2) si ha (4 + I)(4 + I) = 16 + I ;la 
lasse 16 + I 
ontiene 24, 
he si ottiene 
ome 16+8, ma 24 non si pu�o ottenere
ome un prodotto di due elementi di 4 + I , 
he sono tutti della forma:(4 + 8h)(4 + 8k) = 16 + 32k + 32h+ 64hk = 16(1 + 2k + 2h+ 4hk) = 16t;
io�e tutti multipli di 16. L'insieme dei prodotti (3) non 
ostituis
e quindi in generaleuna 
lasse, ma essendo 
ontenuto nella 
lasse ab+ I , 
i�o basta a de�nire il prodottodi due 
lassi a+ I e b+ I : �e la 
lasse 
he 
ontiene tutti i prodotti (3). Questa 
lasse�e individuta per
h�e le 
lassi sono disgiunte.L'insieme delle 
lassi modulo I forma un anello (le propriet�a asso
iativae distributiva sono ovvie), l'anello quoziente modulo l'ideale I. Se R ha unit�a1, R=I ha 
ome unit�a la 
lasse 1 + I. Se R �e 
ommutativo, lo stesso a
-
ade per R=I. Il vi
eversa �e ovviamente falso. Come nel 
aso dei gruppi, la
orrispondenza R! R=I �e un omomor�smo, il 
ui nu
leo �e I (veri�
are).Gli ideali del quoziente sono del tipo J=I, dove J �e un ideale J 
he
ontiene I. Vi
eversa, se J �e un ideale diR, allora (J+I)=I �e un ideale diR=I(si vede fa
ilmente 
he la somma di due ideali J + I = fx+ y; x 2 J; y 2 Ig�e un ideale). La situazione �e analoga a quella dei gruppi.Nell'anello degli interi Z, le 
lassi resto modulo un intero n, Zn, non sonoaltro 
he l'anello quoziente Z=I, dove I = (n) �e l'ideale 
he 
onsta deimultipli di n.�E 
hiaro 
he (0) (l'insieme dei multipli di zero) e l'intero anello R sonoideali; si di
ono ideali banali.Lemma 1. Un 
orpo ha solo ideali banali.Dim. Sia infatti I 6= (0) un ideale di un 
orpo, e sia a 2 I. Trattandosidi un 
orpo, a ha un inverso a�1 2 R (per ora non ne
essariamente in I,ma vedremo 
he sta in I), ed essendo I un ideale esso 
ontiene assieme ada tutti i prodotti di a per un qualunque elemento dell'anello; in parti
olarea � a�1 = 1 2 I, e pertanto I = R. 2�E vero an
he il vi
eversa:Teorema 3. Se un anello 
on unit�a R ha solo ideali (destri o sinistri) banali,allora �e un 
orpo, e quindi, se �e 
ommutativo, un 
ampo.8



Dim. O

orre dimostrare 
he dato 0 6= a 2 R, a ammette un inverso.Consideriamo l'insieme Ra. Dimostriamo 
he Ra �e un ideale. Ora, ra +r0a = (r + r0)a 2 Ra, 0 = 0a 2 Ra, e �a = �1 � a 2 Ra, e quindi Ra �eun sottogruppo del gruppo additivo di R. Inoltre, se b = ra 2 Ra, allorar0b = r0ra = (r0r)a 2 Ra. Si tratta quindi di un ideale. Per ipotesi, R = (0)oppure Ra = R. Ma Ra 6= (0) in quanto 0 6= a = 1 � a 2 Ra, e pertantoRa = R, e 
i�o signi�
a 
he ogni elemento di R �e del tipo ra, r 2 R. Ma alloraan
he 1 ha questa forma; ne segue ba = 1, per un 
erto b 2 R, e pertantoquesto b �e l'inverso di a. La stessa dimostrazione vale se si 
onsidera l'insiemeaR. 2De�nizione. Un ideale I di un anello R si di
e massimale, se non esistonoideali tra I e l'anello, 
io�e:I � J ) I = J oppure J = R:Non �e detto 
he un anello possegga sempre ideali massimali, e se neesistono, ne possono esistere pi�u d'uno. Per al
une 
lassi di anelli essi sipossono 
aratterizzare 
ompletamente. Ad esempio, nell'anello degli interi ein quello dei polinomi. Si ha:Teorema 4. Nell'anello degli interi Z, un ideale I �e massimale se e solo se�e l'insieme dei multipli di un numero primo p: I = (p).Dim. Se I = (p), allora I �e massimale. Infatti, sia (p) � J . Sappiamo
he J = (n), l'insieme dei multipli di un 
erto intero n. Ne segue 
he an
hep �e multiplo di n: p = kn, e dunque, essendo p primo, n = p oppure n = 1.Allora J = (n) = (p) = I, oppure J = (1), 
io�e J �e l'insieme dei multipli di1, ovvero J = R.Vi
eversa, sia I = (n) massimale. Dimostriamo 
he n �e primo. Infatti, sen = hk, 
on h; k interi positivi, allora J = (h) � (n) = I, e dunque J = Roppure J = I. Se J = R, allora a = 1; se J = I, allora h 2 I, e per
i�oh = tn, e quindi n = hk = tnk, da 
ui tk = 1, k = 1, n = h, e n �e primo.Lo stesso risultato sussiste, 
on la stessa dimostrazione, per l'anello deipolinomi a 
oeÆ
ienti in un 
ampo F [x℄: un ideale I = (f(x)) di F [x℄ �emassimale se e solo se f(x) �e un polinomio irridu
ibile.Teorema 5. Sia R un anello 
ommutativo 
on unit�a, e sia I un ideale di R.Allora l'anello quoziente R=I �e un 
ampo se e solo se I �e massimale.Dim. i) Se R=I �e un 
ampo, abbiamo visto 
he R=I non ha ideali non9



banali, e dunque, se J=I �e un ideale, si ha J=I = R=I, e quindi J = R,oppure J=I = R=I, 
io�e J = I. In altre parole, I �e massimale.Vi
eversa, se I �e massimale, R=I �e un anello 
ommutativo 
on unit�aprivo di ideali. Ma abbiamo visto in pre
edenza 
he allora R=I �e un 
ampo.Ritroviamo 
os�� il fatto 
he se p �e un numero primo, l'anello Z=(p), 
healtro non �e 
he Zp, �e un 
ampo. Analogamente, se p(x) �e un polinomioirridu
ibile di F [x℄, il quoziente F [x℄=(p(x)) �e un 
ampo.Esempio. L'insieme A delle funzioni reali di una variabile reale �e un anellorispetto alle usuali operazioni di somma e prodotto tra funzioni. Dato unnumero reale r, sia I l'insieme delle funzioni di A 
he si annullano su r:I = ff(x) 2 R; f(r) = 0g:Si tratta di un ideale di A: se f(x); g(x) 2 I, allora la somma h(x) =f(x) + g(x) si annulla su r in quanto h(r) = f(r) + g(r) = 0 + 0 = 0; seinoltre f(x) 2 I, allora il prodotto f(x)k(x) per un qualunque elementok(x) di A si annulla su r: f(r)k(r) = 0 � k(r) = 0. Dimostriamo 
he sitratta di un ideale massimale. Se I � J , sia g(x) 2 J , g(x) 62 I. Allorag(r) = s 6= 0. Consideriamo la funzione h(x) = g(x) � s; questa si annullasu r in quanto g(r) � s = s � s = 0, e dunque appartiene a I. Pertanto la
ostante s = g(x) � h(x) appartiene a J , e dunque an
he s � s�1 = 1 2 J , e
os�� J = A. Ad ogni punto della retta 
orrisponde allora un ideale massimale:l'ideale delle funzioni 
he si annullano in quel punto.Nell'anello degli interi, un numero primo p 
he divide un prodotto abdivide uno dei due fattori. In termini di ideali, 
i�o signi�
a 
he se ab 2 (p),allora o a 2 (p) oppure b 2 (p). Siamo allora portati alla seguente de�nizione.De�nizione. Un ideale P di un anello 
ommutativo 
on unit�a R si di
eprimo se P 6= R, e se 
ontenendo il prodotto di due elementi dell'anello
ontiene uno dei due fattori:ab 2 P ) a 2 P oppure b 2 P:Teorema 6. Un ideale P di un anello 
ommutativo 
on unit�a R �e primo see solo se il quoziente R/P �e un dominio di integrit�a.Dim. Intanto, P 6= R, e dunque 1 62 P , per 
ui R=P ha un'unit�a 1 + P .Se P �e primo, 
onsideriamo l'anello quoziente R=P e il prodotto di due 
lassi10



(a + P )(b + P ) = ab + P . Se questo prodotto �e la 
lasse zero, ab+ P = P ,allora ab 2 P , e dunque a 2 P oppure b 2 P , 
io�e a + P = P , oppureb+ P = P : una delle due 
lassi �e la 
lasse zero. In altri termini, R=P �e undominio di integrit�a.Vi
eversa, se R=P �e un dominio di integrit�a, allora ammette una unit�a1 + P 
he non �e lo zero di R=P : 1 + P 6= P e quindi 1 62 P e per
i�o P 6= R.Sia ab 2 P ; allora (a + P )(b + P ) = ab + P = P , e poi
h�e R=P non hadivisori dello zero, sia ha a + P = P , 
io�e a 2 P , oppure b + P = P , 
io�eb 2 P , e 
i�o signi�
a 
he P �e primo. 2Nell'anello dei polinomi a 
oeÆ
ienti interi Z[x℄, l'insieme dei polinomia termine noto nullo �e un ideale, ed �e l'ideale (x), generato dal polinomiof(x) = x, 
io�e l'insieme dei prodotti k(x)x dove k(x) �e un qualunque poli-nomio di Z[x℄. Il quoziente Z[x℄=(x) ' Z (una 
lasse laterale modulo (x) diun polinomio �e a0 + a1x + � � � + anxn + (x). Ma a1x + � � � + anxn 2 (x), edunque la 
lasse �e la 
lasse a0+(x), a0 2 Z. La 
orrispondenza a+(x)! a�e un isomor�smo Z[x℄=(x) ! Z). Il quoziente rispetto a (x) �e Z 
he �e undominio di integrit�a, e dunque (x) �e primo. D'altra parte, 
i�o si vede an
hedal fatto 
he se il prodotto di due polinomi di Z[x℄ �e privo di termine noto,uno dei due deve essere privo di termine noto.Poi
h�e un 
ampo �e in parti
olare un dominio di integrit�a, dai teoremi 5e 6 si ha 
he in un anello 
ommutativo 
on unit�a ogni ideale massimale �eprimo. Il vi
eversa �e falso. Nell'anello dei polinomi a 
oeÆ
ienti interi l'ideale(x) �e primo ma non massimale; infatti, il quoziente Z[x℄=(x) ' Z, e Z �eun dominio di integrit�a ma non �e un 
ampo. Che non sia massimale si vedean
he dal fatto 
he i polinomi a termine noto nullo sono parti
olari polinomia termine noto pari; questi ultimi 
ostituis
ono l'ideale (2; x) 6= Z[x℄, esi ha (x) � (2; x) � Z[x℄. L'ideale I = (2; x) �e massimale: se f(x) =a0 + a1x + � � � + anxn e a0 �e pari, allora f(x) 2 I; se a0 �e dispari, alloraa0 = 1 + 2k, da 
ui f(x) = 1 + (2k + a1x + � � � + anxn) = 1 + g(x), doveg(x) �e un polinomio a termine noto pari. Il quoziente 
onsta allora delle due
lassi I e 1 + I, e pertanto �e isomorfo al 
ampo Z2. Ne segue I massimale.3 RelazioniLa 
ostruzione dell'anello quoziente di una anello R (
ome del resto di ungruppo quoziente) ha un'importante interpretazione in termini di relazionitra elementi di R. Supponiamo di eseguire le operazioni di somma e prodottosu al
uni elementi di R e di ottenere un nuovo elemento s. Se se questo11



elemento s �e zero, diremo 
he gli elementi s
elti sono legati dalla relaziones = 0. Ad esempio, nell'anello degli interi Z, gli elementi 2,3 e 6 sono legatidalla relazione 2 � 3 � 6 = 0. Se s 6= 0, 
i possiamo 
hiedere se �e possibilemodi�
are l'anello R in modo 
he s = 0 diventi vera. Possiamo pensarea questo pro
edimento 
ome all'aggiunzione di una nuova relazione 
he fa
rollare l'anello. Ad esempio, la relazione 3 � 4 � 5 = 0 non �e vera in Z inquanto 3 � 4 � 5 = 7. Ma possiamo imporre la relazione 7 = 0, e fare 
i�osigni�
a lavorare modulo 7.Pi�u in generale, si possono introdurre un numero qualunque di relazionis1 = 0; s2 = 0; : : : ; sn = 0 e 
onsiderare l'ideale I bilaterale generato daS = fs1; s2; : : : ; sng. Il quoziente R=I va visto 
ome l'anello ottenuto intro-du
endo in R le n relazioni s1 = 0; s2 = 0; : : : ; sn = 0. Poi
h�e si 2 I, le 
lassisi + I 
oin
idono tutte 
on la 
lasse I, 
io�e 
on la 
lasse zero. Due elementir ed r0 di R hanno la stessa immagine in R=I se e solo se r0 � r 2 I, 
io�er0 = r + r1s1 + r2s2 + � � � rnsn, ri 2 R.Esempi. 1. Possiamo 
ostruire formalmente il 
ampo 
omplesso introdu
endola relazione x2+1 = 0 nell'anello dei polinomi a 
oeÆ
ienti reali, 
io�e 
ostru-endo l'anello quoziente F [x℄=(x2 + 1), dove F �e il 
ampo reale, ottenendo il
ampo 
omplesso. La 
lasse resto del polinomio f(x) = x si denota di solito
on i: si ha la relazione (x+I)2+(1+I) = x2+1+I = I, ovvero i2+1 = 0.2. Nell'anello Z[x℄, 
onsiderare il quoziente Z[x℄=(x) signi�
a 
onsiderarela relazione x = 0. Ma imporre x = 0 in un polinomio signi�
a ridurre il poli-nomio al suo termine noto, 
he �e un intero. Dunque \prendere il quozientedi Z[x℄ rispetto all'ideale (x)" �e un altro modo per dire "prendere il terminenoto di 
ias
uno dei polinomi". Ma ogni intero �e termine noto di qual
hepolinomio, e dunque Z[x℄=(x) ' Z, 
ome visto in pre
edenza.Analogamente, Z[x℄=(x2) �e l'anello dei polinomi di primo grado rispettoal prodotto modulo x2.Considerare il quoziente Z[x℄=(2; x) signi�
a porre x = 0, ottenendo Z,e poi 2 = 0, ottenendo Z2. L'ideale (2; x2) 
onsta dei polinomi 
he hannopari iltermine noteo e il 
oeÆ
iente di x.Consideriamo in Z[x℄ la relazione x � 1 = 0, 
io�e x = 1. Ma ponendox = 1 in un polinomio f(x) si ottiene f(1)= somma dei 
oeÆ
ienti di f(x),
he �e un intero. Ma ogni intero si pu�o ottenere in questo modo (ad esempio,un intero n si ottiene ponendo x = 1 nel polinomio f(x) = x + n � 1). Nesegue Z[x℄=(x� 1) ' Z.Analogamente, 
onsiderare il quoziente Z[x℄=(2; x � 1) signi�
a porre12



x = 1, ottenendo Z, e poi 2 = 0, ottenendo Z2, 
he �e un 
ampo, per 
ui(2; x � 1) �e massimale.Il quoziente Z[x℄=(6; 3x � 1) si ottiene imponendo le relazioni 6 = 0 e3x � 1 = 0. Da quest'ultima, moltipli
ando per 2, si ottiene 6x � 2 = 0, da
ui, essendo 6 = 0, 2 = 0. Allora 3x = x+ 2x = x e 3x� 1 = x� 1, e siamonel 
aso pre
edente.Il quoziente Z[x℄=(2x�6; 6x�15) si ottiene imponendo le relazioni 2x = 6e 6x = 15. Moltipli
ando la prima per 3 abbiamo 6x = 18, e la se
onda orafornis
e 18 = 15, 
io�e 3 = 0. Il quoziente �e quindi Z3.
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