
Corso di Algebra 1A. Mah��a. a. 2006{2007 Dispensa 51 Interi di GaussPer un numero omplesso � = a + bi, si de�nise la norma N(�), io�e ilprodotto di � per il suo oniugato a�bi; si haN(�) = (a+bi)(a�bi) = a2+b2.Come somma di quadrati di due numeri reali, la norma non �e mai negativa.La norma �e moltipliativa: N(��) = N(�)N(�).Consideriamo i numeri omplessi della forma a + bi, on a e b interi.Questi numeri omplessi si hiamano interi di Gauss; l'insieme di questinumeri �e un anello, ome subito si veri�a, e si denota on Z[i℄. Non sitratta di un ampo, e anzi i soli elementi invertibili sono 1;�1; i;�i. Questielementi sono invertibili:1 = 1 � 1 = (�1)(�1) = i(�i):E sono i soli. Infatti, sia � = a + bi invertibile, e �� = 1, � =  + di.Considerando le norme di � e di �, si ha (a2 + b2)(2 + d2) = 1, da uia2 + b2 = 1. Ma trattandosi di una somma di quadrati di interi, i�o impliaa = 0, b = �1 oppure b = 0; a = �1, e il risultato.Il fatto pi�u interessante riguardante gli interi di Gauss �e he si tratta diun anello nel quale si pu�o eseguire la divisione eulidea, proprio ome nelaso degli interi. Il ruolo he ha il resto nel aso degli interi qui lo ha lanorma.Teorema 1. Dati due interi di Gauss � = a+ bi e � = + di, esistono dueinteri di Gauss � e � tali he � = ��+ � e N(�) < N(�).Dim. Intanto, dati i due numeri omplessi � e � 6= 0, esiste un numeroomplesso  tale he � = �: Nel aso di � e � interi di Gauss, si pu�o intantodimostrare he  �e a oeÆienti razionali. Infatti, sia  = 1 + 2i. Allora:a+ bi = (+ di)(1 + 2i) = (1 � d2) + (2 + d1)i;da ui il sistema in 1 e 2: 1 � d2 = a;2 + d1 = b1



he ha soluzioni razionali. Ora, dato un numero razionale ab , esiste un interon tale he jn� ab j � 12 (vedi Nota seguente). Siano jn�1j � 12 , jm�2j � 12 .Posto s = 1 � n; t = 2 �m si ha:� = �(1 + 2i) = �(s+ n) + �(t+m)i = �(n+mi) + �(s+ ti)da ui �(s+ ti) = �� �(n+mi) 2 Z[i℄. Posto � = n+mi e � = �(s+ ti),abbiamo i � e � rihiesti. Resta da dimostrare he N(�) < N(�). Si ha:N(�) = N(�) �N(s+ ti) = N(�)(s2+ t2) � N(�)(14 + 14) � N(�)12 < N(�):Il teorema �e os�� dimostrato. 2Nota. Riordiamo he nella divisione di a per b, si onsiderano i multipli di b:: : : ;�kb; : : : ;�2b;�n; 0; b; 2b; : : : ; kb; : : :e due termini onseutivi di questa suessione qb e (q+1)b tali he qb � a < (q+1)b(q �e il quoziente, e r = a � bq il resto). Sia r0 = b(q + 1) � a; allora r + r0 = b. Inumeri 2r e 2r0 non possono essere entrambi superiori a b; altrimenti 2r+2r0 > 2b,da ui r + r0 > b.Gli interi di Gauss si possono rappresentare nel piano dei numeri om-plessi. Essi orrispondono ai punti di oordinate intere, e pertanto determi-nano una quadrettatura di lato 1 di tale piano.Si ha quindi la seguente interpretazione geometria del proedimentodella divisione.1. Dati due interi di Gauss � e � si prende il quoziente  = �=� nelampo omplesso (he esiste sempre perh�e siamo appunto in un ampo).2. Si dimostra he  �e a oeÆienti razionali, in generale non interi, epertanto il punto he lo rappresenta non �e in generale uno dei vertii dellaquadrettatura, a meno he  non sia un intero di Gauss.3. Lo sopo �e trovare un intero di Gauss q, quindi uno dei vertii dellaquadrettatura, he sia viino ad �=�, dove per "viino" si intende he il restodella divisione sia di norma inferiore a b. Un altro modo di dire la stessa osa�e: "si era un intero di Gauss q = n+mi tale he la distanza tra  = �=� eq, sia inferiore a 1". Con la selta dei due interi n ed m he distano da 1 e2, rispettivamente, per meno di 1=2, la di�erenza tra le asisse e le ordinatedi  e q �e p(1=2)2 + (1=2)2 < 1. Tutti e quattro i vertii del quadrato inui ade �=� possono essere andidati. Il quoziente, quindi, in generale non�e unio (e di onseguenza nemmeno il resto lo �e). �E unio se e solo se �=�2



ade in uno dei vertii della quadrettatura, io�e se e solo se i suoi oeÆientisono interi, io�e se �e un intero di Gauss.Ad esempio, on � = 3 � 2i e � = 5i, si ha1  = �=� = (�2=5) �(3=5)i. Questo numero omplesso si trova all'interno del quadrato di vertii(0; 0); (�1; 0); (�1;�1); (0;�i), orrispondenti, rispettivamente, agli interidi Gauss 0;�1;�1� i;�i.
(0; 0)(�1; 0)

(�1;�1) (0;�1)(�2=5;�3=5)
La distanza di  da iasuno dei quattro vertii �e minore di 1. La distanzatra due punti si alola infatti ome la radie quadrata della somma deiquadrati delle di�erenze delle oordinate omonime: ad esempio, la distanzadel punto (�2=5;�3=5) da (�1;�i) �er(�25 + 1)2 + (�35 + 1)2 = r(35)2 + (25)2 = r1325 = p135 � 0:721 : : : < 1:Pertanto abbiamo quattro quozienti:3� 2i = 5i � (0) + (3 + 2i); N(3 + 2i) = 32 + 22 = 13 < N(5i) = 25;1Riordiamo he per trovare il quoziente di due numeri omplessi �=� basta moltipliare� e � per il oniugato di �:a+ bi+ di = a+ bi+ di � � di� di = a+ bd2 + d2 + b� ad2 + d2 i:3



= 5i(�1) + (3 + 3i); N((3 + 3i) = 32 + 32 = 18 < N(5i);= 5i(�1 � i) + (�2 + 3i); N(�2 + 3i) = (�2)2 + 32 = 13 < N(5i);= 5i(�i) + (�2� 2i); N(�2� 2i) = (�2)2 + (�2)2 = 8 < N(5i):Nel aso dei numeri interi (ma visti ome numeri razionali) proedimento�e analogo. Vediamo ome operare la divisione di due interi seguendo il pro-edimento usato per gli interi di Gauss:1. si onsidera il numero razionale a=b;2. si era un intero q (he sar�a il quoziente) tale he la di�erenza ("ladistanza") tra a=b e q sia inferiore a 1;3. se a=b � q = t < 1, si ha a � bq = bt < b, e on bt = r si haa = bq + r, 0 � r < b. Ad esempio, on a = 13 e b = 5, abbiamo, on q = 2,13=5 � 2 = 3=5, e 13=5 � 2 = 3=5 < 1.Con la divisione, negli interi di Gauss abbiamo anhe l'algoritmo di Eu-lide: esso ha sempre termine perh�e le norme dei resti suessivi vannodiminuendo, ed essendo le norme interi non negativi, si giunge ertamentea un resto nullo. Inoltre, un intero di Gauss pu�o avere solo un numero �nitodi divisori: se � divide �, allora N(�) divide N(�), per ui � ha solo un nu-mero �nito di divisori, essendo questo il aso dell'intero N(�). Un dominionel quale vale la divisione eulidea on resto si hiama anello eulideo. Z[i℄�e quindi un anello eulideo. Formalmente, un anello eulideo �e un dominiod'integrit�a D nel quale per ogni 0 6= a 2 D �e de�nito un intero non negativov(a), detto valutazione di a, tale he:1. Se a; b 2 D non entrambi zero, v(a) � v(ab);2. se a; b 2 D, b 6= 0, esistono q; r tali he a = bq + r on r = 0 oppurev(r) < v(b).Riassumiamo gli esempi he onosiamo:1. Gli interi Z on v(n) = jnj;2. I polinomi sopra un ampo, on v(f) = �f .3. Gli interi di Gauss, on v(�) = N(�).Per un anello eulideo si ha questo risultato generale:Teorema 2. Un anello eulideo �e un anello a ideali prinipali.Dim. La dimostrazione �e del tutto analoga a quella per gli interi. Ilruolo di un elemento minimo nell'ideale �e assunto, nel aso generale, da unelemento a valutazione minima. 24



2 Unit�a ed elementi assoiatiIn un dominio'integrit�aD si die he a divide b inD (in simboli, ajb), se esiste 2 D tale he a = b, e he b �e assoiato ad a in R se ontemporaneamenteajb e bja. In partiolare, aj1 signi�a he a ha un inverso in R, e quindihe a �e invertibile in R. Gli elementi assoiati a 1 sono quindi gli elementiinvertibili di R. La relazione ajb �e riessiva e transitiva; la relazione "a �eassoiato a b" �e anhe simmetria, e peri�o �e di equivalenza.In un dominio di integrit�a D, a e b sono assoiati se e solo se a = buper qualhe u invertibile. Infatti, se ajb e bja esistono  e d tali he a = b ebd = a; ne segue ad = a. Se a 6= 0, la regola di anellazione fornise d = 1,per ui  e d sono invertibili. Se a = 0, anhe b = 0, per ui a = b � 1, on1 he �e invertibile. Vieversa, da a = bu on u invertibile si ha b = au�1, equindi ajb e bja. Un elemento invertibile u 2 D si die anhe unit�a, e si diehe �e un divisore dell'unit�a 1 (unit�a fondamentale). Un divisore di un'unit�a�e anora un'unit�a (�e anh'esso un divisore di 1); una potenza di un'unit�a �eanora un'unit�a. Il reiproo di un'unit�a �e anora un'unit�a. Un qualunqueelemento di D �e divisibile per tutti i suoi assoiati e tutti gli invertibili (hesono gli assoiati di 1): questi sono i divisori impropri di 1 inD. Se a 6= 0 nonha divisori propri in D e non �e invertibile in D, allora a si die irriduibile.Se D �e un ampo, ogni elemento non zero �e invertibile, e quindi nessunelemento �e irriduibile.In Z, i soli invertibili sono 1 e {1, e quindi due interim ed n sono assoiatise e solo se m = �n. Un intero p �e primo in Z se e solo se i suoi soli divisorisono �1 e �p.Nell'anello dei polinomi sopra un dominio D (in partiolare sopra unampo) il prodotto di due polinomi fg ha grado la somma dei gradi, eoeÆiente direttore il prodotto dei oeÆienti direttori, e quindi fg = 1solo se f; g sono entrambi ostanti, e quindi invertibili in D. Due polinomisono assoiati se e solo se g = f , on  ostante invertibile in D.Negli interi di Gauss vi sono quattro unit�a: 1; i;�1;�i; si ha 1 =(�1)(�1) = i(�i). E sono le sole; infatti, se 1 = ��, deve aversi 1 =N(1) = N(�)N(�), da ui N(�) = a2+ b2 = 1; a = �1; b = �1, e si hanno iquattro elementi detti. Un intero di Gauss a+ bi ha allora quattro assoiati:a+ bi;�a� bi;�b+ ai; b� aiNell'anello Z[p2℄ formato dai numeri reali della forma a+ bp2, on a; binteri, il numero 1+p2 �e un'unit�a; infatti 1 = (1+p2)(�1+p2). (nel asodi Z[p2℄, ad esempio, sono unit�a gli in�niti numeri (1�p2)n);Esempi. Negli interi di Gauss, sia � = 3+i, e erhiamo i suoi divisori. Si ha5



N(�) = 32+12 = 10, ed essendoi due deomposizioni di 10, io�e 10 = 1 �10e 10 = 2 � 5, erhiamo tra gli � = a + bi tali he N(�) = 1 e N(�) = 2,ovvero a2 + b2 = 1 e a2 + b2 = 2. Queste uguaglianze hanno le soluzioni, laprima, a = �1; b = 0 e a = 0; b = �1; la seonda a = �1; b = �1. I divisorisono allora �1;�i;�1� i. Si ha,3 + i = 1 � (3 + i) = �1 � (�3� i) = i � (1� 3i) = �i � (�1 + 3i)= (1 + i)(2 � i) = (�1� i)(�2 + i) = (1� i)(1 + 2i)= (�1 + i)(�1� 2i):Otteniamo os�� sedii divisori di 3+i. In realt�a, quelli essenzialmente distintisono quattro: 1; 1 + i; 2� i; 3 + i; gli altri dodii sono assoiati di questi.Come nel aso degli interi naturali, i si pu�o hiedere quali sono i numeriprimi nei numeri interi di Gauss: un intero di Gauss �e primo se non sipu�o deomporre in due fattori di norma minore. Si pu�o quindi avere unadeomposizione di un primo di Gauss � ma solo nella forma � = �, dove� o  �e un'unit�aEsempi. 1. Il numero 5 non �e un primo di Gauss: si spezza infatti in(1 + 2i)(1 � 2i).2. Il numero 3, invee, �e primo. Infatti, sia 3 = ��, �; � 2 Z[i℄. AlloraN(�)N(�) = 9, per ui o N(�) = 3 e N(�) = 3. Ma 3 non �e una somma diquadrati di interi. Si hanno le fattorizzazioni (�ttizie) on i quattro elementiinvertibili: 3 = 1 � 3 = �1 � (�3) = i � (�3i) = �i � 3i.3. Se � + bi �e primo, anhe il suo oniugato � = a � bi lo �e. Infatti, se� = �, prendendo i oniugati si ha � = �, e � non sarebbe pi�u primo.Teorema 3. Se N(�) �e un numero primo ordinario, � �e un numero primodi Gauss.Dim. Se � = �, dove � e  non sono unit�a, si avrebbe N(�) =N(�)N(), on N(�); N() > 1 ed N(�) non sarebbe primo. 2Il vieversa �e falso: 3 �e primo ome intero di Gauss, ma �e di norma 9,he non �e primo.Quali sono i numeri primi p he sono norme di interi di Gauss, io�e hesono somme di due quadrati? Se p = 2, 2 = (1 + i)(1 � i), e quindi 2 �enorma di 1 + i e dei suoi assoiati. Se p �e dispari, e p � 3 mod 4, allora pnon �e mai somma di quadrati: se p = a2 + b2, a e b devono essere uno parie uno dispari: (2h)2 + (2k + 1)2 = 4h2 + 4k2 + 4k + 1 � 1 mod 4. Dunque,ome visto sopra per 3, i primi della forma 3+4n (3,7,11,15,. . . ) sono primianhe ome interi di Gauss. Si pu�o dimostrare (teorema di Fermat) he6



invee i primi della forma 1 + 4n sono somme di due quadrati (ad esempio,13 = 1 + 4 � 3 = 22 + 32).In Z[i℄ onsideriamo l'elemento i � 2, l'ideale (i � 2) da esso generato,e vediamo di determinare il quoziente Z[i℄=(i � 2). Come osservato nellapreedente dispensa, onsiderare questo quoziente signi�a onsiderare inZ[i℄ la relazione i�2 = 0, io�e i = 2. Elevando al quadrato si ha i2 = �1 = 4,io�e 5 = 0. In altri termini, la lasse in ui sta 5 �e lo zero del quozienteZ[i℄=(i � 2) (e infatti, 5 �e un multiplo di i � 2: 5 = (i � 2)(i + 2). Nelquoziente, allora, abbiamo i = 3 e 5 = 0 per ui, nel quoziente, un generioelemento a + bi di Z[i℄ diventa a + 3i, e poih�e 5 = 0, si tratta di uno tra0,1,2,3 e 4. �E faile allora supporre he il quoziente Z[i℄=(i� 2) sia isomorfoall'anello delle lassi resto mod 5. Veri�hiamo, he la orrispondenza Z[i℄!Z5 �e surgettiva: ad esempio, la lasse 4 mod 5 proviene dalla lasse di3 � 7i mod (i � 2); posto i = 2 si ha 3 � 7 � 2 = �11, io�e �e la lasse4 mod 5)), e os�� per le altre lassi mod 5.3 Fattorizzazione uniaOgni intero si srive in modo unio ome prodotto di primi. Ad esempio,90 = 2 �3 �3 �5, e questa srittura �e unia a meno dell'ordine in ui ompaionoi primi. Lo stesso aade nell'anello dei polinomi sopra un ampo.In un dominio D a ideali prinipali, dati a; b 2 D, un elemento d si diemassimo omun divisore di a e b, MCD(a; b), se dja e djb,e per ogni  2 Dtale he ja e jb, si ha jd.Teorema 4. In un dominio D a ideali prinipali, ogni oppia di elementia,b non nulli ammette un MCD d he si srive ome ombinazione linearedi a e b: d = sa+ tb; (1)on opportuni oeÆienti s; t 2 R.Dim. L'insieme di tutte le ombinazioni lineari xa + yb di a e b �e unideale I, ome subito si vede, ed �e quindi prinipale: I = (d), per un erto d.Come tutti gli elementi di I, questo d ha la forma sa+ tb, per erti s; t 2 R.Tutti gli elementi di I sono allora multipli di d, e dunque anhe a e b (hesono anh'essi della forma xa + yb on x = 1 e y = 0, e rispettivamentex = 0 e y = 1) sono multipli di d. Se poi  �e un divisore omune di a e b,a = a0, b = b0, allora d = sa+ tb = (sa0+ tb0) �e multiplo di . Le propriet�arihieste per il MCD sono allora soddisfatte da d. 27



Corollario. Se r �e irriduibile in un dominio a ideali prinipali D, a; b 2 D,allora: rjab) rja oppure rjb: (2)Dim. I fattori di r sono solo invertibili o assoiati, e dunqueMCD(r; a) =r o u, invertibile. Nel primo aso, rja; nel seondo sriviamo, utilizzando la(1) e moltipliando u per il suo inverso, b = b � 1 = sab+ tbr. Per ipotesi, rdivide ab, e quindi entrambi i termini a seondo membro, e pertanto divideb. 2In partiolare, se MCM(a; ) = 1 e jab, allora jb.Poih�e la propriet�a prinipale dei numeri interi primi �e la (2), diremohe un elemento p di un dominio d'integrit�a D �e primo se:i) �e diverso da zero e non �e invertibile;ii) se p divide un prodotto di elementi di D, allora divide uno dei fattori.Sono queste le propriet�a da ui deriva l'uniit�a della fattorizzazione.Riordiamo ome si dimostra il teorema fondamentale dell'aritmetia.Teorema 5. Ogni intero a > 1 si pu�o srivere ome un prodottoa = �p1p2 � � � pk; (3)dove  = �1, i pi sono numeri primi positivi, e k � 0. Questa espressione�e unia a meno di dell'ordine dei pi.Dim. Dimostriamo he una tale fattorizzazione esiste. Per induzione su n.Se n �e primo, il prodotto (3) ha un solo fattore; altrimenti, a ha un divisoreproprio b 6= a. Allora a = bb0, e anhe b0 6= a. Sia b he b0 sono minori dia: per induzione ammettono iasuno una fattorizzazione in numeri primi.Srivendo una aanto all'altra le due fattorizzazioni se ne ottiene una pera. Riguardo all'uniit�a, supponiamo he si abbiaa = �p1p2 � � � ph = �q1q2 � � � qk:I segni sono gli stessi nei due membri. Poih�e p1 �e primo, e divide il seondomembro, divide uno dei qi, e sia q1. Poih�e q1 �e primo, p1 = q1. Canellandop1 e proedendo per induzione si ha la tesi. 2Se si era un teorema analogo per un dominio d'integrit�a qualunque,oorre dividere l'enuniato in due parti: i) un dato elemento a deve essere8



prodotto di elementi irriduibili; ii) il prodotto deve essere essenzialmenteunio.Riguardo alla prima parte, oorre supporre he a non sia n�e zero n�eun'unit�a, altrimenti non '�e modo di sriverlo ome prodotto di elementiirriduibili. Si proede poi ome segue: se a �e irriduibile, non '�e altro dadimostrare. Altrimenti, a ammette un fattore proprio, e quindi si deomponeome un prodotto a = a1b1, dove n�e a1 n�e b1 sono unit�a. Continuiamo afattorizzare a1 e b1, se possibile, sperando he il proedimento abbia termine,io�e he dopo un numero �nito di passi tutti i fattori sono irriduibili. Il fattohe il proedimento termini ha una preisa espressione in termini di ideali:Teorema 6. Sia D un dominio di integrit�a. Le seguenti ondizioni sonoequivalenti:i) per ogni 0 6= a he non sia un'unit�a, il proedimento di fattorizzazionedi a termina dopo un numero �nito di passi, e si ottiene una fattorizzazionea = b1b2 � � � bk di a in elementi irriduibili di D;ii) D non ontiene atene asendenti in�nite di ideali prinipali:(a1) � (a2) � (a3) � � � � : (4)In altre parole, ogni atena asendente di ideali prinipali �e stazionaria,esiste io�e un indie k tale he:(a1) � (a2) � (a3) � � � � (ak) = (ak+1) = � � �Dim. Supponiamo he D ontenga una atena ome la (4). Nessuno degliideali (an) oinide on D = (1), in quanto (an) � (an+1) � (1). Poih�e(an�1) � (an), an �e un divisore proprio di an�1; sia an�1 = anbn, dove ane bn non sono unit�a. Si ha os�� una suessione in�nita di fattorizzazioni dia1: a1 = a2b2 = a3b3b2 = a4b4b3b2 = : : : :Vieversa, una tale suessione di fattorizzazioni fornise una atena asen-dente di ideali ome la (4). 2Se in un anello la fattorizzazione �e spesso possibile, non �e per�o sempreunia. Ad esempio, nell'anello Z[p�5℄ dei numeri omplessi della formaa+ bp�5 (ovvero a+ bp5i), on a e b interi, le unit�a sono soltanto 1 e �1,e il numero 6 ammette due fattorizzazioni:6 = 2 � 3 = (1 +p�5)(1�p�5);9



tutti e quattro i termini 2; 3; 1 +p�5; 1 �p�5 sono irriduibili. Poih�e leunit�a sono 1 e {1, gli assoiati di 2 sono 2 stesso e {2, per ui 2 non �e unassoiato n�e di 1 +p�5 n�e di 1�p�5.Abbiamo de�nito primo un elemento di D se non �e n�e zero n�e un'unit�a,e se dividendo un prodotto divide uno dei fattori.Teorema 7. Se in dominio di integrit�a esiste la fattorizzazione in irriduibili,essa �e unia se e solo se ogni elemento irriduibile �e primo.Dim. La dimostrazione �e la stessa vista per il teorema fondamentaledell'aritmetia. 2�E importante distinguere tra irriduibili e primi: vi sono anelli he on-tengono elementi irriduibili he non sono primi. Ad esempio, in Z[p�5℄ ,l'elemento 2 non ha divisori propri, e quindi �e irriduibile, ma non �e primoperh�e pur dividendo 6 = 2 � 3 = (1+p�5)(1�p�5) non divide aluno deidue fattori. Ma si ha:Teorema 8. i) In un dominio di integrit�a, un elemento primo �e irriduibile;ii) in un dominio a ideali prinipali, un elemento irriduibile �e primo.Dim. i) Sia p primo, e sia p = ab. Allora pjab, ed essendo primo, pja opjb. Sia pja; allora a = pt, da ui a = (ab)t = a(bt). Sempli�ando a (qui siusa il fatto he siamo in un dominio d'integrit�a), abbiamo bt = 1, e quindibj1, e peri�o b �e invertibile. Pertanto p non ha divisori propri, e quindi �eirriduibile.ii) Corollario del Teorema 4. 2Teorema 9. In un dominio D a ideali prinipali, ogni atena asendente diideali: I1 � I2 � � � � � Ik � � � ��e stazionaria, esiste io�e un indie m tale he Im = Im+1 = � � �.Dim. Dimostriamo he l'unione I = Sk Ik, k = 1; 2; : : :, �e un ideale, io�ehe �e hiuso rispetto alla somma e al prodotto per un elemento dell'anello. Sea; b 2 I, allora a 2 Ih e b 2 Ik, per erti h e k, e dunque a e b appartengonoal pi�u grande tra i due, il quale essendo un ideale, ontiene anhe a + b.Allora a + b 2 I, e I �e un sottogruppo del gruppo additivo dell'anello. Sea 2 I ed r 2 D, allora a 2 Ih per un erto h, ed essendo Ih un ideale anhear 2 Ih, e pertanto ar 2 I. Come tutti gli ideali diD, I �e prinipale: I = (a),per un erto a 2 D. Ma essendo I = Sk Ik, a appartiene a uno degli idealidell'unione, e sia Im. Ne segue Im = I, e dunque Im = Im+1 = � � �. 210



Se in un anello (qualunque, non neessariamente un dominio) ogni atenaasendente di ideali �e stazionaria, si die he l'anello soddisfa la ondizionedella atena asendente (CCA).Dai teoremi 6, 7, 8 e 9 abbiamo ora:Teorema 10. Un dominio a ideali prinipali �e un dominio a fattorizzazioneunia.Nota.Nel aso degli interi (Teorema 5), l'uniit�a della fattorizzazione �e statadimostrata usando l'induzione. Nel aso di un dominio a ideali prinipaliqualunque l'induzione viene sostituita dalla CCA.Il vieversa del Teorema 9 �e falso. L'anello dei polinomi a oeÆientiinteri Z[x℄ �e un dominio a fattorizzazione unia, ma esistono ideali he nonsono prinipali (ad esempio, l'ideale (2; x) dei polinomi a termine noto pari).La nozione duale di MCD �e quella di minimo omune multiplo. Un ele-mento m 2 D �e un minimo omune multiplo di a; b 2 D, mm(a; b), se �e unmultiplo omune di a e b he divide tutti i multipli omuni di a e bajm; bjm e aje; bje) mje(nel aso del MCD d si ha \d �e multiplo di tutti i divisori omuni"; qui siha \m divide tutti i multipli omuni). In un dominio a ideali prinipali, untale elemento m esiste sempre. Infatti, i multipli omuni di a e b formanoun ideale, he quindi �e prinipale e generato da un elemento m he ha lepropriet�a del mm.4 Polinomi sul ampo razionaleDe�nizione. Un polinomio a oeÆienti interi si die primitivo se il MCDdei oeÆienti �e 1.Teorema 11. Il prodotto di due polinomi primitivi f e g �e primitivo.Dim. Se il prodotto fg non �e primitivo, sia p un primo he divide tuttii oeÆienti. Consideriamo l'omomor�smo Z[x℄ ! Zp[x℄, he assoia a unpolinomio f a oeÆienti interi lo stesso polinomio ma on i oeÆientimodulo p, �f . Per ipotesi, fg = f � g = 0, e quindi o �f = 0 o �g = 0, ma i�osigni�a he o f o g non �e primitivo. 2Teorema 12 (Lemma di Gauss). Se un polinomio primitivo f si fattorizzasui razionali, allora si fattorizza anhe sugli interi.11



Dim. Se f = uv, u; v polinomi a oeÆienti razionali, allora riduendo ioeÆienti allo stesso denominatore e mettendo in evidenza i fattori omunisi ha f = (a=b)��, a; b interi, �; � polinomi a oeÆienti interi e primitivi;per il lemma, �� �e primitivo. Allora bf = a��. Il MCD dei oeÆienti dibf �e b in quanto f �e primitivo; quello di a�� �e a in quanto �� �e primitivo.Allora a = b e f = ��, on �; � polinomi a oeÆienti interi. 2Teorema 13 (Criterio di Eisenstein). Sia a0 + a1x + a2 + � � � + anxn aoeÆienti interi, e supponiamo he esista un primo p tale he p non dividean, p divide tutti gli altri oeÆienti, e p2 non divide a0. Allora il polinomio�e irriduibile sui razionali.(Ad esempio, 2x5�6x3+9x2�15 �e irriduibile su Q: soddisfa il riterioon p = 3).Dim. Se f si fattorizza su Q, si fattorizza su Z (Lemma di Gauss). Siaf = uv su Z, e prendiamo i polinomi modulo p. f diventa axn, (a �e la lasseresto di an mod p) e poih�e il polinomio xn si fattorizza in monomi, e lafattorizzazione �e unia, gli unii fattori di xn sono del tipo xh: abbiamoallora axn = bxk � xn�k. Ma i�o signi�a he mod p, i termini noti di ue v sono zero, io�e he questi termini noti sono divisibili per p, e allora iltermine noto di f �e divisibile per p2, ontro l'ipotesi. 2Riordiamo he un riterio �e una ondizione suÆiente, non neessaria.In altre parole, un polinomio pu�o essere irriduibile anhe se il riterio nonsi applia. Ad esempio, x2 + 2x + 4 �e irriduibile, ma non vi �e alun primohe soddis� l'enuniato del teorema.In aluni asi si vede subito se il riterio si applia. Ad esempio, nel asodel polinomio xn � p, per ogni numero primo p. In altri asi, a prima vistail riterio pu�o non essere appliabile; ma on un ambiamento di variabilesi pu�o trasformare il polinomio in modo da renderlo appliabile. L'idea �e laseguente. �E hiaro he se un polinomio f(x) si spezza, f(x) = g(x)h(x), lostesso aade per f(x+m), he si spezza in f(x+m) = g(x+m)h(x+m).Con la sostituzione di x + m a x il riterio pu�o diventare appliabile. Adesempio, sia f(x) = x2+x+2; il riterio non �e appliabile. Ma onsideriamof(x+ 3) = x2 + 7x + 14; questo soddisfa il riterio on p = 7, e pertanto �eirriduibile, e quindi anhe f(x) lo �e.Un aso famoso di appliazione di questa tenia di passaggio da x ax +m per un erto intero m �e quello del polinomio ilotomio relativo alprimo p. (Parleremo pi�u in generale di polinomi ilotomii nel prossimoparagrafo). 12



Teorema 14. Il polinomio ilotomio:f(x) = xp � 1x� 1 = xp�1 + xp�2 + �+ x+ 1�e irriduibile.Dim. Eisenstein non �e appliabile. Ma onsideriamo f(x+ 1). Si ha:f(x+ 1) = (x+ 1)p � 1(x + 1)� 1 = (x+ 1)p � 1x :Ora, (x+ 1)p = pXk=0�pk�xk = 1 +�p1�x+�p2�x2 + � � �+� pp� 1�xp�1 + xpper ui f(x+ 1) = p+�p2�x+ � � �+� pp� 1�xp�2 + xp�1:Ma per �pk� = p!=k!(p � k)!, e per 0 < k < p, questo numero �e divisibileper p. Si pu�o allora appliare il riterio di Eisenstein a f(x+1), e onluderehe il polinomio ilotomio relativo a p �e irriduibile. 2Esempio. Per p = 3, il polinomio ilotomio �e x2+x+1, al quale il riterionon si applia. Con il ambiamento di variabile x! x+ 1 abbiamo:(x+ 1)2 + (x+ 1) + 1 = x2 + 2x+ 1 + x+ 1 + 1 = x2 + 3x+ 3;e ora il riterio si applia.5 Il polinomio ilotomioIl polinomio xn � 1 a oeÆienti razionali �e il polinomio le ui radii sonole radii n�esime dell'unit�a. Queste si dispongono sul erhio unitario delpiano omplesso dividendolo in parti uguali (unendo in suessione i puntidove si trovano le radii si ottiene un poligono regolare di n lati). Il polinomioha le n radii �k = e2k�i=n = (e2�i=n)k; k = 0; 1; : : : ; n� 1, he ome si vedesi ottengono tutte ome potenze di una di esse, e2�i=n: si tratta di un gruppoilio, generato da e2�i=n. Una radie (e2�i=n)k genera tutte le altre se e solose (k; n) = 1; queste radii si diono primitive, e sono in numero di '(n), lafunzione di Eulero di n. 13



Il polinomio ilotomio �n(x) �e il polinomio le ui radii sono le radiiprimitive n�esime dell'unit�a2:�n(x) = Y(k;n)=1(x� �k): (5)e peri�o ha grado '(n).Se d �e un divisore di n, e � �e una radie primitiva n�esima, allora �n=d�e una radie primitiva d�esima dell'unit�a. De�niamo allora, analogamente,�d(x) ome il prodotto di tutti i fattori lineari x � �, dove � varia tra leradii primitive d�esime dell'unit�a. Ne seguexn � 1 =Ydjn�d(x): (6)Esempi. x4 � 1 ha le radii 1;�1; i;�i, e i e �i sono le primitive. Dunque:�4(x) = (x� i)(x + i) = x2 + 1:La sola radie primitiva seonda dell'unit�a �e {1; e dunque:�2(x) = x+ 1;e l'unia radie prima dell'unit�a �e 1, e quindi:�1(x) = x� 1:Nota. Prendendo i gradi dei due membri della (6) abbiamo:n =Xdjn '(d);e questa permette di alolare la funzione di Eulero '(n) in modo riorsivo,io�e a partire dalla onosenza dei valori preedenti. Ad esempio, volendoonosere '(15), onosendo '(k) per k < 15 abbiamo:15 = '(1)'(3)'(5)'(15) = 1 + 2 + 4 + '(15);da ui '(15) = 15� 7 = 8.2Si d�a a questo il nome di polinomio ilotomio (he signi�a "polinomio della divisionedel erhio") anhe se sono le radii xn � 1 he dividono il erhio in n parti uguali.14



Teorema 15. Il polinomio ilotomio �n(x) su Q �e a oeÆienti interi.Dim. Per induzione su n. Se n = 1, �1(x) = x � 1, he �e a oeÆientiinteri. Supponiamo il teorema vero per �m(x), m < n. Per la (1) abbiamo:xn � 1 = ( Ydjn;d<n�d(x)) � �n(x):Per induzione, i �d(x) sono a oeÆienti interi, e dunque il loro prodotto lo�e, e poih�e i oeÆienti direttori dei �d(x) sono uguali a 1, anhe il prodottoQdjn;d<n�d(x) ha oeÆiente direttore 1. Il quoziente di xn � 1 per questoprodotto �e allora a oeÆienti interi, e questo quoziente �e proprio �n(x).26 Aluni risultati sui polinomiTeorema fondamentale dell'Algebra. Il ampo omplesso C �e algebri-amente hiuso, io�e: un polinomio non ostante a oeÆienti omplessi hauna radie in C.Teorema 16. Un polinomio f(x) su un ampo F he ha una radie a in F�e divisibile per x� a.Dim. Dividendo f(x) per x� a abbiamo f(x) = (x� a)q(x) + r(x), on0 � Ær < 1, io�e r ostante, oppure r = 0, io�e r �e il polinomio identiamentenullo. Se r = 0, non '�e pi�u niente da dimostrare. Altrimenti, alolando in aabbiamo 0 = f(a) = (a�a)r(a), e quindi r(a) = 0, ed essendo r(x) ostante,se una volta assume il valore 0 lo assume sempre. Ne segue r(x) = 0, ef(x) = (x� a)q(x). 2Si die he f(x) ha la radie a di moltepliit�a (almeno) m se (x � a)mdivide f(x).Teorema 17. Un polinomio di grado n a oeÆienti in un ampo o �e nullo,oppure se �e di grado n ha al pi�u n radii nel ampo o in un suo ampliamento.Dim. Induzione su n. Se n = 1, f(x) = ax+b ha la sola radie x = �b=a.Se Æf > 1, e f(x) non ha radii, non '�e niente da dimostrare. Sia a unaradie; allora f(x) �e multiplo di x � a (Teorema 16): f(x) = (x � a)q(x).Se b 6= a �e un'altra radie di f(x), allora 0 = f(b) = (b� a)q(b), ed essendob 6= a, �e q(b) = 0, ovvero b �e radie di q(x). l polinomio q(x), he ha gradon � 1, per induzione ha al pi�u n � 1 radii, e queste sono anhe radii dif(x). Aggiungendo a, f(x) ha al pi�u n radii. 215



Corollario 1. Un polinomio f(x) di grado n a oeÆienti omplessi haesattamente n radii in C (ontando le moltepliit�a).Dim. Per il teorema fondamentale dell'algebra, il polinomio f ha almenouna radie a 2 C. Per il Teorema 17, f(x) �e divisibile per x � a: f(x) =(x � a)q(x), on Æq = n � 1. Per induzione, q ha esattamente n� 1 radii,he sono anhe radii di f . Aggiungendo a, f ha esattamente n radii. 2Corollario 2. Se due polinomi f e g di grado al pi�u n assumono gli stessivalori per n+ 1 valori distinti della variabile, allora essi oinidono.Dim. Il polinomio f�g ammette n+1 radii. Se non �e il polinomio nullo,ha un grado, e questo grado �e al pi�u n. Ma allora, per il Teorema 17, nonpu�o avere pi�u di n radii. Ne segue f � g = 0 e f = g. 2In partiolare, un polinomio f(x) di grado al pi�u n �e determinato unavolta assegnati i suoi valori u0; u1; : : : ; un su n+1 punti distinti x1; x2; : : : ; xn:f(xi) = ui, i = 0; 1; 2; : : : ; n (se �e anhe g(xi) = ui, allora f(x) � g(x) hagrado al pi�u n e sia annulla sugli n + 1 punti xi, e pertanto �e il polinomionullo, per ui f(x) = g(x)). Ci�o dimostra l'uniit�a. Si dimostra he un talepolinomio esiste on metodi di interpolazione (interpolazione di Lagrange).Teorema 18. Siano f; g 2 Q[x℄, on f irriduibile. Se se f e g hanno unaradie (omplessa) in omune, allora f divide g.Dim. Se f non divide g, il MCD tra f e g �e 1. Ma allora f(x)h(x) +g(x)k(x) = 1, e alolando nella radie si ottiene l'assurdo 0 = 1. 2Teorema 19. I soli polinomi irriduibili a eÆienti reali hanno grado 1 o2. Dim. Se il grado �e 1, �e ovvio. Altrimenti, sia f = ax2+bx+ on � = b2�4a. Se � � 0, abbiamo due radii reali �1;2 = (�b�pb2 � 4a)=2a, e il poli-nomio f si fattorizza in �1;2 = (�b�pb2 � 4a)=2a, e f = a(x��1)(x��2).Se � < 0, allora �1 e �2 sono omplesse, e si ha la detta fattorizzazione suiomplessi, e poih�e la fattorizzazione sui omplessi �e unia, non pu�o esistereun'altra fattorizzazione sui reali (i numeri reali sono partiolari numeri om-plessi). Ne segue he esistono polinomi di grado 2 irriduibili sui reali, quelliappunto on � < 0.Vieversa, sia f irriduibile, e dimostriamo he ha grado al pi�u 2. Sia� = a + bi una radie omplessa (non pu�o essere reale per l'ipotesi di ir-riduibilit�a), e sia g(x) = (x��)(x��) = x2�2a+a2+b2. Dividiamo f perg, e aloliamo in �: 0 = f(�) = g(�)q(�) + r(�) = r(�), on 0 � �r � 116



oppure r nullo. Se �r = 1, r(x) = x+d, ; d reali, si ha r(�) = 0, �+d = 0e � = �=d. Ma �=d �e reale, ontro l'ipotesi he � sia omplesso nonreale. Ne segue he r �e il polinomio nullo, e dunque f = gq, oppure r �euna ostante, he annullandosi una volta, non pu�o he essere zero, e quindianora f = gq. Ma essendo f irriduibile, q �e una ostante, e quindi non haradii. Ne segue �f = �g = 2. 2
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