
Corso di Algebra 1 { A. Ma
h��Prova s
ritta del 4 Giugno 20071. In un gruppo G, dimostrare 
he se H e K sono sottogruppi di G eHa = Kb, allora H = K.Soluzione. Si ha Hab�1 = K. La 
lasse laterale diHab�1 
ontiene l'unit�aper
h�e �e uguale a K 
he �e un sottogruppo, e quindi 
ontiene l'unit�a. Mal'uni
a 
lasse di H 
he 
ontiene l'unit�a �e H stesso. Quindi H = K.2. Determinare i possibili omomor�smi del gruppo D4 nel gruppo diKlein V .Soluzione. D4 ha 4 sottogruppi normali (i tre sottogruppi di ordine 4 eil 
entro Z) 
he sono quindi i possibili nu
lei di omomor�smi). Se H � D4,jHj = 4 e V = f1; a; b; 
g, vi sono tre omomor�smi di nu
leoH, 
on immaginif1; ag, f1; bg, f1; 
g. Con nu
leo Z, l'immagine �e tutto V .3. Dimostrare 
he il polinomio x4 + 1:i) �e irridu
ibile sui razionali;Soluzione. x! x+1: (x+1)4+1 = x4+4x3+6x2+4x+2, e appli
areEisenstein.ii) si spezza su Z5[x℄.Soluzione. (x2 � 2)(x2 + 2):4. Dimostrare 
he nell'anello Z[p�3℄, 2 �e irridu
ibile ma non �e primo.Soluzione. 2 divide 4 = (1 �p�3)(1 +p�3) ma non divide al
uno deifattori: se 1�p�3 = 2(a+ bp�3), si avrebbe 2a = 1; 2b = �1, e a e b noninteri.5. Sia R un anello, r 2 R, e sia rn = 0. Dimostrare 
he r �e 
ontenuto intutti gli ideali primi di R.Soluzione. Sia P un ideale primo. Poi
h�e 0 2 P , e rn = 0 2 P , si ha0 = rn = r � rn�1 2 P , da 
ui o r 2 P , oppure rn�1 2 P . Nel primo 
asosiamo arrivati. Nel se
ondo, r � rn�2 2 P , e si pro
ede 
ome sopra.


