
Corso di CombinatoriaA. Ma
h�� Dispensa II1 Gra� e alberi.Un grafo (non orientato) G = (V;E) 
onsta di un insieme non vuoto Vdi elementi detti verti
i o nodi e un insieme E di 
oppie (non ordinate)1di verti
i dette ar
hi o spigoli (salvo espli
ito avviso parleremo sempre diinsiemi V ed E �niti) Se le 
oppie sono ordinate il grafo si dir�a orientato.Un ar
o e = fu; vg (o sempli
emente e = uv) �e in
idente ai verti
i u e v,gli estremi dell'ar
o, e si di
e unire o 
ongiungere i due verti
i, 
he allorasono adia
enti.2 Il numero di ar
hi in
identi a un verti
e v si di
e grado delverti
e, e si denota 
on d(v)3.Teorema 1. La somma dei gradi di tutti i verti
i di un grafo �e uguale a duevolte il numero degli ar
hi: Xv2V d(v) = 2jEj:Dim. In una tabella 
ome la seguente:
mettiamo in as
issa i verti
i e in ordinata gli ar
hi. Segnamo un puntoall'in
ro
io (v; e) se v �e in
idente a e, e 
ontiamo in due modi diversi, se
ondo1Se le 
oppie sono ordinate il grafo si di
e orientato.2e �e l'iniziale dell'inglese \edge".3d �e l'iniziale dell'inglese \degree". II{1




io�e le righe verti
ali e quelle orizzontali, i punti 
os�� segnati. Sulla riga sopraun verti
e v il numero dei punti segnati d�a il numero di ar
hi in
identi av. Il numero totale dei punti segnati sulle verti
ali �e dunque Pv2V d(v).Sulla riga orizzontale 
orrispondente a un ar
o e abbiamo due punti segnati(
he 
orrispondono agli estremi dell'ar
o); 
ontando dunque i punti segnatise
ondo le righe orizzontali abbiamo due punti per ogni ar
o, e 
os�� in totaledue volte il numero degli ar
hi. Il risultato segue. }Qual
uno 
hiama questo teorema \il teorema fondamentale della teoriadei gra�". In parti
olare, in un qualunque grafo il numero dei verti
i digrado dispari �e pari.Se ogni 
oppia di verti
i �e 
ongiunta da un ar
o allora il grafo �e il grafo
ompleto; si denota 
on Kn. Se n �e il numero dei verti
i esso ha �n2� ar
hi.Tutti i verti
i di Kn hanno grado n� 1, 
he �e pari se e solo se n �e dispari.Dunque, in Kn, o tutti i verti
i hanno grado dispari, o tutti hanno gradopari.Un 
ammino �e una su

essione di verti
i v1; v2; : : : ; vk�1; vk, dove le 
op-pie (v1; v2); (v2; v3); : : : ; (vk�1; vk) sono ar
hi del grafo. Se �e possibile andareda un qualunque verti
e a ogni altro il grafo �e 
onnesso; altrimenti esso sispezza in 
omponenti 
onnesse. Un 
ammino v1; v2; : : : ; vk�1; vk; v1, k > 1,
he 
omin
ia e �nis
e nello stesso verti
e e non vi sono ripetizioni tra glialtri verti
i �e un 
i
lo (o un 
ir
uito). Se non vi sono 
i
li il grafo �e a
i
li
o.Il teorema 
he segue mostra 
ome in un grafo 
onnesso il minimo numerodi ar
hi �e n � 1 (minimo nel senso 
he un grafo 
on meno ar
hi non �e pi�u
onnesso).Lemma 1. Un grafo in 
ui tutti i verti
i hanno grado maggiore o uguale adue 
ontiene un 
i
lo.Dim. Partendo da un verti
e u qualunque, andiamo lungo un ar
o uv adesso in
idente; da v prendiamo un ar
o vw, e 
os�� via, prendendo sempre unar
o mai preso prima. Poi
h�e vi sono solo un numero �nito di ar
hi, a un
erto punto si arriva a un verti
e t tale 
he tutti gli ar
hi ad esso in
identisono stati attraversati. Ma essendo t di grado almeno 2, 
i�o signi�
a 
he tera gi�a stato visitato, e quindi t fa parte di un 
i
lo. }Lemma 2. Un grafo 
onnesso 
on n verti
i ha almeno n� 1 ar
hi.Dim. Per induzione sul numero n dei verti
i. Se n = 1, il grafo nonha ar
hi e il teorema �e ovvio. Sia n � 2, e sia G un grafo 
onnesso 
onn � 2 verti
i, e 
onsideriamo il grafo H ottenuto sopprimendo un verti
eII{2



v (e quindi an
he gli ar
hi ad esso in
identi). H non �e ne
essariamente
onnesso; siano Ci le sue 
omponenti 
onnesse, i = 1; 2; : : : ; t, 
ias
una 
onni verti
i. Per induzione, Ci ha almeno ni� 1 ar
hi, e dunque in tutto le Ci
ontengono:(n1�1)+(n2�1)+� � �+(nt�1) = n1+n2+� � �+nt�1�1�� � ��1 = (n�1)�tar
hi. Ma 
ias
una Ci �e 
onnessa a v 
on almeno un ar
o e dunque rein-serendo gli ar
hi soppressi, il grafo G ha almeno (n � 1) � t + t = n � 1ar
hi. }Lemma 3. Un grafo a
i
li
o 
on n verti
i ha al pi�u n� 1 ar
hi.Dim. Se n = 1, oppure il grafo non ha ar
hi, non 
'�e niente da dimostrare.Sia G un grafo 
on n � 2 verti
i. Il grafo ha almeno un verti
e v di gradouno, altrimenti avrebbe almeno un 
i
lo (Lemma 1) 
ontro l'ipotesi. Sesopprimiamo v (e l'ar
o e ad esso in
idente), otteniamo un grafo 
on n� 1verti
i 
he �e an
ora a
i
li
o (un 
i
lo di G n v �e an
he un 
i
lo di G). Perinduzione questo grafo ha al pi�u (n� 1)� 1 = n� 2 ar
hi; reinserendo v ede abbiamo 
he G ha al pi�u n� 1 ar
hi. }Teorema 2. Sia G un grafo 
on n verti
i. Le seguenti proposizioni sonoequivalenti:i) G �e 
onnesso e a
i
li
o;ii) G �e a
i
li
o e ha n� 1 ar
hi;iii) G �e 
onnesso e ha n� 1 ar
hi;iv) G �e 
onnesso e la soppressione di un ar
o dis
onnette il grafo;v) due verti
i qualunque sono 
ongiunti da uno e un solo 
ammino;vi) G �e a
i
li
o, ma l'aggiunta di un ar
o 
rea un 
i
lo e uno solo.Dim. Per n = 1 non 
'�e niente da dimostrare. Sia n � 2.i)) ii) Lemmi 1 e 2.ii) ) iii) Se G non �e 
onnesso, sia G = G1 [ G2 [ : : : [ Gk la de-
omposizione in 
omponenti 
onnesse. Poi
h�e G �e a
i
li
o, lo stesso a

a-de per i Gi. Se jGij = ni, per vi) Gi ha ni � 1 ar
hi e quindi G ne haPki=1(ni � 1) =Pki=1 ni � k = n� k. Se k > 1, 
io�e se G non �e 
onnesso, Gha meno di n� 1 ar
hi, 
ontro l'ipotesi.iii) ) iv) Sopprimendo un ar
o si ottiene un grafo 
on n� 2 ar
hi, 
heper il Teor. 2 non �e 
onnesso.iv)) v) Essendo il grafo 
onnesso, due verti
i qualunque sono 
ongiuntida un 
ammino. Se vi sono due 
ammini da u a v, u = v1; v2; : : : ; vk�1; vk = vII{3



e u = u1; u2; : : : ; uk�1; vk = v si ha il 
i
lou = v1; v2; : : : ; vk�1; vk; uk�1; u2; u1 = u;e sopprimendo un ar
o di questo 
i
lo il grafo resta 
onnesso.v) ) vi) Se vi fosse un 
i
lo, due verti
i di questo 
i
lo sarebbero
ongiunti da almeno due 
ammini, 
ontro l'ipotesi. Aggiungendo un ar-
o e = (u; v), poi
h�e 
'�e gi�a un 
ammino tra u e v si 
rea un 
i
lo. E se ne
rea uno solo. Se infatti si 
reassero due 
i
li, poi
h�e allora questi 
onten-gono entrambi e, sopprimendo e si vede 
he u e v sono 
ongiunti in G daidue 
ammini 
he 
ostituis
ono le parti dei due 
i
li 
he non 
ontengono e.vi)) i) Se G non �e 
onnesso, aggiungendo un ar
o 
he unis
e due verti
iin due 
omponenti diverse non si 
reano 
i
li. Se si 
reano due 
i
li, l'ar
oaggiunto fa parte di entrambi, e la sua soppressione mostra 
eh il grafo dipartenza 
onteneva un 
i
lo. }Un grafo 
he soddisfa una delle 
ondizioni equivalenti del Teor. 2 si
hiama albero, e si denota 
on T (iniziale dell'inglese tree).Corollario. In un albero 
on pi�u di un verti
e esistono almeno due verti
idi grado 1 (verti
i estremi o foglie).Dim. Consideriamo un 
ammino p di lunghezza massima, e siano u e vi suoi verti
i estremi. Se 
'�e un ar
o e in
idente a u, e ad al
un altro verti
edi p, il 
ammino p [ e �e pi�u lungo di p, 
ontro la massimalit�a di p. Allorae �e in
idente ad un verti
e w 
he pre
ede u in p, e in tal 
aso il 
amminow; : : : ; u; w �e un 
i
lo. }Sia G un grafo 
onnesso. Se G non ha 
i
li, allora �e un albero (Teor.3, i). Altrimenti, s
egliamo un 
i
lo e sopprimiamo un ar
o di questo; ilgrafo resta 
onnesso. Continuando il pro
edimento si resta 
on un albero
he 
onnette tra loro tutti i verti
i di G. Di un tale albero si di
e 
he ri
opreil grafo (\spanning tree" in inglese).Una pro
edura per trovare uno spanning tree in un grafo 
onnesso �e la\visita in profondit�a" DFS (Depth-First Sear
h), 
he pro
ede 
ome segue:s
egliere un verti
e a 
aso e 
ostruire un 
ammino a partire da questo�n
h�e non si pu�o pi�u proseguire senza ripetere un verti
e gi�a visitato (sear-
hed); il verti
e dove questo 
ammino si ferma sar�a una foglia dell'albero.Si risalga allora (ba
ktra
king) �no ad un verti
e a partire dal quale si pu�o
ostruire un nuovo 
ammino.La 
aratteristi
a di questo metodo �e 
he il nuovo verti
e viene s
elto traquelli adia
enti all'ultimo dei ve

hi verti
i. Il metodo si pu�o an
he usare perII{4



vedere se un dato grafo �e 
onnesso. Se infatti tutti i verti
i sono raggiuntinella DFS il grafo �e 
onnesso, altrimenti non lo �e.La DFS si pu�o des
rivere 
ome segue: si 
ostruis
e una lista di verti
i, ea ogni passo la si svuota a 
omin
iare dal verti
e 
he al momento attuale sitrova in 
oda alla lista (last{in, �rst{out). Una tale lista viene an
he dettapila (sta
k, in inglese). Un verti
e viene aggiunto alla pila quando si avanzanella visita, e si rimuove quando si ba
ktra
k da esso.pro
edura DFSINIZIO pila P=fxg;�n
h�e P non �e vuota fareu:= 
ima della pila;per ogni verti
e v adia
ente a u fare:se u non �e stato an
ora visitato,aggiungere u in 
ima alla pila;altrimenti fare:rimuovere u dalla pilaFINESe i verti
i del grafo sono eti
hettati 1; 2; : : : ; n, si pu�o e�ettuare unaDFS 
omin
iando 
on 1, e ad ogni passo prendere l'ar
o 
he 
ongiunge ilverti
e attuale 
on il verti
e ad esso adia
ente e 
he ha l'indi
e pi�u basso. Seil verti
e attuale non �e adia
ente a un nuovo verti
e, si torna indietro, �noa un verti
e a partire dal quale si pu�o iniziare un nuovo 
ammino. L'alberoottenuto 
on la pro
edura DFS ha un aspetto di albero \lungo e rado".Un altro metodo per 
ostruire un albero �e la \visita in larghezza" BFS(Breadth-First Sear
h). Contrariamente alla DFS, nella quale si passa daun verti
e a uno nuovo �n
h�e �e possibile, nella BFS si visitano tutti i verti
iadia
enti a quello attuale prima di passare a uno nuovo. Non 
'�e quindiba
ktra
king. La lista di verti
i 
he si 
ostruis
e �e una 
oda (queue, ininglese): essa viene svuotata a ogni passo a 
omin
iare dal verti
e 
he almomento attuale si trova in 
ima alla lista (�rst{in, �rst{out).pro
edura BFSINIZIO 
oda Q = fvg�n
h�e Q non �e vuota fare:w: fronte della 
oda;se w �e adia
ente a un nuovo verti
e u fare:aggiungere u alla �ne della 
oda;altrimenti fare: II{5



rimuovere w dalla 
oda.FINEL'albero BFS �e \basso e folto".2 Alberi di 
opertura minimaliSe a ogni ar
o e del grafo �e asso
iato un numero reale non negativo w(e)(w sta per \weight", peso dell'ar
o; inve
e del peso si pu�o pensare an
he aun 
osto) nel 
er
are un albero 
he ri
opre il grafo ha senso 
er
arne uno dipeso minimo, 
io�e un albero nel quale �e minima la somma dei pesi di tuttigli ar
hi. Diremo per brevit�a \albero minimo" inve
e di \albero di pesominimo", e lo indi
heremo 
on la sigla MST (Minimum Spanning Tree).L'idea generale degli algoritmi di ri
er
a di un MST �e di disporre aogni passo di un insieme A di ar
hi 
he �e un sottoinsieme di un MST, e diaggiungere ad A un ar
o e in modo 
he A [ feg sia an
ora un sottoinsiemedi un MST.In questo paragrafo presentiamo due algoritmi per determinare un MST,uno dovuto a J. B. Kruskal (1956), l'altro a R.C. Prim (1957). Sono entrambialgoritmi \greedy" (a ogni passo si 
er
a la migliore soluzione immediata).Nell'algoritmo di Kruksal l'insieme A �e una foresta (una unione di alberidisgiunti), e l'ar
o e 
he si aggiunge ad A �e un ar
o del grafo di peso minimo(tale 
he A sia an
ora una foresta, 
io�e non si formino 
i
li). All'inizio A �eun ar
o di peso minimo tra tutti gli ar
hi del grafo.Algoritmo di Kruskal� INIZIO A:= ar
o di peso minimo.� RIPETERE la seguente operazione: aggiungere ad A un ar
o di pesominimo, evitando la 
reazione di 
i
li.� FINENell'algoritmo di Prim l'insieme A �e un albero, e l'ar
o e da aggiungeread A �e un ar
o minimo 
he unis
e un verti
e di A 
on uno non 
ontenuto inA. Quindi a ogni passo A �e un albero; all'inizio A 
onsta di un solo verti
e.Algoritmo di Prim� INIZIO A:= fvg (un verti
e qualunque).II{6



� RIPETERE la seguente operazione: aggiungere ad A un ar
o minimotra quelli in
identi a un verti
e di A evitando la 
reazione di 
i
li� FINEChe i due algoritmi diano e�ettivamente alberi di peso minimo �e una
onseguenza del seguente Lemma.Lemma. Se (S, V n S) �e una partizione dei verti
i del grafo, ogni ar
odi peso minimo tra quelli 
he unis
ono un verti
e di S 
on uno di V n S �e
ontenuto in un MST.Dim. Sia T un MST, e tra gli ar
hi 
on i verti
i uno in S e l'altro inV n S sia e = (u; v) 62 T uno di peso minimo. In T 
'�e un 
ammino 
heunis
e u a v, e dunque un ar
o e0 di T tra un verti
e di S e uno di V nS. Seaggiungiamo e a T otteniamo un grafo 
he ha un 
i
lo, e sopprimendo e0 unalbero. Avendosi w(e) � w(e0), se w(e) < w(e0) sopprimendo e0 si ottiene unalbero di peso minore di T , es
luso, per 
ui e 2 T . Se w(e) = w(e0), allorasopprimendo e0 abbiamo l'albero (T n fe0g) [ feg 
he ha lo stesso peso di T(e quindi �e minimo) e 
ontiene e. }In parti
olare, se tra due insiemi di verti
i S e V n S 
'�e un ar
o di pesoinferiore a quello di tutti gli ar
hi 
he unis
ono i due insiemi, questo ar
oappartiene a ogni MST.Corollario. Sia A un sottoinsieme di ar
hi 
he �e parte di un MST, A � T ,e sia (S; V n S) una partizione dei verti
i, dove S 
ontiene tutti i verti
i diA. Se e = (u; v) 62 T �e un ar
o tale 
he u 2 S e v 2 V n S ed �e di pesominimo, allora an
he A [ feg �e parte di un MST.Dim. L'aggiunta di e non pu�o 
reare un 
i
lo per
h�e altrimenti vi sarebbeun 
ammino in A 
he 
omin
ia in u e �nis
e in v e quindi un ar
o (x; y) diquesto 
ammino di A 
on x 2 S e y 2 V n S, mentre per ipotesi i verti
i diA sono tutti 
ontenuti in S. Con la partizione (S; V n S) il risultato segueora dal lemma. }Nel 
aso dell'algoritmo di Kruskal, una volta 
ostruito A 
ome parte diun MST vi sono due 
asi:i) aggiungiamo un ar
o e 
he unis
e due verti
i isolati u e v e prendiamoper S l'insieme dei verti
i di A pi�u u. Per il 
orollario an
he A[feg �e partedi un MST.ii) aggiungiamo un ar
o 
on un verti
e in A, e prendiamo per S l'insiemedei verti
i di A. Per il 
orollario an
he A [ feg �e parte di un MST.II{7



Nell'algoritmo di Prim, a ogni passo si aggiunge un ar
o di peso minimotra quelli in
identi ai verti
i di A: siamo quindi nel 
aso ii) ora visto. Siosservi 
he ad ogni passo A �e un albero, parte di un MST.I due algoritmi non hanno la stesa 
omplessit�a 
omputazionale. Si pu�odimostrare 
he, se G �e un grafo 
on n verti
i e m ar
hi, l'algoritmo diKruskal 
ostruis
e un albero di 
opertura di peso minimo in O(m logm)passi, mentre quello di Prim ne ri
hiede O(n2). Quindi, se G �e un grafodenso (
io�e il numero di ar
hi �e dell'ordine di n2), �e pi�u eÆ
iente l'algoritmodi Prim, 
he impiega O(n2) passi anzi
h�e O(n2 logn); se G �e sparso (
io�em � n), allora �e pi�u eÆ
iente quello di Kruskal.3 Gra� euleriani e hamiltonianiUn grafo si di
e euleriano se esiste un 
ir
uito 
he passa per tutti gli ar
hie una sola volta.In quali gra� esiste un tale 
ammino? Intanto il grafo deve essere 
on-nesso; inoltre, un 
ir
uito entra ed es
e da 
ias
un verti
e uno stesso numerodi volte, e quindi i verti
i devono avere tutti grado pari. Vi sono quindi due
ondizioni ne
essarie: i) il grafo deve essere 
onnesso, ii) i verti
i devonoavere tutti grado pari. Queste due 
ondizioni sono an
he suÆ
ienti, 
omedimostra il teorema 
he segue.Teorema 3. Condizione ne
essaria e suÆ
iente aÆn
h�e un grafo ammettaun 
ir
uito euleriano �e 
he sia 
onnesso e tutti i verti
i abbiano grado pari.Dim. La ne
essit�a �e gi�a stata dimostrata. Per la suÆ
ienza, supponiamodi 
omin
iare un 
ammino in un verti
e u, e di proseguire �n
h�e sia possibileus
endo da un verti
e seguendo sempre un ar
o non per
orso prima. Questopro
edimento non pu�o proseguire inde�nitamente (vi �e soltanto un numero�nito di verti
i e ar
hi), ma dato 
he in ogni verti
e sono in
identi un numeropari di ar
hi, una volta entrati in un verti
e vi �e sempre un ar
o da 
uius
ire, tranne 
he per il verti
e iniziale u. Allora il 
ammino termina in u,e si ottiene 
os�� un 
ir
uito C. Se tutti gli ar
hi sono stati per
orsi abbiamotrovato un 
ir
uito euleriano. Altrimenti, esistono ar
hi non appartenenti aC e quindi almeno un verti
e v di C in
idente ad ar
hi non appartenenti aC (altrimenti C sarebbe una 
omponente 
onnessa diversa da tutto il grafo,
ontro il fatto 
he il grafo �e 
onnesso). Poi
h�e vi �e un numero pari di ar
hi nel
ir
uito C in
identi a v, e v �e di grado pari, esistono un numero pari di ar
hinon appartenenti a C (
io�e non per
orsi prima) e in
identi a v, e lo stessoa

ade per tutti i verti
i in
identi ad ar
hi non per
orsi. Comin
iamo alloraII{8



un nuovo 
ammino partendo da v e seguendo solo ar
hi non per
orsi prima,e analogamente a quanto visto sopra otteniamo un 
ir
uito C0 
he termina inv. A partire da u possiamo allora 
ostruire un 
ir
uito pi�u lungo unendo C eC0 in v. Se l'intero grafo non �e stato esaurito, si pu�o ampliare ulteriormenteil 
ir
uito nello stesso modo �no a ottenere un 
ir
uito euleriano. }Se in un grafo esiste un 
ammino da un verti
e u a un verti
e v 6= uper
orrendo una sola volta tutti gli ar
hi, allora il 
ammino segue un 
ertoar
o in
idente a u per eventualmente rientrarvi e ripartirne un 
erto numerodi volte. Poi
h�e il 
ammino non termina in u, d(u) �e dispari; analogamented(v) �e dispari, e gli altri verti
i sono di grado pari. Abbiamo allora:Teorema 4. Condizione ne
essaria e suÆ
iente aÆn
h�e un grafo ammettaun 
ammino da un verti
e u a un verti
e v per
orrendo una sola volta tuttigli ar
hi �e 
he u e v siano i soli verti
i di grado dispari.Dim. La ne
essit�a �e gi�a stata dimostrata. Per la suÆ
ienza, aggiungiamoun ar
o uv; tutti i verti
i sono ora di grado pari, e per il Teor. 1 esiste un
ir
uito euleriano. Sopprimendo l'ar
o uv si resta 
on un 
ammino da u a v
ome ri
hiesto. }La nozione analoga a quello di 
ir
uito euleriano, ma 
he riguarda i verti
i�e, quella di 
ir
uito hamiltoniano. Un 
ir
uito hamiltoniano �e un 
ir
uito 
heto

a tutti i verti
i una sola volta. Un 
ammino hamiltoniano �e un 
ammino
he to

a tutti i verti
i una sola volta.Un grafo hamiltoniano �e un grafo 
he ammette un 
ir
uito hamiltoniano.Contrariamente al 
aso euleriano (nel quale basta 
ontrollare 
he ogni verti
eabbia grado pari), stabilire se un grafo �e hamiltoniano �e molto pi�u diÆ
ile(si tratta di un problema NP{
ompleto). Esistono vari risultati 
he danno
ondizioni suÆ
ienti per l'esistenza di un 
ir
uito hamiltoniano in un grafodato; uno dei pi�u noti �e il teorema seguente, dovuto a G.A. Dira
.Teorema 5. Se G �e un grafo su n verti
i in 
ui ogni verti
e ha grado almenon=2, allora G �e hamiltoniano.Dim. Supponiamo per assurdo 
he per qual
he n esista un grafo su nverti
i 
he soddisfa la 
ondizione dell'enun
iato ma non ammette un 
ir
uitohamiltoniano. Tra i gra� su n verti
i 
on queste propriet�a sia G uno 
onil massimo numero di ar
hi; quindi, se aggiungiamo un ar
o a G, il nuovografo sar�a hamiltoniano.Siano u e v due verti
i non adia
enti di G (per
h�e si possono sempretrovare due verti
i non adia
enti?). Nel grafo ottenuto da G aggiungendoII{9



l'ar
o fu; vg, per quanto detto, 
'�e un 
ir
uito hamiltoniano; rimuovendoquesto ar
o, otteniamo in G un 
ammino hamiltoniano da u a v. Sia questo
ammino u = x1, x2, . . . , xn�1, xn = v.De�niamo i due insiemi U = fi : u �e adia
ente a xi+1g e V = fi :v �e adia
ente a xig (V �e l'insieme degli indi
i dei vi
ini di v, mentre U �el'insieme degli indi
i dei \prede
essori" dei vi
ini di u). Entrambi questiinsiemi sono sottoinsiemi di f1; 2; : : : ; n� 1g e, per l'ipotesi sui gradi, hannoalmeno n=2 elementi. Quindi U e V devono avere almeno un elemento in
omune; sia i0 un tale elemento.Possiamo allora 
ostruire il 
ir
uito u = x1, x2, . . . , xi0 , v = xn, xn�1,xn�2, . . . , xi0+1, u. Questo 
ir
uito passa per ogni verti
e una sola volta,
ontraddi
endo l'ipotesi 
he G non fosse hamiltoniano. }4 Alberi eti
hettatiDue alberi si di
ono isomor� se esiste una 
orrispondenza biunivo
a f trai verti
i 
he 
onserva gli ar
hi: se (u; v) �e un ar
o, an
he (f(u); f(v)) lo �e.Si vede fa
ilmente 
he, a meno di isomor�smi, su 1 e 2 verti
i 
'e un soloalbero, e 
he su 3, 4 e 5 verti
i vi sono rispettivamente, 1, 2 e 3 alberi:
Fig. 1 I tre alberi su 3 e 4 verti
i a meno di isomor�smi.
Fig. 2 I tre alberi su 5 verti
i a meno di isomor�smiLa determinazione del numero di alberi su n verti
i a meno di isomor�smi�e un problema estremamente diÆ
ile; si 
onos
ono formule asintoti
he maII{10



non formule 
hiuse. Non �e diÆ
ile inve
e determinare il numero di alberieti
hettati su n verti
i. Un albero eti
hettato �e un albero nel quale ai verti
isono asso
iate eti
hette (di solito le 
ifre 1,2,. . . ). Due alberi T e T 0 su nverti
i sono diversi se per almeno una 
oppia di verti
i eti
hettati (i; j) l'ar
o
he unis
e i e j esiste in T ma non in T 0. Gli alberi eti
hettati su 3, 4 e 5verti
i sono allora sono 3,16 e 125, rispettivamente, 
ome dimostra il Teor.5 qui sotto.Se 
onsideriamo il grafo 
ompleto Kn su n verti
i eti
hettati 1,2,. . .n,
ontare gli alberi eti
hettati su n verti
i equivale a 
ontare gli alberi 
heri
oprono questo Kn.Teorema 6. (Cayley, 1889) Il numero di alberi eti
hettati su n verti
i �enn�2.Daremo due dimostrazioni di questo teorema. Altre due, 
he fanno usodi una formula di Abel, si trovano nell'Appendi
e a questa Dispensa n. 2.i) Prima dimostrazione (Pr�ufer, 1918). Stabiliamo una 
orrispondenzabiunivo
a tra gli alberi eti
hettati su n verti
i 1; 2; : : : ; n e le (n � 2)�ple(i1; i2; : : : ; in�2), dove gli ik sono interi da 1 a n, eventualmente 
on ripe-tizioni. Poi
h�e queste ultime sono in numero di nn�2 si avr�a il risultato.Chiameremo la (n� 2)�pla asso
iata all'albero T 
odi
e di Pr�ufer di T .S
riviamo la dimostrazione sotto forma di algoritmo:Albero eti
hettato �! Codi
e di Pr�ufer� INIZIO La lista vuota P.� RIPETERE la seguente operazione:se v �e il verti
e estremo 
on l'eti
hetta minima, aggiungere a P l'e-ti
hetta dell'uni
o verti
e unito a v ed eliminare dall'albero sia v 
hel'ar
o al quale v appartiene.FINCHE' non rimane un solo ar
o.� La lista P �e il 
odi
e di Pr�ufer dell'albero.Si noti 
he il numero di volte in 
ui un verti
e v 
ompare nel 
odi
e �e d(v)�1.Codi
e di Pr�ufer �! Albero eti
hettato� Siano P il 
odi
e di Pr�ufer ed L= f1; 2; : : : ; ng la lista delle eti
hette.II{11



� FINCHE' la lista P non �e vuota, ripetere la seguente operazione:sia p il primo elemento della lista P, e sia s il pi�u pi

olo elemento diL 
he non 
ompare in P. Unire p a s 
on un ar
o ed eliminare p da Pe s da S� Quando P �e vuota, restano due elementi in L; 
ongiungendo i verti
i
orrispondenti si 
ompleta l'albero.�E fa
ile vedere 
he se si parte da un albero eti
hettato, si determinala (n � 2)�pla 
orrispondente, e poi l'albero 
orrispondente a questa (n �2)�pla, si ottiene l'albero di partenza, e quindi la 
orrispondenza biunivo
ari
hiesta.Diamo ora la se
onda dimostrazione del teorema di Cayley.Se
onda dimostrazione. In questa dimostrazione 
ontiamo gli alberi eti
het-tati su n verti
i nei quali un verti
e �ssato v ha grado k. Sia T (n; k) questonumero; sommando su k da 1 a n � 1 si otterr�a il risultato. Sia A un al-bero nel quale v ha grado k, e sia e = (w; u) un ar
o non in
idente a v.Sopprimendo e otteniamo due alberi, uno 
ontenente v e uno tra w e u,di
iamo w, e l'altro u. Se ora uniamo v e u otteniamo un albero B nel qualed(v) = k + 1. Contiamo ora in due modi diversi le 
oppie (A;B) ottenute
ome sopra.i) A si pu�o s
egliere in T (n; k) modi, e poi
h�e B �e univo
amente deter-minato dall'ar
o e, 
he si pu�o s
egliere in (n� 1)� k modi, per ogni s
eltadi A abbiamo n � 1 � k alberi B, e dunque le 
oppie (A;B) sono in tuttoT (n; k)(n� 1� k).ii) Sia B un albero nel quale d(v) = k + 1, e siano B1; B2; : : : ; Bk+1 glialberi ottenuti da B sopprimendo il verti
e v e gli ar
hi ei = (v; ui) ad essoin
identi. Sopprimendo da B uno degli ar
hi ei e unendo ui a un qualunqueverti
e non appartenente a Bi si ottiene un albero A nel quale v ha grado k.L'albero B si pu�o s
egliere in T (n; k + 1) modi. Per 
ias
una s
elta diuno di questi, il verti
e ui unito a v si pu�o s
egliere in k + 1 modi, e per
ias
una s
elta di ui il verti
e diverso da v non appartenente a Bi si pu�os
egliere in (n � 1) � ni modi. Ne segue 
he l'albero A si pu�o s
egliere inPk+1i=1 (n� 1� ni) modi, ovvero essendo Pk+1i=1 ni = n� 1, in (n� 1)k modi.Abbiamo quindi:(n� k � 1)T (n; k) = (n� 1)kT (n; k + 1)da 
ui T (n; k) = (n� 1)k(n� k � 1)T (n; k + 1):II{12



Analogamente: T (n; k + 1) = (n� 1)(k + 1)(n� k � 2) T (n; k + 2);da 
ui T (n; k) = (n� 1)k(n� k � 1) � (n� 1)(k + 1)(n� k � 2) � T (n; k + 2)e iterando:T (n; k) = (n� 1)k(n� k � 1) � (n� 1)(k + 1)(n� k � 2) � � � (n� 1)(n� 2)1 � T (n; n� 1):Mettendo in evidenza n� 1 e ri
ordando 
he T (n; n� 1) = 1:T (n; k) = (n� 2) � � � (k + 1) � k(n� k � 1)(n� k � 2) � � � 1(n� 1)n�k�1= � n� 2n� k � 1� � (n� 1)n�k�1= �n� 2k � 1� � (n� 1)n�k�1:Sommando per k 
he va da 1 a n� 1 otteniamo:T (n) = n�1Xk=1 T (n; k) = n�1Xk=1�n� 2k � 1� � (n� 1)n�k�1e posto k � 1 = h:T (n) = n�2Xh=0�n� 2h � � (n� 1)n�2�h � 1h = [(n� 1) + 1℄n�2 = nn�2:
ome si voleva. }Esempio. L'albero su V = f1; 2; : : : ; 10g i 
ui ar
hi sono:f1; 6g; f1; 8g; f1; 9g; f2; 8g; f3; 7g; f3; 10g; f4; 9g; f5; 10g; f7; 8gha 
odi
e di Pr�ufer (8,9,10,1,1,8,7,3).Eser
izi1. In un albero su n verti
i la somma dei gradi �e 2n� 2.2. Quanti alberi eti
hettati vi sono su 5 verti
i 1,2,3,4,5 tali 
he d(1) = 3; d(2) =2; d(3) = d(4) = d(5) = 1? II{13



3. In un grafo 
on 8 ar
hi nel quale tutti i verti
i hanno grado 4, quanti verti
ivi sono?4. Se in una riunione di persone queste si stringono l'un l'altra la mano, vi sonoalmeno due persone 
he stringono lo stesso numero di mani.5. Il numero di foglie di un albero �e maggiore o uguale del massimo tra i gradidei verti
i.6. Sia n � 2. Determinare quanti degli nn�2 alberi eti
hettati su n verti
ihanno:i) un verti
e di grado n� 1;ii) un verti
e di grado n� 2.7. Una foresta 
on n� 1 ar
hi �e un albero (una foresta �e un'unione disgiuntadi alberi).

II{14



Appendi
eIn questa Appendi
e diamo una dimostrazione della formula di Abel 
hegeneralizza la formula del binomio di Newton. Dando valori parti
olari aiparametri 
he vi 
ompaiono si otterr�a una formula 
he, assieme a un mododi 
ontare gli alberi eti
hettati su n verti
i diverso da quelli visti �nora,permetter�a una nuova dimostrazione del teorema di Cayley.Dimostriamo dapprima, 
on la te
ni
a di Abel, la formula del binomiodi Newton: (x+ y)n = nXk=0 nk!ykxn�k (1)S
riviamo la (1) 
ome un polinomio in x:(x+ y)n = xn +  n1!yxn�1 +  n2!y2xn�2 + � � � +  nn!yn (2)Per n = 1 la (2) �e 
hiara. Sia allora n > 1; supponiamo la (2) vera per n edimostriamola vera per n+ 1. Moltipli
hiamo entrambi i membri della (2)per n+ 1 e integriamo rispetto a x; otteniamo:(x+ y)n+1 = xn+1 + nXk=1 n+ 1n+ 1� k nk!ykxn+1�k + 
:Per x = 0 si trova 
 = yn+1, e dunque questo �e il valore della 
ostante 
. Nesegue: (x+ y)n+1 = xn+1 + nXk=1 (n+ 1)n+ 1� k nk!ykxn+1�k + yn+1 (3)Ma: (n+ 1)n+ 1� k nk! = (n+ 1)n+ 1� k n!k!(n� k)! = (n+ 1)!k!(n+ 1� k)! =  n+ 1k !:La (3) diventa allora:(x+ y)n+1 = xn+1 + nXk=1 n+ 1k !ykxn+1�k + yn+1= n+1Xk=0 n+ 1k !ykxn+1�k;
ome si voleva. II{15



La formula di Abel �e ora la seguente:(x+ y)n = xn + y nXk=1 nk!(y � kz)k�1(x+ kz)n�k (4)(si ottiene la (1) per z = 0). Dimostriamola, 
ome la (1) per induzione sun. Per n = 1 il risultato �e 
hiaro. Sia n > 1 Come sopra, moltipli
hiamoper n+ 1 e integriamo rispetto a x; si ottiene:(x+ y)n+1 = xn+1 + nXk=1 n+ 1k !y(y � kz)k�1(x+ kz)n�k + 
 (5)(il simbolo binomiale �n+1k � �e ottenuto 
ome prima). Fa

iamo vedere 
he ilvalore della 
ostante 
 �e il termine per k = n+1 della (4) 
io�e y(y�(n+1)z)n.Poniamo x = �(n+ 1)z nella (4):(y�(n+1)z)n = (�(n+1)z))n+ nXk=1 nk!y(y�kz)k�1([k�(n+1)℄z)n�k ; (6)e nella (5):(y � (n+ 1)z)n+1 = (7)(�(n+ 1)z))n+1 + nXk=1 n+ 1k !y(y � kz)k�1([k � (n+ 1)℄z)n+1�k + 
:Dimostriamo 
he i termini a se
ondo membro della (6) moltipli
ata per(n+ 1)z sono uguali a quelli della (7) (es
luso 
) 
on il segno 
ambiato. Siha intanto:(�(n+ 1)z))n(n+ 1)z = (�1)n(n+ 1)nzn(n+ 1)z = (�1)n(n+ 1)n+1zn+1:Inoltre il termine generi
o della (5) moltipli
ata per (n+ 1)z:n!k!(n� k)! (y � kz)k�1([k � (n+ 1)℄z)n�k(n+ 1)z�e uguale a: (n+ 1)!k!(n� k)! (y � kz)k�1(�1)n�k(n+ 1� k)n�kzn+1�k: (8)Il termine generi
o della (6) vale:(n+ 1)!k!(n+ 1� k)! (y � kz)k�1(�1)n+1�k(n+ 1� k)n+1�kzn+1�k;II{16



ovvero, essendo (n+ 1� k)! = (n+ 1� k)(n� k)!;(n+ 1)!k!(n� k)! (y � kz)k�1(�1)n+1�k (n+ 1� k)n+1�kn+ 1� k zn+1�k;
io�e (n+ 1)!k!(n� k)! (y � kz)k�1(�1)n+1�k(n+ 1� k)n�kzn+1�k;
he �e l'opposto della (8).Sommando allora la (6) moltipli
ata per (n+1)z e la (7) questi terminisi annullano e si trova:
 = (y � (n+ 1)z)n(n+ 1)z + (y � (n+ 1)z)n+1:Mettendo in evidenza (y � (n+ 1)z)n:
 = (y � (n+ 1)z)n((n+ 1)z + y � (n+ 1)z) = y(y � (n+ 1)z)n:Questo valore di 
 �e il termine per k = n+ 1 della(x+ y)n+1 = xn+1 + n+1Xk=1 n+ 1k !y(y � kz)k�1(x+ kz)n+1�ke 
i�o 
on
lude la dimostrazione.Per dimostrare il teorema di Cayley trasformiamo la (4) 
ome segue.Deriviamola rispetto a y:n(x+ y)n�1 = nXk=1 nk!(y � kz)k�1(x+ kz)n�k + y(X � � �)0:Posto x = n; y = 0; z = �1 abbiamo:n � nn�1 = nXk=1 nk!kk�1(n� k)n�k = n�1Xk=1 nk!kk�1(n� k)n�k + nn�1;da 
ui: (n� 1)nn�1 = n�1Xk=1 nk!kk�1(n� k)n�k: (9)Trasformiamo ora questa uguaglianza. Il se
ondo membro si s
rive:n�1Xk=1 nk!kk�1(n� k)n�k = n�1Xk=1 nk!kk�1(n� k)n�k�1(n� k) =II{17



= n n�1Xk=1 nk!kk�1(n� k)n�k�1 � n�1Xk=1 nk!kk(n� k)n�k�1;e avendosi �nk� = � nn�k�, possiamo sostituire nell'ultima somma k 
on n� k:= n n�1Xk=1 nk!kk�1(n� k)n�k�1 � n�1Xk=1 nk!(n� k)n�kkk�1:Portiamo la se
onda somma a primo membro; otteniamo:2 n�1Xk=1 nk!kk�1(n� k)n�k = n n�1Xk=1 nk!kk�1(n� k)n�k�1:Dalla (9) segue allora:2(n� 1)nn�1 = n n�1Xk=1 nk!kk�1(n� k)n�k�1;da 
ui: 2(n� 1)nn�2 = n�1Xk=1 nk!kk�1(n� k)n�k�1: (10)Per appli
are la (10) 
ontiamo gli alberi 
ome segue. Dato un alberosu n verti
i, togliendo un ar
o esso si spezza in due alberi, su k e n � kverti
i, k = 1; 2; : : : ; n � 1. Vi
eversa, per ogni partizione degli n verti
iin k e n � k, 
i�o 
he si pu�o fare in �nk� modi, 
ostruendo tutti gli alberi su
ias
uno dei due sottoinsiemi e 
ongiungendo uno dei k verti
i 
on uno deglin�k in tutti i k(n�k) modi possibili si ottengono �nk�k(n�k)T (k)T (n�k)alberi. Sommando da 1 a n� 1 ogni partizione in k e n� k verti
i si ottienedue volte, una volta quando si s
elgono k verti
i, la se
onda quando se nes
elgono n�k. In�ne, potendo togliere n�1 ar
hi, ogni albero viene ripetuton� 1 volte. Ne segue:2(n� 1)T (n) = n�1Xk=1 nk!k(n� k)T (k)T (n� k): (11)Per induzione, T (k) = kk�2 e T (n� k) = (n� k)n�k�2; 
on questi valori la(11) diventa: 2(n� 1)T (n) = n�1Xk=1 nk!kk�1(n� k)n�k�1; (12)II{18




he 
onfrontata 
on la (10) d�a:2(n� 1)T (n) = 2(n� 1)nn�2;da 
ui T (n) = nn�2.Vediamo ora 
ome ritrovare lo stesso risultato attribuendo parti
olarivalori ai parametri 
he 
ompaiono nella formula di Abel (4). Sostituendo inquesta formula n; k; y; z; xrispettivamente 
on: n� 2; k � 1; 1; �1; n� 1essa diventa: nn�2 = n�1Xk=1 n� 2k � 1!kk�2(n� k)n�k�1: (13)Per induzione, kk�2 = T (k) e (n � k)n�k�1 = (n � k)n�k�2 � (n � k) =T (n� k) � (n� k), e dunque il se
ondo membro della (13) si pu�o s
rivere:n�1Xk=1 n� 2k � 1!(n� k)T (k)T (n� k): (14)Fa

iamo vedere 
he questo numero �e pre
isamente T (n). Fissiamo dueverti
i u e v, un sottoinsieme di k verti
i 
he 
ontiene u ma non v e duealberi, uno sui k verti
i s
elti e uno sugli n � k rimanenti. Unendo u 
onuno di questi ultimi si ottiene un albero sugli n verti
i dati. Con questaoperazione, per ogni s
elta di k � 1 verti
i u1; u2; : : : ; uk�1 distinti da u ev, a partire dai T (k) alberi sui k verti
i u1; u2; : : : ; uk�1; u, dai T (n � k)sui rimanenti e dagli n � k ar
hi 
he unis
ono u e uno degli n � k verti
i,si ottengono T (k)T (n � k)(n � k) alberi su n verti
i. Tra gli n � 2 verti
idiversi da u e v un sottoinsieme di k verti
i 
ontenente u si pu�o s
egliere in�n�2k�1� modi. Per ognuna di queste s
elte abbiamo quindi T (k)T (n�k)(n�k)alberi su n verti
i, e sommando queste s
elte per k 
he va da 1 a n � 1 siottiene la (14). Ogni albero si ottiene in questo modo: �ssato infatti unalbero sugli n verti
i dati, si 
onsideri il 
ammino da v a u. Sopprimendol'ar
o in
idente a u si ottengono due alberi su k e n� k verti
i, per un 
ertok; dunque uno degli alberi visti sopra.II{19


