
Corso di CombinatoriaA. Mah�� Dispensa IIIIl prinipio dei assetti e la teoria di Ramsey1 Il aso �nitoIl prinipio dei assetti, o prinipio di Dirihlet (pigeonhole priniple ininglese) a�erma quanto segue:se r+1 oggetti vengono distribuiti in r assetti, esiste almeno un assettohe ontiene pi�u di un oggetto.Si tratta di un prinipio di esistenza: esso a�erma he un assetto on lapropriet�a rihiesta esiste, ma non fornise un modo per trovarlo. �E equiva-lente al fatto he dati due insiemi �niti A e B, e jAj > jBj, nessuna funzioneda A a B pu�o essere iniettiva; devono esistere almeno due elementi di Aon la stessa immagine in B (gli elementi di A sono gli oggetti, quelli di Bi assetti).Per appliare il prinipio dei assetti oorre individuare, a seonda dellanatura del problema, osa prendere ome assetti e osa ome oggetti.Esempi. 1. Dato un intero m, i possibili resti della divisione di un interoperm sono 0,1,. . . ,m�1, e sono quindi in numero dim. Se prendiamom+1interi e dividiamo iasuno di essi per m, ve ne sono allora almeno due hedanno lo stesso resto. In altri termini, suddividiamo gli interi in m lassi(assetti) mettendo in una stessa lasse due interi se divisi per m danno lostesso resto. Allora di m+ 1 interi (oggetti) almeno due appartengono allastessa lasse.2. Dimostriamo he in qualunque modo si selgano nove divisori delnumero 120 ve ne sono sempre due il ui prodotto �e 120.Abbiamo nove oggetti (i nove divisori); per appliare il prinipio deiassetti oorre determinare otto assetti nei quali distribuirli. Ora, i divisoridi 120 sono sedii: 1,2,3,4,5,6,8,10,12,15,20,24,30,40,60,120; dividiamoli inIII{1



otto oppie in modo he in iasuna oppia il prodotto dei due numeri sia120: f1; 120g; f2; 60g; f3; 40g; f4; 30g; f5; 24g; f6; 20g; f8; 15g; f10; 12gQueste otto oppie saranno gli otto assetti. Se ora prendiamo omunquenove divisori di 120, almeno due provengono dalla stessa oppia (dallo stessoassetto), e dunque il loro prodotto �e 120.Invee di "assetti" si pu�o parlare di "olori". Il prinipio dei assetti siesprime allora ome segue:olorando in qualunque modo r+1 oggetti on r olori, si trovano semprealmeno due oggetti on lo stesso olore.Pi�u in generale:se n � r(l� 1) + 1, omunque si olorino n oggetti on r olori esistonol oggetti he hanno lo stesso olore.Infatti, se vi sono al pi�u l � 1 oggetti di ogni olore (al pi�u l � 1 oggettiin iasun assetto), vi sono in tutto al pi�u r(l� 1) oggetti, ontro l'ipotesi.Il numero 1 + r(l � 1) �e minimo: se infatti il numero degli oggetti �einferiore a questo numero allora essi si possono olorare in modo he nessunsottoinsieme di l oggetti abbia lo stesso olore (infatti, se gli oggetti sono innumero di r(l� 1) allora si possono suddividere in r gruppi di l� 1 oggettiiasuno).Enuniamo ora il prinipio dei assetti ome segue:dato un intero r, quanto deve essere grande n aÆnh�e esista un insiemedi ardinalit�a n tale he, olorandone omunque gli elementi on r olori, visiano almeno due elementi he hanno lo stesso olore?Sappiamo he n deve essere \abbastanza grande", io�e almeno uguale ar+1. Pi�u in generale, invee di onsiderare elementi onsideriamo oppie dielementi, e invee di rihiedere he vi siano almeno 2 elementi (una oppiadi elementi) dello stesso olore, io�e he esista un sottoinsieme di ardina-lit�a 2 on tutti gli elementi dello stesso olore, rihiediamo he esista unsottoinsieme di ardinalit�a p on tutte le oppie di elementi dello stesso o-lore. Questo aso si pu�o interpretare in termini di gra� se si onsidera omeinsieme di ardinalit�a n l'insieme dei vertii del grafo ompleto Kn, omeoppie di vertii gli arhi, e ome sottoinsieme di ardinalit�a p un sottografoompleto Kp. La domanda �e allora:III{2



dati gli interi r; p; quanto deve essere grande n aÆnh�e, olorando o-munque gli arhi del grafo ompleto Kn on r olori, esso ontenga un sot-tografo ompleto Kp monoromatio (io�e on tutti gli arhi dello stessoolore)? Pi�u in generale, se invee di oppie di elementi onsideriamo sot-toinsiemi di ardinalit�a k � 2 quanto deve essere grande n aÆnh�e, oloran-do omunque i k�sottoinsiemi di un insieme on n elementi on r olori, sitrovi in questo insieme un p� sottoinsieme on tutti i k�sottoinsiemi dellostesso olore? (Un k�insieme �e un insieme di ardinalit�a k.Si pone per�o un problema: questo n esiste sempre? Pi�u in generale, pergrandi valori di k e p potrebbero esistere insiemi di ardinalit�a n arbitraria-mente grande nessuno dei quali soddisfa la propriet�a rihiesta. Il problemapotrebbe io�e non essere ben posto. Tuttavia os�� non �e: il teorema di Ram-sey (Teorema 1 qui sotto) a�erma infatti l'esistenza di n �nito in tutti i asi.Dati r; k; p esiste quindi anhe un minimo �nito tale he ogni insieme onalmeno questo numero di elementi ha la propriet�a rihiesta. Questo minimo,he si denota on R(r; k; p) prende il nome di numero di Ramsey.Teorema 1. Dati r; k; p interi positivi, esiste un intero positivo n on lapropriet�a he se i k�sottoinsiemi di un insieme on n elementi sono o-lorati in qualunque modo on r olori si trova sempre un p�sottoinsiememonoromatio, io�e tale he tutti i suoi k�sottoinsiemi hanno lo stessoolore.Dimostreremo questo teorema in una forma pi�u generale (v. Teor. 3 pi�uoltre).Nota. 1. Colorare un sottoinsieme non signi�a olorarne gli elementi, ma appuntol'insieme ostituito da questi elementi, os�� ome si fa nel aso di un grafo quandoolorare una oppia (u; v) signi�a olorare l'aro he ongiunge i vertii u e v enon i due vertii. Nella Fig. 1 si vede un possibile modo di rappresentare i 3{sottoinsiemi di un insieme on 4 elementi (i 4 vertii) e una loro olorazione ondue olori.2. Il teorema di Ramsey si presenta ome una profonda generalizzazione delprinipio dei assetti. Ad esso si pu�o attribuire il seguente signi�ato: una strut-tura di una erta lasse (ad esempio il grafo ompleto Kn olorato on r olori)ontiene sempre una sottostruttura appartenente alla stessa lasse (il grafo om-pleto Kp), di ardinalit�a elevata (p assegnato grande a piaere), e on un gradodi regolarit�a superiore a quello della struttura data (Kp monoromatio). In altritermini, vi sono regolarit�a inevitabili: un ompleto disordine �e impossibile. Unesempio di regolarit�a inevitabile tratto dall'Analisi e he rientra, ome vedremo,III{3



nella teoria di Ramsey per insiemi in�niti, �e il seguente: una suessione di nume-ri reali ontiene sempre una sottosuessione monotona. Un altro �e il teorema diBolzano-Weierstrass: una suessione limitata di numeri reali ontiene sempre unasottosuessione onvergente.
Fig. 1Esempio. Siano r = k = 2; p = 3. Ci hiediamo: esiste n tale he olorandoomunque gli arhi di Kn on due olori si trovi sempre un K3 monoro-matio? Intanto dovr�a essere n > 5. Esiste infatti una olorazione on 2olori degli arhi di K5, il grafo ompleto on 5 vertii, senza he vi sianotriangoli monoromatii. Siano 0,1,2,3,4 i vertii; oloriamo l'aro (i; j) diun olore (linee piene) se i � j � �1 mod 5, e dell'altro (linee tratteggiate)se i� j � �2 mod 5 (Fig. 2).PSfrag replaements 0 1
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Fig. 2Proviamo on 6 vertii (Fig. 3). Fissiamo un vertie v di K6; da questopartono 5 arhi, e di questi (per il prinipio dei assetti on r = 2 e l = 3)almeno tre sono di uno stesso olore, diiamo rosso (segmenti pieni in �gura).Se due dei vertii di arrivo sono ongiunti da un aro rosso abbiamo,assieme a v, un triangolo rosso; se tutti e tre sono ongiunti da arhi bluabbiamo un triangolo blu. Il minimo �e dunque R(2; 2; 3) = 6. QuestoIII{4



PSfrag replaementsv Fig. 3risultato si pu�o anhe esprimere diendo he in un qualunque grafo onalmeno sei vertii vi sono o tre vertii a due a due adiaenti, oppure trevertii a due a due non adiaenti. In un grafo on inque vertii non �e dettohe i�o aada.In questo esempio, i due sottoinsiemi sono entrambi dei Kp, p = 3. Sipossono onsiderare anhe pi�u interi p, e pi�u in generale, invee di oppie,k�sottoinsiemi, on k � 2. Il Teor. 1 si enunia allora nel modo seguente.Teorema 2. Dati r; k e p1; p2; : : : ; pr esiste un intero positivo n on lapropriet�a he se i k�sottoinsiemi di un insieme on n elementi sono o-lorati in qualunque modo on r olori si trova sempre, per qualhe i, unpi�sottoinsieme monoromatio.Denotiamo il numero di Ramsey orrispondente on R(p1; p2; : : : ; pr; k).Dimostriamo ora il teorema in questa forma nel aso dei gra� (k = 2; perk � 3 si veda il Teor. 4). Consideriamo dapprima il aso r = 2, io�e didue interi p e q, srivendo R(p; q) invee di R(p1; p2; 2). �E hiaro intantohe R(p; q) = R(q; p), per p; q � 2 (il nome dei olori �e irrilevante), e heR(s; 2) = R(2; s) = s (olorando gli arhi di Ks di blu e rosso, se non visono arhi blu (rossi) '�e almeno un aro rosso (blu)).Teorema 3. Siano dati due interi p; q � 2. Allora R(p; q) esiste �nito einoltre, se p; q � 3, si ha:R(p; q) � R(p� 1; q) +R(p; q � 1); (1)e: R(p; q) � �p+ q � 2p� 1 �: (2)III{5



Dim. La dimostrazione �e per induzione su p + q. Per p = 2 o q = 2sappiamo he R(2; q) = q ed R(p; 2) = p, valori �niti. Siano allora p; q > 2,e supponiamo il risultato vero per valori inferiori a p+ q; in partiolare, essosar�a vero per (p � 1) + q e p + (q � 1). Supponiamo io�e he R(p � 1; q) eR(p; q�1) esistano �niti, e dimostriamo he allora anhe R(p; q) esiste �nito.Sia n = R(p�1; q)+R(p; q�1), e onsideriamo una biolorazione degli arhidi Kn in blu e rosso. Se dimostriamo he in questa olorazione di Kn si ha oun Kp blu o un Kq rosso avremo il risultato in quanto, essendo m = R(p; q)il minimo intero per ui Km ha questa propriet�a, si avr�a R(p; q) � n:Fissiamo un vertie v diKn; esso ha grado n�1, io�e R(p�1; q)+R(p; q�1)� 1. Allora (prinipio dei assetti) vi sono almeno n1 = R(p� 1; q) arhiblu oppure almeno n2 = R(p; q � 1) arhi rossi inidenti a v (altrimenti visarebbero in tutto n1+n2�2 arhi). Nel primo aso, onsideriamo il Kn1 suv e sui vertii estremi degli arhi blu inidenti a v. Se questo Kn1 ontieneun Kq rosso siamo arrivati; altrimenti esso ontiene un Kp�1 blu, e questoassieme a v d�a un Kp blu. L'altro aso si ottiene per simmetria.Per quanto riguarda la (2), se p o q sono uguali a 2 si ha l'uguaglianza.Per induzione su p+ q, la (2) sussiste on q� 1 al posto di q e p� 1 al postodi p; dalla (1) abbiamo allora:R(p; q) � R(p; q � 1) +R(p� 1; q) � �p+ q � 3p� 1 �+�p+ q � 3p� 2 � = �p+ q � 2p� 1 �dove l'ultima uguaglianza segue dalla formula �m�1k � + �m�1k�1 � = �mk �, perm = p+ q � 2 e k = p� 1 . }Nota. 1. Nell'esempio preedente si aveva uguaglianza:R(3; 3) = �3 + 3� 23� 1 � = �42� = 6:Ma i�o non �e sempre vero. Ad esempio, per R(3; 4) la (1) d�a R(3; 4) � R(2; 4) +R(3; 3) = 4 + 6 = 10, e ome vedremo nell'esempio qui sotto, R(3; 4) = 9.2. Per q = p, io�e un aso partiolare e quindi apparentemente pi�u semplie(si tratta del Teor. 1 on r = k = 2) non sembra possibile una dimostrazionelungo le linee di quella ora vista. L'esistenza di R(r; 2; p) �nito si pu�o omunquedimostrare in altro modo, sempre per induzione, ma on una maggiorazione diversadalla (2), oppure, senza usare l'induzione, on una dimostrazione diretta. Il Teor.1 �e omunque una onseguenza del teorema di Ramsey in�nito.Corollario. Se n1 = R(p � 1; q) ed n2 = R(p; q � 1) sono entrambi pari,allora nella (1) si ha disuguaglianza.III{6



Dim. Dimostriamo he nell'ipotesi detta, posto n = n1+n2�1 nel grafoKn olorato on due olori, e siano blu e rosso, si ha unKp blu oppure unKqrosso. Poih�e R(p; q) �e il minimo intero m tale he Km ha questa propriet�a,si avr�a R(p; q) = m � n < n1 + n2 = R(p� 1; q) +R(p; q � 1):Se un vertie di Kn �e inidente ad almeno n1 arhi di un dato olore, e siablu, allora, ome si �e visto nella dimostrazione del teorema, si ha il risultato.Supponiamo allora he ogni vertie sia inidente ad al pi�u n1 � 1 arhi blu.Analogamente, possiamo supporre he ogni vertie sia inidente ad al pi�un2 � 1 arhi rossi. Ma allora ogni vertie �e inidente ad esattamente n1 � 1arhi blu, e ad esattamente n2�1 arhi rossi, perh�e altrimenti vi sarebbe unvertie inidente a meno di n1 + n2 � 2 = n� 2 arhi. Consideriamo allorail grafo he onsta degli n vertii e degli arhi blu. Si tratta di un grafosu un numero dispari (n = n1 + n2 � 1) di vertii, nel quale ogni vertieha grado dispari. La somma dei gradi dei vertii sarebbe dunque dispari(= n(n1 � 1)), mentre sappiamo he questa somma, in qualunque grafo, �epari. L'ipotesi he ogni vertie sia inidente ad al pi�u n1 � 1 arhi di unolore e ad al pi�u n2� 1 arhi dell'altro porta dunque a una ontraddizione.Ne segue he un vertie di Kn �e inidente ad almeno n1 arhi di un datoolore, o ad almeno n2 dell'altro, da ui la tesi. }Dal Teor. 3 segue failmente il Teor. 2 (sempre per k = 2). Infatti, perinduzione su r, noto il risultato per r � 1 olori e data una r�olorazionedi Kn, sostituiamo i primi due olori on un nuovo olore. Allora, se n �eabbastanza grande, o '�e un Kpi di olore i, 3 � i � r, o un Km, m �R(p1; p2) olorato on il nuovo olore, io�e on i primi due olori originari.Nel primo aso siamo arrivati; nel seondo abbiamo in Km o un Kp1 delprimo olore o un Kp2 del seondo.Esempi.1. Caloliamo R(3; 4). Per il teorema, R(3; 4) � 10. ConsideriamoK9. Faiamo vedere he se non i sono K3 blu '�e un K4 rosso. Fissiamoun vertie v. Vi sono vari asi.i) Da v partono 0, 1 o 2 arhi blu, e dunque 8, 7 o 6 arhi rossi. Poih�ei vertii di arrivo degli arhi rossi sono in numero maggiore o uguale a 6, sitratta dei vertii di un grafo ompleto su un numero di vertii maggiore ouguale a 6, e dunque in questo grafo si ha un K3 monoromatio. Se questoK3 �e blu, siamo arrivati. Se �e rosso, assieme a tre degli arhi rossi usentida v, d�a luogo a un K4 rosso.ii) Da v partono 4 arhi blu, e dunque 4 rossi. Se due vertii di arrivodegli arhi blu sono ongiunti da un aro blu, abbiamo unK3 blu; altrimentiIII{7



questi vertii sono tutti ongiunti da un aro rosso, e quindi si ha un K4rosso.iii) Non tutti i vertii possono avere esattamente 3 arhi blu usenti. Seos�� fosse, anellando da K9 gli arhi rossi si otterrebbe un grafo on unnumero dispari di vertii nel quale ogni vertie ha grado 3. Ma un tale grafonon esiste: la somma dei gradi dei vertii di grado dispari �e pari, mentre quisarebbe 9 � 3 = 27.Possiamo allora onludere he R(3; 4) � 9. Consideriamo K8; denotia-mo i vertii on 0,1,2,. . . ,7 e oloriamo gli arhi on la seguente regola: bluse i� j � �1;�4 mod 8 e rosso se i� j � �2;�3 mod 8 (i�o orrisponde aolorare in K8 {un ottagono{ i lati e le quattro diagonali di blu, e gli altriarhi di rosso). �E faile vedere he on questa olorazione non vi sono n�etriangoli blu n�e K4 rossi. Dunque R(3; 4) > 8, e pertanto R(3; 4) = 9.2. Utilizzando il fatto he R(3; 4) = R(4; 3) = 9, dimostriamo heR(4; 4) � 18. Sia v un vertie di K18. Da esso esono 17 arhi, e di questi 9hanno un dato olore. Due asi:i) Questo olore �e blu. Nel grafo ompleto K9 sui 9 vertii di arrivodegli arhi blu esiste, per quanto visto in 1., un K3 blu o un K4 rosso. Nelseondo aso non '�e altro da dimostrare. Nel primo, gli arhi di questo K3assieme a quelli usenti da v danno un K4 blu.ii) Il olore �e rosso. Se in K9 '�e un K3 rosso, assieme agli arhi usentida v abbiamo un K4 rosso. Se non i sono K3 rossi '�e un K4 blu, e siamoarrivati. (Si pu�o dimostrare he R(4; 4) = 18).La �nitezza del numero di Ramsey segue dalla (1) e da valori noti anhesenza far uso della (2). Sappiamo he R(5; 2) = 5; dalla (1), R(5; 3) �R(5; 2) + R(4; 3) = 5 + 9 = 14, e dunque anhe R(5; 3) �e �nito. R(5; 4) �R(5; 3)+R(4; 4), entrambi �niti, e dunque anhe R(5; 4) �e �nito (� 14+18 =32). R(5; 5) � R(5; 4) + R(4; 5), �nito (� 2 � 32 = 64). Abbiamo dunquela �nitezza di tutti i numeri R(p; q) on p; q � 5. Analogamente, a partireda R(6; 2) = 6 otteniamo la �nitezza di R(p; q) on p; q � 6. In generale,nota la �nitezza di R(p; q) on p; q � k, questo proedimento permette didimostrare la �nitezza di R(k+1; q). (Si tratta in realt�a di un proedimentoper induzione fatto passo per passo).Si pu�o anhe dare una minorazione perR(p; q). Dimostriamo he R(p; q) >(p� 1)(q � 1), io�e he esiste una biolorazione di K(p�1)(q�1) he non on-tiene n�e un Kp blu n�e un Kq rosso. Disponiamo i vertii di K(p�1)(q�1) inuna griglia a p� 1 righe e q � 1 olonne, e uniamo tutte le oppie di vertiiIII{8



su una stessa riga on arhi rossi e su righe diverse on arhi blu. Abbiamoos�� p�1 gra� ompleti Kq�1 olorati di rosso; poih�e non vi sono altri arhirossi non abbiamoKq rossi. Per quanto riguarda unKp blu, se onsideriamop vertii sulle p � 1 righe abbiamo he almeno due si trovano sulla stessariga (prinipio dei assetti), e dunque sono uniti da un aro rosso, e peri�onon fanno parte di un Kp blu.Assieme alla (2) abbiamo quindi:(p� 1)(q � 1) + 1 � R(p; q) � �p+ q � 2p� 1 �: (3)Molto poo si sa del valore e�ettivo dei numeri di Ramsey. Abbiamovisto he R(3; 3) = 6 e he R(3; 4) = 9. Oltre a questi, a tutt'oggi (2005)sono noti soltanto R(3; 5) = 14, R(3; 6) = 18, R(3; 7) = 23, R(3; 9) = 36 eR(4; 4) = 18, R(4; 5) = 25: Per altre oppie p; q, oltre alle maggiorazioni eminorazioni date dalla (3), he sono spesso grossolane, esistono stime un po'pi�u preise. Ad esempio, per R(4; 6) la (3) d�a un valore ompreso tra 16 e56, mentre si pu�o dimostrare he il valore �e ompreso tra 35 e 41.Diamo ora, per p = q, una minorazione migliore della (p� 1)2 + 1 datadalla (3), dimostrando he R(p; p) � 2(p�2)=2; p � 3. Sia n un intero eoloriamo gli arhi di Kn on due olori. Vi sono in tutto 2(n2) olorazioni.Quante di queste danno luogo a un Kp monoromatio? Fissato un Kp, tratutte 2(p2) olorazioni di questo due sole sono monoromatihe, e dunque tratutte le 2(n2) di Kn, ve ne sono 2(n2) 22(p2) per le quali il �ssato Kp �e mono-romatio. Poih�e vi sono �np� gra� Kp in Kn, abbiamo al pi�u �np�2(n2) 22(p2)olorazioni he danno luogo a un Kp monoromatio. Ne segue he se: np!2(n2) 22(p2) < 2(n2)esiste una olorazione priva di Kp monoromatii. In altri termini, se esisten tale he  np! 22(p2) < 1il orrispondente Kn ammette una olorazione senza Kp monoromatii.Prendiamo n = b2 p�22 . Riordando he �np� < np e poih�e 1� p(p� 1)=2 <�p(p� 2)=2 si ha: np! 22(p2) < np21� p(p�2)2 < b2 p�22 p2�p(p�2)2 � 2 p2�2p�p2+2p2 = 20 = 1:III{9



Ne segue R(p; p) � 2 p�22 .L'argomento ora usato si presta a una interpretazione probabilistia (eper questo motivo si hiama anhe "metodo probabilistio"). Pi�u preisa-mente, si olorino gli arhi di Kn in modo asuale: dato un aro, si laniauna moneta e se il risultato �e testa si olora l'aro di blu, se �e roe si oloradi rosso, e si ripete l'operazione per tutti gli arhi. Un aro aquista dun-que uno dei due olori on probabilit�a 12 ; le olorazioni dei vari arhi sonotra loro indipendenti. Si onsideri ora un Kp; esso ha �p2� arhi, quindi leolorazioni possibili sono 2(p2). La probabilit�a he tutti gli arhi siano blu �eallora 1=2(p2), e la stessa he siano tutti rossi. La probabilit�a di una olora-zione monoromatia �e allora 2=2(p2). In Kn vi sono �np� gra� Kp, e dunquela probabilit�a he in una olorazione di Kn vi sia un Kp monoromatio �eP = �np� 22(p2) . A�ermare he in qualunque olorazione di Kn esiste un Kpmonoromatio, signi�a a�ermare he la probabilit�a di trovare un Kp mo-noromatio in ogni olorazione di Kn �e uguale a 1. Se dunque per un erton si ha P < 1, esiste almeno una olorazione del Kn orrispondente senzaKp monoromatii.Per n = b2 p�22 , si ha, prendendo il logaritmi dei due membri, log2 n =p�22 e p = 2 log2 n + 2. In termini probabilistii i�o signi�a he una o-lorazione asuale di Kn �e molto probabile he non ontenga un K2 log2 n+2monoromatio. Se ad esempio si vuole ostruire una 2{olorazione degliarhi di K1024 (1024 = 210), avendosi 2 log2 210 + 2 = 20 + 2 = 22 si pu�oolorare K1024 senza he vi siano K22 monoromatii laniando una moneta�10242 � volte. La probabilit�a he la olorazione ottenuta ontenga un K22monoromatio �e inferiore a 21120! .Il numero di Ramsey R(p; p) rese dunque esponenzialmente al reseredi p. (La minorazione si pu�o migliorare a 2p=2).Esempi. 1. Sia a1; a2; : : : ; aN una suessione di numeri reali distinti, esia N � R(n; n). Allora esiste o una sottosuessione resente oppure unaderesente di lunghezza n (il signi�ato �e il seguente: una suessione dinumeri reali, per quanto arbitraria, se �e abbastanza lunga ontiene sempreuna sottosuessione he presenta una erta regolarit�a). Infatti, sia X =f1; 2; : : : ; Ng l'insieme degli indii dei termini della suessione; oloriamole oppie i; j 2 X (gli arhi di KN ), on i < j, in blu se ai < aj e in rossose ai > aj. Poih�e N � R(n; n), per il teorema, esiste in KN o un Knblu oppure un Kn rosso. Ma i vertii di un Kn blu sono gli indii di unasuessione resente: se infatti i1 < i2 < : : : e gli arhi sono blu, alloraIII{10



ai1 < ai2 < : : :. Analogamente, i vertii di un Kn rosso sono gli indii diuna suessione deresente.Questo risultato si pu�o preisare ome segue. Sia N = n2 + 1; allo-ra in ogni suessione di N numeri distinti a1; a2; : : : ; aN esiste una sot-tosuessione resente o una desresente di lunghezza n + 1. Infatti,poniamo:i: numero di termini della pi�u lunga suessione resente he terminain ai;di: numero di termini della pi�u lunga suessione deresente he omin-ia in ai.A due numeri distinti ah e ak, h < k, della suessione non pu�o orri-spondere una stessa oppia (i; di). Infatti, se ah < ak, allora k > h (sipu�o aggiungere almeno ak in fondo alla suessione resente he termina inah); se ah > ak, allora dh > dk (si pu�o aggiungere almeno ak in testa allasuessione deresente he inizia in ah). I numeri i e di sono ompresi tra1 e N ; se N > n2, essi non possono essere tutti ompresi tra 1 e n, altrimentidarebbero al massimo n2 oppie, e dunque la suessione data avrebbe alpi�u N � n2 termini, ontro l'ipotesi. Per almeno un i si ha allora, i > no di > n, e dunque il termine orrispondente ai �e l'ultimo termine di unasuessione resente di almeno n+1 termini, o il primo di una suessionederesente lunga n+1. Si osservi he, per la (3), n2 +1 �e il valore minimoper R(n+ 1; n+ 1).Ad esempio, on n = 3, disponendo i numeri da 1 a 10 (10 = 32 + 1)ome segue: 6,5,9,3,7,4,1,10,2,8, non vi sono suessioni resenti di quattronumeri, ma e ne sono di deresenti, ome la 6,5,3,1 o la 9,7,4,2.Con meno di n2+1 numeri il risultato non �e pi�u vero. Sempre on n = 3,prendiamo i numeri da 1 a 9: nella suessione 3,6,9,2,5,8,1,4,7, la massimalunghezza delle suessioni resenti o deresenti �e 3. Pi�u in generale, nellasuessione dei numeri da 1 a n2:n; 2n; : : : ; n2; n� 1; 2n� 1; : : : ; n2 � 1; : : : ; 1; n+ 1; : : : ; (n� 1)n+ 1la massima lunghezza delle suessioni resenti o deresenti �e n (si vedaanhe l'es. 3).Teorema 4. (Shur) Per ogni r, esiste N = N(r) tale he se i primi Nnumeri naturali sono ripartiti in r lassi (sono olorati on r olori), visono due numeri a e b (non neessariamente distinti) tali he a,b e a + bappartengono alla stessa lasse (hanno lo stesso olore).Dim. Sia N � R(3; 3; : : : ; 3; 2) (r volte 3). Una r{olorazione degliinteri 1; 2; : : : ; N indue una r�olorazione degli arhi di KN on r oloriIII{11



seondo la seguente regola: dare all'aro fi; jg il olore dell'intero ji�jj. Perde�nizione di N esiste, per il teorema di Ramsey pi�u generale, un triangolomonoromatio fx; y; zg, io�e tre interi x < y < z tali he z�x; z�y e y�xhanno lo stesso olore. Allora on a = z � y e b = y� x si ha a+ b = z � x,e il risultato. }Vediamo ora ome estendere il teorema di Ramsey dalla olorazione delleoppie a quella dei sottoinsiemi on pi�u di due elementi. Consideriamo ilaso dei 3{sottoinsiemi e di 2 olori.Teorema 5. Siano p; q � 3. Allora esiste un intero positivo n tale he,olorando on due olori blu e rosso i 3�sottoinsiemi un n�insieme, questoontiene o un p�sottoinsieme on tutti i 3�sottoinsiemi di olore blu, oppureun q�sottoinsieme on tutti i 3�sottoinsiemi di olore rosso.Dim. Per induzione su p + q. Per p = 3 il risultato �e ovvio: se nonesistono 3{sottoinsiemi blu vuol dire he tutti i 3{sottoinsiemi sono rossi, edunque si ha il risultato on n = q. Analogamente per q = 3 on n = p.Supponiamo allora p; q � 3, e il risultato vero per (p � 1) + q ; esiste io�en1 tale he se un insieme on n1 elementi viene olorato on due olori blue rosso, allora o esiste un (p � 1)�sottoinsieme, tutti i 3{sottoinsiemi delquale sono blu, oppure un q�sottoinsieme tutti i 3{sottoinsiemi del qualesono rossi. Analogamente per p + (q � 1): esiste n2 tale he se un insiemeon n2 elementi viene olorato on due olori blu e rosso, allora esiste oun p�sottoinsieme, tutti i 3{sottoinsiemi del quale sono blu, oppure un(q � 1)�sottoinsieme tutti i 3{sottoinsiemi del quale sono rossi.Consideriamo ora il numero di Ramsey R = R(n1; n2; 2) e sia n = R +1. Dimostriamo he questo n �e l'intero erato. Coloriamo l'insieme V =f1; 2; : : : ; R;R+1g on due olori, e a partire da questa olorazione oloriamoil grafo ompleto KR dando all'aro (i; j) il olore del 3{s.i fi; j; R+1g. Perde�nizione di R, esistono o un Kn1 on tutti gli arhi blu o un Kn2 ontutti gli arhi rossi. Per �ssare le idee supponiamo he esista un tale Kn2 ,e sia V2 il relativo insieme di vertii. In partiolare, se i; j 2 V2, la ternafi; j; R+1g di elementi di V �e blu. Ma per l'ipotesi induttiva, in V2 esiste o unp�sottoinsieme on tutti i 3{sottoinsiemi blu, o un (q�1)�sottoinsieme ontutti i 3{sottoinsiemi rossi. Nel primo aso abbiamo un p�sottoinsieme diV on tutte le terne gialle, e il teorema �e dimostrato. Supponiamo allora heesista un (q � 1)�sottoinsieme W di V2 on tutti i 3{sottoinsiemi rossi; perogni i; j 2W il 3{sottoinsieme fi; j; R+1g �e rosso, e dunque i 3{sottoinsiemidel q�sottoinsieme W [ fR+ 1g sono rossi. }III{12



Sriviamo Rk(p; q) per R(p; q; k). Dalla dimostrazione del teorema segue:R3(p; q) � R2(R3(p� 1; q); R3(p; q � 1)) + 1he permette di dimostrare l'esistenza dei numeri di Ramsey R3 per in-duzione, a partire da quella degli R2. In generale, per k�sottoinsiemi,1 < k <min(p; q), si pu�o dimostrare, in modo analogo,Rk(p; q) � Rk�1(Rk(p� 1; q); Rk(p; q � 1)) + 1:(Dati X di ardinalit�a il seondo membro della preedente disuguaglianza,e x 2 X, olorare un (k� 1)�sottoinsiemi � 2 Y = X n fxg on il olore delk�sottoinsieme � [ fxg; per induzione Y ha un sottoinsieme di ardinalit�aRk(p� 1; q) on tutti i (k � 1)�sottoinsiemi blu, e.).Nota. Teoremi di tipo Ramsey si hanno non solo per insiemi ma anhe per struttu-re, ad esempio quella di spazio vettoriale. Si ha il seguente risultato: dati un ampo�nito K e tre interi r,k e p, esiste n tale he, olorando on r olori i sottospazi didimensione k dello spazio vettoriale di dimensione n su K, esiste un sottospazio didimensione p i ui sottospazi di dimensione k hanno tutti lo stesso olore.Nota. Il teorema di Ramsey si pu�o generalizzare ome segue (k = 2). Supponiamohe gli n vertii del grafo ompleto Kn dato dal teorema siano numerati 1; 2; : : : ; n;allora si pu�o trovare un insieme di p vertii, uno dei quali porta un numero minoredi p, e tale he il Kp orrispondente sia monoromatio. Se l'esistenza di R(r; p) (ilminimo n) si pu�o dimostrare per tutte le oppie r; p nell'aritmetia di Peano (AP)(io�e on metodi �nitistii), per il nuovo minimo R�(r; p) i�o non �e pi�u possibile (sipu�o dimostrare per ogni �ssata oppia r; p ma non in generale per tutte le oppie).Si tratta di un risultato di Paris e Harrington (1977), ed �e dovuto alla resitaestremamente rapida di R�(r; p) ome funzione di r e p. Si ha os�� un risultato ditipo G�odel, io�e di una proposizione he si pu�o enuniare in AP, he �e vera, ma non�e dimostrabile in AP.2 Il aso in�nitoEnuniamo, senza dimostrazione, un famoso teorema di van der Waerden,dimostrato nel 1927, dunque prima del teorema di Ramsey, ma he rientranello stesso ordine di idee di questo:Teorema 6. Dati due numeri naturali r ed l esiste un numero naturaleW (r; l) tale he, se si olorano i numeri 1; 2; : : : ;W (r; l) on r olori, esi-ste una progressione aritmetia monoromatia a; a + d; : : : ; a + (l � 1)d dilunghezza l. }III{13



Ad esempio, W (2; 3) � 9. Infatti, olorando i numeri da 1 a 8 ondue olori B ed R ome segue: BRRBBRRB non vi sono tre interi inprogressione aritmetia. (Si pu�o dimostrare he W (2; 3) = 9).La forma originaria del teorema (forma \in�nita"), equivalente a quellaora vista , �e la seguente:Teorema 6'. Se gli interi positivi sono ripartiti in un numero �nito r dilassi (il numero r del Teor. 6), una delle lassi ontiene una progressionearitmetia arbitrariamente lunga. }Non �e per�o immediato veri�are l'equivalenza dei due enuniati. Non sipu�o rihiedere invee he una delle lassi ontenga una progressione aritme-tia in�nita. Basta infatti prendere r = 2 e ripartire gli interi in due lassi,blu e rossa, olorando 1 di blu, 2 e 3 di rosso, 4,5 e 6 di blu, 7,8,9 e 10 dirosso, e os�� via. Se la di�erenza ostante della progressione �e d, a un ertopunto la progressione inontrer�a un intero blu, e a un erto punto anhe unorosso, e io�e non appena i blohi blu e rossi raggiungono la lunghezza d.Non si pu�o quindi hiedere he vi sia una progressione aritmetia in�nitamonoromatia. Il teorema di van der Waerden a�erma he se ne pu�o otte-nere una monoromatia he pur non essendo in�nita �e per�o arbitrariamentelunga.Se non si rihiedono altre propriet�a (ome ad esempio, nel aso degliinteri, he l'insieme in�nito monoromatio sia una progressione aritmetia)ma solo he esista sempliemente un insieme in�nito monoromatio, allorasi ottiene una forma \in�nita" del teorema di Ramsey (he �e poi la versioneoriginaria) della quale ora i oupiamo. Come nel aso �nito, il prototipo�e il prinipio dei assetti:se gli elementi di un insieme in�nito sono olorati on un numero �nitodi olori, allora esiste un sottoinsieme in�nito monoromatio.Teorema 7. (ramsey) Siano k,r interi positivi, e supponiamo he i k{sottoinsiemi di un insieme in�nito X siano olorati on r olori. Alloraesiste un sottoinsieme in�nito Y di X on tutti i k{sottoinsiemi dello stessoolore.Dim. Dimostriamo il teorema nel aso k = 2, e un insieme numerabileN ontenuto in X (basta segliere una suessione di elementi di X). Dimo-striamo io�e he se le oppie di numeri naturali sono olorate on r olori,allora esiste almeno un sottoinsieme monoromatio in�nito di queste op-pie (ovvero, in termini di gra�, olorando on r olori gli arhi di un grafoIII{14



ompleto KN , dove N �e l'insieme degli interi, esiste un KM � KN , on Min�nito, tutti gli arhi del quale hanno lo stesso olore). De�niamo una su-essione di elementi (vertii) a1; a2; : : : e una di sottoinsiemi A1 � A2 � : : :ome segue: sia a0 2 N e poniamo A1 = N n fa0g. Le oppie (gli arhi)(a0; b); b 2 A1 sono in�nite perh�e tale �e A1, e dunque ne esistono in�ni-te di uno stesso olore; siano queste (a0; b); b 2 B1 � A1. Sia a1 2 B1,A2 = B1 n fa1g; allora A2 ontiene un sottoinsieme in�nito B2 tale he leoppie (a1; b), b 2 B2, hanno lo stesso olore, uguale o diverso dal preeden-te. Continuando in questo modo otteniamo una suessione a0; a1; a2; : : : diinteri e una di sottoinsiemi B0 = N � B1 � B2 � : : : on ai 2 Bi tali heper ogni ai le oppie (ai; b); b 2 Bi+1 hanno uno stesso olore (si osservi heper ogni i = 0; 1; 2 : : : il olore delle oppie (ai; b) dipende solo da ai):f(a0; b); b 2 B1g; olore 0;f(a1; b); b 2 B2g; olore 1;...f(ai; b); b 2 Bi+1g olore i;...Poih�e i olori sono in numero �nito, un olore, e sia , deve omparirein�nite volte in questa lista; siano allora:...(ai1 ; b); b 2 Bi1+1; olore ;...(ai2 ; b); b 2 Bi2+1; olore ;...(ais ; b); b 2 Bis+1; olore ;...in�nite oppie tutte dello stesso olore . Dio he l'insiemeS = fai1 ; ai2 ; : : :gIII{15



�e l'insieme erato. Infatti, S �e in�nito; inoltre, le oppie (aij ; ait) di elementidi S sono oppie he si trovano nella lista preedente, hanno io�e tutte ilolore . Infatti, sia ij < it; allora ait 2 Bit � Bit�1 � : : : � Bij+1, e peri�ola oppia (aij ; ait) �e una delle oppie dell'insieme f(aij ; b); b 2 Bij+1g hefa parte della lista di sopra, e dunque ha il olore . }Come appliazione del Teor. 7 dimostriamo la seguente versione in�nita delteorema di Shur:se si olorano i numeri naturali on r olori esistono due numeri a e btali he a,b e a+ b hanno lo stesso olore.Diamo alla oppia (x; y) il olore di jx� yj (ome nel aso �nito). Per ilTeor. 7, on k=3, esiste un triangolo monoromatio e ome nel aso �nitosi ha il risultato.Il teorema di Ramsey �nito si pu�o dedurre da quello in�nito utilizzandoil seguente lemma di K�onig sui gra� orientati. Un grafo si die orientato sei suoi arhi sono orientati, io�e se le oppie di vertii (u; v) he danno gliarhi sono oppie ordinate; diremo he l'aro (u; v) ese da u ed entra in v.Un ammino orientato in�nito �e una suessione in�nita di vertii distintiv0; v1; v2; : : : tale he (vi; vi+1) �e un aro orientato per i = 0; 1; 2; : : :Lemma. (K�onig) Sia dato un albero in�nito orientato nel quale da ognivertie esono solo un numero �nito di arhi, e sia u un vertie tale he, perogni n, esiste un ammino di lunghezza n il ui vertie iniziale �e u. Alloraesiste un ammino in�nito il ui vertie iniziale �e u.Dim. Poih�e esistono solo un numero �nito di arhi usenti da u, almenouno di questi, e sia (u; u1), �e tale he per ogni n, u1 �e il punto d'inizio di unammino di lunghezza n. Il vertie u1 si trova allora nelle ondizioni di u, eproseguendo ome on u troviamo un ammino in�nito u0 = u; u1; : : : }Ci serviremo di questo lemma per dimostrare la versione �nita del teore-ma di Ramsey (Teor. 1, generalizzazione on k � 2 e p1 = p2 = : : : = pr = p)a partire da quella in�nita (Teor. 7). Enuniamo di nuovo il teorema.Teorema. Dati r; k; p interi positivi, esiste un intero positivo n on lapropriet�a he se i k�sottoinsiemi di un insieme on n elementi sono oloration r olori, esiste un sottoinsieme on p elementi monoromatio.Dim. Consideriamo l'insieme in�nito di vertii v1; v2; : : :, e i orrispon-denti gra� ompleti K1 su v1, K2 su v1 e v2, . . . , Kn su v1; v2; : : : ; vn,. . . .Ci limitiamo al aso k = 2 (gli arhi dei Kn). Supponiamo he il Teor. 1 siaIII{16



falso per due interi r; p. Ci�o signi�a he per ogni intero positivo n esisteuna r�olorazione n degli arhi di Kn he non rea un Kp monoromatio.Data una olorazione di questo tipo n+1 di Kn+1, sopprimendo gli arhi heunisono il vertie vn+1 di Kn+1 ai vertii di Kn si ottiene un Kn anh'essoolorato on una n del tipo rihiesto (altrimenti Kn, e quindi anhe Kn+1,onterrebbe un Kp monoromatio). Possiamo onsiderare allora l'alberoi ui vertii sono olorazioni n di Kn he non reano Kp monoromatii,e '�e un aro he unise n a n+1 se n �e una restrizione della n+1 agliarhi di Kn. Le ipotesi del lemma di K�onig sono soddisfatte: le olorazionisono in numero �nito e dunque anhe i gradi dei vertii; inoltre per ogni nsi ha un ammino di lunghezza n da 1 a n (basta prendere una n di Kne onsiderarne le restrizioni �no a 1). Esiste allora un ammino in�nitoC = f1; 2; : : :g. Colorando i sottoinsiemi on 2 elementi dell'insieme in�-nito N = fv1; v2; : : :g nel modo indiato dalle olorazioni n 2 C dei Kn, gliarhi di KN , io�e le oppie dell'insieme in�nito N , vengono ripartiti nelle rlassi date dai olori senza reare Kp monoromatii; ma i�o ontraddie ilteorema di Ramsey in�nito (Teor. 7). }In modo analogo dimostriamo, sempre utilizzando il lemma di K�onig, he�e possibile ottenere il teorema di van der Waerden �nito (Teor. 6) da quelloin�nito (Teor. 6'). Come sopra, la dimostrazione �e per assurdo. Supponiamohe esistano r e l, tali he per ogni n esista una partizione pn (olorazione)di f1; 2; : : : ; ng in r lassi (r olori) senza he vi siano progressioni aritme-tihe di lunghezza l in aluna delle parti (progressioni monoromatihe dilunghezza l). Prendiamo ome vertii dell'albero del lemma di K�onig lepartizioni pn; '�e un aro tra pn e pn+1 se le due partizioni oinidono suf1; 2; : : : ; ng. Un ammino in�nito, he esiste per il lemma di K�onig, insegnaome ripartire gli interi in r lassi senza he vi siano progressioni aritmeti-he di lunghezza l monoromatihe in aluna lasse, in ontraddizione onil teorema di van der Waerden in�nito.Esempi. 1. Dimostriamo, faendo uso del Teor. 7, he ogni suessionefaig di numeri reali ontiene una sottosuessione monotona (resente, de-resente o ostante). La dimostrazione �e analoga a quella gi�a vista nel aso�nito. Sia faig la suessione data. Con X uguale all'insieme degli interi,oloriamo le oppie di interi (i; j), on i < j, in blu se ai < aj , in rosso seai > aj e in verde se ai = aj . Per il teorema esiste un sottoinsieme in�nitoY degli interi tutte le oppie del quale hanno uno stesso olore. Se questoolore �e blu, gli elementi di Y sono indii di una suessione resente: seinfatti i1 < i2 < : : : e gli arhi sono blu, allora ai1 < ai2 < : : :. Se le oppieIII{17



di elementi di Y sono rosse, dati i; j 2 Y si ha ai > aj , e se i1 < i2 < : : : lasottosuessione faig, i 2 Y , �e deresente. Se in�ne sono verdi si ha unasottosuessione ostante.2. Dimostriamo ora il teorema di Bolzano{Weierstrass: ogni suessio-ne limitata di numeri reali ontiene una sottosuessione onvergente. Perquanto appena visto sappiamo he la suessione ontiene una sottosues-sione monotona. Sia allora faig una suessione limitata e monotona dinumeri reali. Supponiamo he sia resente; sia l l'estremo superiore del-l'insieme degli ai, e dimostriamo he questo l �e il limite della suessione.Infatti, dato " > 0, esiste n = n(") tale he an > l � ", ed essendo la su-essione resente, per ogni m � n si ha am > an e dunque am > l � ". Mapoih�e l �e l'estremo superiore si ha anhe am < l + ". Dunque jam � lj < "per ogni m � n, e allora, per de�nizione, l �e il limite della suessione. Sela suessione �e deresente si ha l'analogo onsiderando l'estremo inferiore;se �e ostante �e banalmente onvergente.3 Poligoni onvessiConsideriamo in�ne alune appliazioni di tipo geometrio del teorema diRamsey he riguardano i poligoni onvessi. Riordiamo he un insieme dipunti del piano si die onvesso se ontenendo due punti ontiene anhe ilsegmento di retta he li ongiunge. L'involuro onvesso di un insieme dipunti �e il pi�u piolo insieme onvesso he lo ontiene (l'intersezione di tuttigli insiemi onvessi he lo ontengono). Un poligono onvesso �e l'involuroonvesso di un insieme �nito di punti.Vediamo due propriet�a preliminari dei poligoni onvessi; riordiamo hepunti del piano si diono essere in posizione generia se non e ne sono maitre su una stessa retta.a) Dati 5 punti in posizione generia, 4 sono i vertii di un quadrilateroonvesso.Se l'involuro onvesso �e un quadrilatero non '�e niente da dimostrare; se�e un pentagono, quattro vertii qualunque formano un quadrilatero onvesso.Sia allora un triangolo, on vertii A;B e C, e siano D e E gli altri duepunti. La retta DE inontra due lati del triangolo, e siano AB e AC, e ilquadrilatero BCDE �e onvesso.b) Dati n � 4 punti del piano, se a 4 a 4 essi sono vertii di un quadrilateroonvesso, allora gli n punti sono i vertii di un poligono onvesso.Altrimenti, uno dei punti, e sia A, appartiene all'involuro onvesso deirimanenti n� 1; l'involuro avr�a ome vertii aluni di questi vertii. AlloraIII{18



A si trova all'interno di uno dei triangoli formati da tre dei vertii, e sianoB;C e D, o sul segmento BC. Ma allora ABCD non sono i vertii di unquadrilatero onvesso.Teorema 8. Sia p � 4 un intero positivo. Allora esiste N = N(p) tale hetra N punti nel piano in posizione generia ve ne sono p he sono i vertiidi un poligono onvesso.Dim. Sia N = R(p; 5; 4). Dati N punti nel piano, oloriamo un sot-toinsieme on 4 punti di blu se i punti formano un quadrilatero onvesso, dirosso altrimenti (io�e se uno dei punti �e ontenuto nell'involuro onvessodegli altri tre). Per il teorema di Ramsey, o esistono p punti tali he ogni4{sottoinsieme �e blu, oppure 5 punti tali he i 4{sottoinsiemi di questi sonorossi. Per a) non vi sono insiemi di 5 punti olorati di rosso. Dunque ilseondo aso �e impossibile. Sussiste allora il primo aso, e per b) i p puntiformano un poligono onvesso. }EseriziPrinipio dei assetti1. Dimostrare he in un grafo vi sono due vertii he hanno lo stesso grado.2. Coloriamo i punti del piano on due olori. Dimostrare he esiste unrettangolo on i vertii dello stesso olore.3. Supponiamo he a una ena i ommensali siano seduti a un tavolo rotondo.Se i loro nomi sono sritti su dei segnaposto, e nessuno �e seduto davanti al proprionome, �e possibile ruotare il tavolo in modo he almeno due persone siano sedutedavanti al proprio nome? (Si suppone he i nomi siano tutti diversi.)4. Dimostrare he segliendo pi�u della met�a degli interi da 1 a n ve ne sonodue la ui somma �e n+ 1.5. Dimostrare he dati n interi positivi, ve ne sono aluni (anhe uno solo) laui somma �e divisibile per n.6. Dimostrare he segliendo omunque n+ 1 interi tra 1 e 2n:i) ve ne sono due la ui somma �e dispari;ii) ve ne sono due relativamente primi;iii) ve ne sono due tali he uno �e multiplo dell'altro (sugg. per iii): ogni intero�e della forma 2kh, on k � 0 e h dispari).7. Dati inque punti in un quadrato di lato 1 dimostrare he almeno due distanomeno di p22 . III{19



8. Dimostrare he in qualunque modo si selgano inque punti in un triangoloequilatero di lato 1 ve ne sono sempre due la ui distanza �e minore o uguale a 1=2.9. Sia n dispari, e sia a1; a2; : : : ; an una permutazione di 1; 2; : : : ; n. Dimostrarehe una delle di�erenze i� ai �e un numero pari. Cosa si pu�o dire se n �e pari?10. Dimostrare he:i) dati omunque 5 interi ne esistono 3 la ui somma �e divisibile per 3;ii) dati omunque 17 interi ne esistono 5 la ui somma �e divisibile per 5.iii) dati omunque 37 interi ne esistono 7 la ui somma �e divisibile per 7.iv) in generale, se p �e un numero primo, dati omunque (p � 1)2 + 1 interi neesistono p la ui somma �e divisibile per p.11. Dimostrare he segliendo 55 numeri distinti tra 1 e 100 (inlusi) '�e unaoppia la ui di�erenza �e uguale a 10 e un'altra la ui di�erenza �e uguale a 12.Dimostrare he il risultato non �e pi�u vero se si rihiede he la di�erenza sia ugua-le a 11. (Sugg.: nel primo aso onsiderare le 10 oppie sui primi 20 numeri:(1,11),(2,12),. . . , (10,20), le 10 sui seondi venti: (21,31),. . . ,(30,40),. . . , le 10 sugliultimi 20: (81,91),. . . ,(90,100); nel seondo le 12 oppie: (1,13),(2,14),. . . ,(12,24), eanalogamente per i numeri da 25 a 48,. . . , da 73 a 96, lasiando da soli 97,98,99,100).12. Dimostrare he segliendo pi�u della met�a dei sottoinsiemi di un insiemeon n elementi:i) ve ne sono almeno due tali he uno �e ontenuto nell'altro. (Sugg.: �ssato unelemento x dell'insieme onsiderare le oppie fA;A [ fxgg, per ogni sottoinsiemeA he non ontiene x. Queste oppie sono in numero di 2n�1);ii) se nessuno dei sottoinsiemi selti �e vuoto, ve ne sono almeno due tali henessuno dei due �e ontenuto nell'altro. (Sugg.: onsiderare le oppie di sottoinsiemiostituite da un sottoinsieme e dal proprio omplementare; queste oppie sono innumero di 2n�1).13. Dimostrare la seguente forma del prinipio dei assetti (prinipio di Fubini):se ogni assetto ontiene in media p oggetti, allora '�e almeno un assetto on almenop oggetti e almeno un assetto on al pi�u p oggetti (Sugg.: se p �e la media aritmetiadi n interi, almeno uno degli interi �e maggiore o uguale a p e almeno uno �e minoreo uguale a p).Teoria di Ramsey1. Quanto vale il numero di Ramsey R(p1; p2; : : : ; pr; 1)?2. Dimostrare he olorando K6 e K7 on due olori si ottengono, rispettiva-mente, almeno due e almeno tre triangoli monoromatii.3. Dimostrare la seguente generalizzazione del risultato visto negli esempi:data una suessione di numeri reali distinti a1; a2; : : : ; amn+1 esiste o una sot-tosuessione resente di lunghezza m + 1 oppure una deresente di lunghezzan+ 1.4. Dimostrare he la (1) del Teor. 1 si pu�o generalizzare a tre olori omeIII{20



segue: R(p; q; r) � R(p� 1; q; r) +R(p; q � 1; r) +R(p; q; r � 1)� 1;e a s olori:R(p1; p2; : : : ; ps) � R(p1 � 1; p2; : : : ; ps) +R(p1; p2 � 1; : : : ; ps) + � � �+ R(p1; p2; : : : ; ps � 1)� s+ 2:5. Dimostrare he R(3; 3; 3) � 17 (si pu�o dimostrare he vale il segno di ugua-glianza). (Sugg.: appliare l'es. 15, oppure direttamente osservando he �ssatoun vertie v, vi sono almeno 6 arhi inidenti a v di uno stesso olore).
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