
Corso di CombinatoriaA. Ma
h�� Dispensa IVSistemi di rappresentanti distinti. Mat
hing. Reti e 
ussi1 Teorema di HallDati un insieme A = f1; 2; : : : ; ng e una famiglia A1; A2; : : : ; Am di sottoin-siemi di A, in numero �nito ma non ne
essariamente distinti, un sistemadi rappresentanti distinti (SRD) per gli insiemi della famiglia �e un insiemedi elementi distinti a1; a2; : : : ; am, 
on ai 2 Ai (questi elementi si pensanorappresentare 
ias
uno un insieme della famiglia). Un SRD si di
e an
hetrasversale della famiglia.Esempi. 1. Sia A = f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8g, e sianoA1 = f5; 6; 7g, A2 = f1; 5; 8g, A3 = f4; 5; 7g, A4 = f1; 6g, A5 = f2; 4; 6; 7g,A6 = f3; 7g, A7 = f3g.Un SRD �e dato da 5; 1; 4; 6; 2; 7; 3, un altro da 6; 5; 4; 1; 2; 7; 3, un altroan
ora da 6; 8; 4; 1; 2; 7; 3. Si osservi 
he gli elementi dei primi due sistemiformano lo stesso insieme, ma i due SRD sono diversi: nel primo sistemal'insieme A1 �e rappresentato dall'elemento 5, mentre nel se
ondo da 6.2. La famiglia:A1 = f1; 2; 3g; A2 = f1; 3g; A3 = f2; 3g; A4 = f1; 2g;non ammette SRD: non possiamo trovare 4 elementi distinti per
h�e vi sonoin tutto solo tre elementi disponibili.3. Nella famiglia:A1 = f1; 2g; A2 = f1; 3g; A3 = f2; 3g; A4 = f2g; A5 = f1; 4; 5gvi sono 5 elementi disponibili, ma non possiamo s
egliere 5 elementi distintida 
ias
uno degli insiemi in quanto i primi 4 insiemi 
ontengono in tutto 3elementi. IV{1



Dagli esempi pre
edenti si vede 
ome per l'esistenza di un trasversale peruna famiglia A1,A2,. . . ,Am sia ne
essario 
he per ogni k, k = 1; 2; : : : ;m,s
elti 
omunque k insiemi Ai1 ; Ai2 ; : : : ; Aik della famiglia, la loro unione
ontenga almeno k elementi. Formalmente:j k[j=1Aij j � k; per ogni k = 1; 2; : : : ;m: (1)La (1) va sotto il nome di 
ondizione di Hall. Un teorema dello stesso Halla�erma 
he essa �e an
he suÆ
iente.Teorema 1 (Ph. Hall, 1935). La 
ondizione (1) �e ne
essaria e suÆ
ienteper l'esistenza di un SRD per la famiglia A1,A2,. . . ,Am.Dim. La ne
essit�a �e stata gi�a vista. Per la suÆ
ienza, se m = 1, ilrisultato �e ovvio. Sia m > 1, e per induzione supponiamo 
he, per ognik < m, k insiemi 
ontengano almeno k + 1 elementi. Sia x 2 A1; togliamol'insieme A1 e l'elemento x. La 
ondizione di Hall resta soddisfatta pergli m � 1 insiemi A02; A03; : : : ; A0m 
he risultano; per induzione, esiste untrasversale per questa famiglia dim�1 insiemi; aggiungendo x se ne ottieneuno per la famiglia di origine.Resta da 
onsiderare il 
aso in 
ui per un 
erto k < m vi sono k degliAi la 
ui unione 
ontiene esattamente k elementi. L'ipotesi del teorema �esoddisfatta per questi sottoinsiemi, ed essendo k < m per induzione esisteun trasversale per questi k insiemi. Togliamo i k elementi del trasversaledagli m � k insiemi restanti. Presi 
omunque h di questi m � k insiemi(h = 1; 2; : : : ;m � k), essi 
ontengono almeno h elementi, altrimenti gli hinsiemi, pi�u i k di prima, 
he ne 
ontengono in tutto k, 
onterrebbero meno dih+k elementi, 
ontro l'ipotesi. An
he questim�k insiemi soddisfano alloral'ipotesi, e quindi per induzione essi ammettono un trasversale; assieme altrasversale per i k insiemi pre
edenti ne otteniamo uno per la famiglia dipartenza. }Il teorema �e noto nella letteratura an
he 
ome \teorema dei matrimoni",e viene enun
iato in questo modo: sia dato un gruppo di ragazze 
he 
er
anomarito, ognuna 
on una lista di ragazzi 
he sposerebbe. Allora tutte leragazze raggiungono lo s
opo se e solo se, per ogni sottoinsieme di k ragazze,i ragazzi 
he queste k hanno nelle loro liste sono in totale almeno k. Quil'insiemeA �e l'insieme dei ragazzi, e un sottoinsiemeAi �e l'insieme dei ragazzi
he si trovano nella lista della ragazza i. Un altro enun
iato �e il seguente:dato un insieme di persone, 
ias
una delle quali �e quali�
ata per 
ompiereIV{2



un 
erto numero di lavori si pu�o assegnare a ognuna un lavoro per il qualeessa �e quali�
ata se e solo se per ogni sottoinsieme di k persone i lavori peri quali queste k sono quali�
ate sono in totale almeno k. Qui l'insieme A �el'insieme dei lavori, e un sottoinsieme Ai �e l'insieme dei lavori per i quali �equali�
ata la persona i.1.1 Il teorema di Hall per matri
i 0{1Al teorema di Hall si pu�o dare la forma matri
iale seguente. Ri
ordiamo
he una famiglia di sottoinsiemi Ai, i = 1; 2; : : : ;m, di un insieme A =f1; 2; : : : ; ng, si pu�o rappresentare mediante una matri
e m� n di 0 e 1, lamatri
e di in
idenza della famiglia, 
he ha 1 nel posto (i; j) se j 2 Ai, e 0se j 62 Ai. Ad esempio, per la famiglia di sottoinsiemi A1 = f1; 2g; A2 =f3; 5g; A3 = f5g; A4 = f3g dell'insieme f1; 2; 3; 4; 5g abbiamo la matri
e diin
idenza in Fig. 1. 1 2 3 4 5A1 1 1 0 0 0A2 0 0 1 0 1A3 0 0 0 0 1A4 0 0 1 0 0Figura 1: Matri
e di in
idenzaL'ipotesi 
he, per ogni k, l'unione di k sottoinsiemi 
ontenga almeno kelementi si tradu
e allora 
ome segue:per ogni k, gli 1 
ontenuti in k righe (tra gli elementi 
ontenuti in k sottoin-siemi) devono trovarsi su almeno k 
olonne (ve ne sono almeno k distinti).L'esistenza di un SRD 
orrisponde allora all'esistenza di un insieme di1, uno per ogni riga (un elemento per ogni sottoinsieme) tali 
he non ve nesiano mai due sulla stessa 
olonna (siano tutti distinti). Diremo indipendenteun insieme di elementi di una matri
e tali 
he due non si trovano mai sullastessa linea (dove per \linea" intendiamo indi�erentemente una riga o una
olonna).Il teorema di Hall si pu�o allora enun
iare nella seguente forma matri
iale:Teorema 2. In una matri
e rettangolare di 0 e 1 esiste un insieme indi-IV{3



pendente di 1, uno per ogni riga, se e soltanto se, per ogni k, gli 1 
ontenutiin k righe si trovano su almeno k 
olonne.La matri
e della Fig. 1 non soddisfa la 
ondizione di Hall: gli 1 
he stan-no sulle ultime tre righe stanno su due sole 
olonne (gli ultimi tre sottoinsiemi
ontengono due soli elementi).Nota. �E appena il 
aso di osservare 
he 0 e 1 nel Teor. 2 rappresentano elementi didue tipi: numeri maggiori o uguali a zero, razionali o irrazionali, reali o 
omplessi,oggetti di due 
olori, e

. Cos�� ad esempio, se la matri
e 
onsta di numeri maggiori ouguali a zero e si vuole sapere se esiste un sistema indipendente di elementi positivi(
he possono an
he non essere tutti distinti), uno per ogni riga, la 
ondizione �e 
heil numero degli elementi positivi 
ontenuti in k righe si trovino su k 
olonne.La veri�
a della 
ondizione di Hall �e in generale lunga e laboriosa. Seper�o si ha qual
he informazione sugli insiemi Ai la situazione pu�o miglioraredi molto. Vediamo un esempio.Esempio. Se jAj = m, gli insiemi Ai hanno tutti la stessa 
ardinalit�a, ognielemento appartiene allo stesso numero d di Ai, e n � m allora la 
ondizionedi Hall �e soddisfatta.Infatti, se r �e la 
ardinalit�a 
omune degli Ai si ha nr = md (
ontando indue modi diversi gli 1 nella matri
e di in
idenza), e quindi n � m impli
ad � r. Supponiamo per assurdo 
he la 
ondizione di Hall non sia soddisfatta.Per un 
erto k esistono allora k sottoinsiemi Ai1 ; Ai2 ; : : : ; Aik l'unione deiquali, e sia U , 
ontiene meno di k elementi. Sempre 
ontando in due modidiversi gli 1 nella matri
e di in
idenza, questa volta degli Aij , abbiamo, sedx �e il numero di questi insiemi 
he 
ontengono x:rk = kXj=1 jAij j = Xx2U dx � djU j < dk
he 
ontraddi
e d � r.1.2 Il teorema di Hall per gra� bipartitiIn un grafo, un mat
hing M (a

oppiamento) �e un insieme di ar
hi disgiunti(
io�e senza estremi in 
omune); in un linguaggio gi�a usato in pre
edenza unmat
hing �e un insieme di ar
hi indipendenti. Un mat
hing �e massimo se �edi 
ardinalit�a massima tra tutti i possibili mat
hing, ed �e perfetto se tutti iverti
i sono a

oppiati. IV{4



V1 V2A1 � � 1A2 � � 2A3 � � 3A4 � � 4� 5Figura 2: La famiglia della Fig. 1 rappresentata 
ome grafo bipartito.Un grafo si di
e bipartito se l'insieme V dei verti
i si pu�o ripartire in duesottoinsiemi disgiunti V1 e V2 tali 
he gli ar
hi unis
ono un verti
e di V1 
onuno di V2. Se jV1j � jV2j diremo V1{mat
hing, o mat
hing 
ompleto, unmat
hing di 
ardinalit�a jV1j (
io�e se tutti i verti
i di V1 sono estremi di ar
hidel mat
hing). �E 
hiaro 
he in un grafo bipartito pu�o aversi un mat
hingperfetto solo se jV1j = jV2j.Ad esempio il grafo 
ompleto bipartito Km;n (
io�e 
on V1 = m e V2 =n, e nel quale ogni verti
e di V1 �e adia
ente a ogni verti
e di V2), ha unV1�mat
hing, e se m = n an
he uno perfetto. In K3;5, 
on V1 = f1; 2; 3g eV2 = f4; 5; 6; 7; 8g gli ar
hi (1; 4); (2; 5); (3; 6) 
ostituis
ono un V1�mat
hing.Una famiglia di sottoinsiemi di un insieme si pu�o rappresentare 
omeun grafo bipartito: i verti
i di V1 rappresentano i sottoinsiemi, quelli diV2 gli elementi dell'insieme, e 
'�e un ar
o tra un verti
e di V1 e uno di V2se il verti
e di V2 rappresenta un elemento 
he appartiene al sottoinsiemerappresentato dal verti
e di V1.In questo linguaggio la 
ondizione di Hall diventa:preso 
omunque un sottoinsieme S di k verti
i di V1 (presi 
omunque ksottoinsiemi) i verti
i J(S) di V2 adia
enti a qual
he verti
e di S (il numerodi elementi 
ontenuti nei k sottoinsiemi) sono in numero almeno uguale alnumero dei verti
i di S (�e almeno k):jJ(S)j � jSj; per ogni S � V1: (2)Il teorema di Hall si enun
ia allora 
ome segue.IV{5



Teorema 3. Sia G un grafo bipartito, V = V1 [ V2. Allora esiste unV1�mat
hing se e solo se la (2) �e soddisfatta.Dimostriamo ora il teorema di Hall in questa se
onda forma. Diamoquesta nuova dimostrazione per
h�e essa suggeris
e un algoritmo per trovareun V1�mat
hing. S
riviamo uv per (u; v).Dim. Abbiamo gi�a visto 
he la 
ondizione di Hall �e ne
essaria. Dimo-striamo ora 
he �e an
he suÆ
iente. Sia M un mat
hing, 
on jM j < jV1j;dimostriamo 
he 
he esiste un mat
hingM 0 
on jM 0j = jM j+1. L'idea delladimostrazione �e 
ostruire un 
ammino alternante, un 
ammino 
io�e nel qualegli ar
hi sono alternativamente in M e fuori di M . Poi
h�e un tale 
amminopermette di ottenere un mat
hing 
on un numero di ar
hi maggiore di quellidi M , si usa an
he dire 
he si tratta di un 
ammino aumentante. Diremo,per abuso di linguaggio, 
he un verti
e appartiene ad M se �e estremo di unar
o di M .Per ipotesi jM j < jV1j, e dunque esiste u0 2 V1, u0 62 M . Sia S = fu0g;per la (2), jJ(S)j � jSj = 1, e quindi esiste un verti
e v1 2 V2 adia
entea u0. Se v1 62 M , allora M 0 = M [ feg, dove e = u0v1, �e il mat
hingri
hiesto. Se inve
e v1 2 M per qual
he u1 2 V1, allora 
on S = fu0; u1gdalla jJ(S)j � jSj = 2 si ha 
he esiste un altro verti
e v2, distinto da v1, eadia
ente a u0 o a u1. Se v2 62M , si hanno due possibilit�a:� v2 adia
ente a u1. Consideriamo il 
ammino v2; u1; v1; u0, nel qualel'ar
o e = (u1v1) sta in M , mentre f = u1v2 e g = u0v1 no. Formiamoallora il nuovo mat
hingM 0 aggiungendo aM gli ar
hi f e g e togliendoe. M 0 ha un ar
o in pi�u di M .� v2 adia
ente a u0. Formiamo il nuovo mat
hing M 0 aggiungendo a Ml'ar
o u0v2.Sia v2 2M ; v2 �e adia
ente a u0 o a u1 
on un ar
o 
he non sta nel mat
hing(in quanto u0 62 M e u1 2 M), ma poi
h�e sta in M deve stare su un ar
odi M . Dunque esiste u2 2M , u2 6= u0; u1, adia
ente a v2 mediante un ar
odi M . Avendosi jfu0; u1; u2gj = 3 esiste un terzo verti
e v3 2 V2 adia
entea uno dei tre.Sia v3 62M . Vi sono tre 
asi:� v3 adia
ente a u2 e v2 a u0. Nel 
ammino v3; u2; v2; u0 l'ar
o u2v2appartiene al mat
hing M , gli altri due no. Si ottiene un nuovo mat-
hing M 0 togliendo a M l'ar
o u2v2 e aggiungendo gli altri due, esi ha jM 0j = jM j + 1. Se inve
e v2 �e adia
ente a u1, nel 
amminoIV{6



v3; u2; v2; u1; v1; u0 togliamo gli ar
hi u2v2 e u1v1 e aggiungiamo glialtri tre.� v3 adia
ente a u1. Nel 
ammino v3; u1; v1; u0, 
ambiando di status alprimo e al terzo ar
o si ottiene M 0 
on jM 0j = jM j+ 1.� v3 adia
ente a u0. Aggiungere v3u0 al mat
hing.Continuando in questo modo, per la �nitezza del grafo si arriva ne
essa-riamente a un verti
e vr 
he non appartiene a M . Ognuno dei verti
i vi �eadia
ente ad almeno uno degli u0; u1; : : : ; ui�1. Come nel 
aso r = 2 si haun 
ammino vr; us; vs; ut; vt; : : : ; vm; u0, nel quale gli ar
hi uv appartengonoa M , mentre gli ar
hi vu no. Costruiamo allora un nuovo mat
hing M 0togliendo da M gli ei e aggiungendo gli ej . Poi
h�e i due ar
hi esterni vruse vmu0 sono in M 0, questo mat
hing 
ontiene un ar
o in pi�u di M . }Un 
ammino u0; v1; u1; v2; u2; : : : ; uk�1; vk 
ome quello del teorema si di
eaumentante o alternante (per un mat
hingM) se gli ar
hi viui appartengonoa M , gli ar
hi ui�1vi non appartengono a M , e u0 e vk non sono in
identiad ar
hi di M . Il primo ar
o u0v1 e l'ultimo uk�1vk non sono ar
hi di M , equindi in M il 
ammino ha un ar
o di meno di quanti non ne abbia fuori diM . Il teorema dimostra 
he se la 
ondizione di Hall �e soddisfatta e M �e unmat
hing in
ompleto, allora un 
ammino alternante esiste, e 
ambiando distatus agli ar
hi si ottiene un mat
hing M 0 
he ha un ar
o in pi�u.La presenza di un 
ammino aumentante per un mat
hing M impli
aquindi 
he M non �e massimo. �E interessante osservare 
he �e vero an
heil vi
eversa, ovvero 
he l'assenza di un 
ammino aumentante impli
a 
he ilmat
hing �e massimo, 
ome dimostra il seguente teorema. Si osservi 
he nonsi suppone 
he il grafo sia bipartito.Teorema 4 (berge, 1957). In un grafo, un mat
hing M �e massimo se esolo se nel grafo non vi sono 
ammini aumentanti yper M .Dim. Se vi �e un 
ammino aumentante, allora 
ome abbiamo osservato ilmat
hing non �e massimo. Vi
eversa, supponiamo 
he M non sia massimo,e sia M 0 un mat
hing 
on jM 0j > jM j. Consideriamo il grafo H 
he 
onstadegli ar
hi 
he 
ompaiono nei due mat
hing ma non in entrambi (
onsideria-mo 
io�e la di�erenza simmetri
a di M e M 0). Ogni verti
e di H �e in
identead al pi�u un ar
o di M e di M 0, e dunque i verti
i di H hanno grado 1 o2. Le 
omponenti 
onnesse di H sono allora o 
i
li o 
ammini. Un 
i
loha lo stesso numero di ar
hi di M e di M 0 (due ar
hi dello stesso mat
hingIV{7



V1
V2

1� 2� 3� 4� 5� 6� 7� 8� 9�
10� 11� 12� 13� 14� 15� 16� 17� 18�Figura 3: Mat
hing inizialenon possono essere adia
enti). Essendo jM 0j > jM j deve esistere una 
om-ponente 
on pi�u ar
hi di M 0 
he di M , e questa allora pu�o essere solo un
ammino, e 
omin
iare e �nire 
on un ar
o di M 0. Si tratta allora di un
ammino aumentante. }Il Teor. 4 suggeris
e il seguente algoritmo per determinare un mat
hingmassimo M :1. Comin
iare 
on il mat
hing vuoto M = ;, o 
he 
ontiene un solo ar
o.2. Cer
are un 
ammino aumentante per M .3. Se un tale 
ammino si trova, 
ostruire un mat
hing M 0 
on jM 0j >jM j, e tornare al passo 2 
on M 0 al posto di M .4. Se non si trovano 
ammini aumentanti, M �e massimo.Esempio. A partire dal grafo bipartito G rappresentato in �gura 3, in 
ui�e evidenziato un mat
hing M (ar
hi pi�u s
uri), determiniamo un mat
hing
ompleto da V1 a V2 utilizzando il metodo dei 
ammini alternanti.Gli uni
i verti
i di V1 non appartenenti al mat
hing M sono 1 e 2. A partiredal verti
e 2 troviamo il 
ammino alternante (2; 12; 5; 16), 
he termina nelverti
e 16, non appartenente a M . La Fig. 4 illustra il 
ambiamento distatus degli ar
hi di questo 
ammino 
he porta al mat
hing rappresentatoin Fig. 5.A partire da 1 troviamo il 
ammino alternante (1; 14; 4; 10; 3; 13; 7; 18),
he termina nel verti
e 18, non appartenente al mat
hing. La Fig. 6 illustral'operazione 
he porta al mat
hing rappresentato nella Fig. 7, 
he �e unmat
hing perfetto.

IV{8



2� 5� 2� 5�12� 16� 12� 16�Figura 4: Primo 
ammino alternante
V1
V2

1� 2� 3� 4� 5� 6� 7� 8� 9�
10� 11� 12� 13� 14� 15� 16� 17� 18�Figura 5: Mat
hing intermedio

1� 4� 3� 7� 1� 4� 3� 7�14� 10� 13� 18� 14� 10� 13� 18�Figura 6: Se
ondo 
ammino alternante
IV{9



V1
V2

1� 2� 3� 4� 5� 6� 7� 8� 9�
10� 11� 12� 13� 14� 15� 16� 17� 18�Figura 7: Mat
hing �nale2 Teorema di K�onig{Egerv�arySe la 
ondizione di Hall non �e soddisfatta, non 
'�e un sistema di 1 indipen-denti uno per ogni riga. Ci si pu�o 
hiedere allora qual �e il numero massimo di1 indipendenti. A questa domanda risponde il teorema di K�onig{Egerv�ary,
he fa parte dei risultati detti di minimax.I risultati di minimax sono 
aratterizzati dal fatto 
he un problema riguardanteun minimo ha la stessa risposta di uno riguardante un massimo. Il prototipo diquesti problemi �e il seguente: dato un 
erto numero di oggetti ripartiti in 
lassi(
olorati 
on vari 
olori), il massimo numero di oggetti 
he si possono prenderein modo 
he ve ne sia al pi�u uno in 
ias
una 
lasse (siano tutti di 
olore diverso)�e uguale al minimo numero di oggetti 
he si devono prendere per averne almenouno di ogni 
olore. Questo numero �e ovviamente il numero delle 
lassi{
olori; siosservi la dualit�a \massimo{al pi�u" e \minimo{almeno". In un altro linguaggio, ilnumero delle 
lassi (
olori) nelle quali �e ripartito un insieme �e uguale al numero deirappresentanti distinti, uno per ogni 
lasse (uno di ogni 
olore).Dimostriamo ora il teorema fa
endo uso del teorema di Hall. Comespesso su

ede nei teoremi di 
ombinatoria, nella dimostrazione di un 
on-dizione ne
essaria e suÆ
ente una delle due 
ondizioni �e banale (
ome nel
aso di Hall la 
ondizione ne
essaria). Analogamente, nel dimostrare unauguaglianza m = n, una delle disuguaglianze m � n e n � m �e di solitobanale.Teorema 5 (K�onig{Egerv�ary, 1931). In una matri
e rettangolare di 0e 1, il minimo numero m di linee 
he nell'insieme 
ontengono tutti gli 1 �euguale al massimo numero M di 1 indipendenti.IV{10



Ad esempio, nella matri
e della Fig. 1:0BB� 1 1 0 0 00 0 1 0 10 0 0 0 10 0 1 0 0 1CCA :la prima riga e la terza e quinta 
olonna 
oprono tutti gli 1 (
on meno linee non�e possibile). Quindi m = 3, ed �e fa
ile vedere 
he vi sono tre 1 indipendenti, adesempio nei posti (1,2),(2,5) e (4,3).Dim. Se vi �e un numeroM di 1 indipendenti, poi
h�e due di questi stannosu linee diverse, sono ne
essarie almeno M linee per 
omprendere tutti gli1; dunque m � M (questa �e la parte banale del teorema). Per dimostrarel'altra disuguaglianza M � m fa

iamo vedere 
he possiamo trovare almenom 1 indipendenti. La matri
e data abbia p righe e q 
olonne, e supponiamo
he il minimo numero m di linee 
he 
ontengono tutti gli 1 sia 
ostituito dar righe e s 
olonne: m = r + s. Possiamo supporre 
he si tratti delle primer righe e delle prime s 
olonne (permutando, se ne
essario, righe e 
olonne,il 
he non in
uis
e sul valore di M e di m).Nell'esempio s
ambiamo tra loro le prime due righe, e quindi le 
olonne primae terza e se
onda e quinta:0BB� 1 1 0 0 00 0 1 0 10 0 0 0 10 0 1 0 0 1CCA �! 0BB� 0 0 1 0 11 1 0 0 00 1 0 0 01 0 0 0 0 1CCANella nuova matri
e 
onsideriamo le matri
i rettangolari A0 in alto a destra,ottenuta sopprimendo le prime s 
olonne e le righe dopo le prime r, e A00,la trasposta della matri
e in basso a sinistra ottenuta sopprimendo le primer righe e le 
olonne dopo le prime s.Nell'esempio, si ha r = 1 e s = 2:0BB� 0 0 1 0 11 1 0 0 00 1 0 0 01 0 0 0 0 1CCAe le due matri
i sono: A0 = (1 0 1); A00 = � 1 0 11 1 0 � :IV{11



Le due matri
i 
os�� ottenute soddisfano la 
ondizione di Hall. Infattise in A0, per qual
he k, gli 1 su k righe stessero su meno di k 
olonne, esiano queste in numero di k � i, gli 1 della matri
e A si troverebbero tuttisu (r � k) + (s + k � i) = r + s � i = m � i linee, ma 
i�o 
ontraddi
e laminimalit�a di m. Per la forma matri
iale del teorema di Hall (Teor. 4),esiste allora un insieme indipendente di 1, uno per ognuna delle r righe diA0. Analogamente A00 soddisfa le 
ondizione di Hall, e abbiamo allora uninsieme indipendente di 1, uno per ognuna delle s righe di A00. Poi
h�e le duematri
i A0 e A00 non hanno elementi in 
omune otteniamo in questo modoun numero r + s = m di 1 indipendenti, 
ome si voleva. }Come abbiamo visto, il teorema di K�onig{Egerv�ary utilizza il teoremadi Hall, ma a sua volta lo impli
a. Consideriamo infatti il teorema di Hallnella sua forma matri
iale (Teor. 2). Esso a�erma 
he se la 
ondizione diHall �e soddisfatta, esiste un sistema indipendente di 1, uno per ognuna dellep righe della matri
e. Ovviamente un tale sistema �e di 
ardinalit�a massima.Vogliamo quindi dimostrare 
he aggiungendo al teorema di K�onig{Egerv�ary(M = m) la 
ondizione di Hall, si ha un sistema di 1 indipendenti in numerodi p. Si ha 
io�e M = m = p, dove p �e il numero di righe della matri
e.Infatti, se il minimo numero di linee 
he 
oprono tutti gli 1 �e r + s, e siavesse r + s < p, 
onsideriamo le k = p � r righe al di fuori delle r. Gli 1su queste si trovano solo sulle s 
olonne dette, ma essendo s < p � r = k,la 
ondizione di Hall �e violata per k = p � r. Pertanto, il minimo numerodi linee 
he 
oprono tutti gli 1 �e p, e il teorema di K�onig{Egerv�ary fornis
eallora un numero di 1 indipendenti pari a p.2.1 Il teorema di K�onig{Egerv�ary per gra� bipartitiTeorema 5'. In un grafo bipartito G, V = V1 [ V2, il minimo numero diverti
i 
he nell'insieme sono in
identi a tutti gli ar
hi �e uguale al massimonumero di ar
hi in un mat
hing tra V1 e V2.Dim. Consideriamo la matri
e di adia
enza di G, e siano i verti
i diV1 indi
i delle righe, e quelli di V2 delle 
olonne. Un 1 nel posto (i; j)
orrisponde a un ar
o (ui; vj), e dunque il minimo numero di verti
i 
henell'insieme sono in
identi a tutti gli ar
hi �e uguale al minimo numero mdelle linee 
he nell'insieme 
ontengono tutti gli 1. Per il Teor. 5, questom �e uguale al massimo numero M di 1 indipendenti, e poi
h�e questi 1
orrispondono ad ar
hi 
he a due a due non hanno verti
i in 
omune (due diquesti 1 non stanno mai sulla stessa linea) gli ar
hi in questione sono ar
hiIV{12



di un mat
hing. D'altra parte gli ar
hi di un mat
hing 
orrispondono a 1indipendenti, e dunque gliM trovati 
ostituis
ono un mat
hing massimo. }3 Teorema di Birkho�{von NeumannIl prossimo Teor. 6 �e dovuto a Birkho� (e ris
operto poi da von Neumann),ed �e an
h'esso una 
onseguenza del teorema di Hall.Ri
ordiamo 
he una matri
e di permutazione �e una matri
e quadrata di0 e 1 
he ha un solo 1 in ogni riga e 
olonna. Se v = (x1; x2; : : : ; xn) �e unvettore e A una matri
e di permutazione n � n, allora se ai;j = 1, Av �e ilvettore 
he ha xj nel posto i. Ad esempio:0BB� 0 1 0 00 0 0 11 0 0 00 0 1 0 1CCA2664 x1x2x3x4 3775 = 2664 x2x4x1x3 3775 :La matri
e di questo esempio indu
e la permutazione � 1 2 3 42 4 1 3 � :Nel teorema di Hall (Teor. 4) per una matri
e quadrata, gli 1 
he il teo-rema d�a 
ome rappresentanti distinti formano una matri
e di permutazione.In una tale matri
e, la somma su ogni riga e ogni 
olonna �e 
ostante e ugualea 1. Una matri
e sto
asti
a A = (ai;j) �e una matri
e n� n a elementi nonnegativi nella quale la somma degli elementi su ogni riga (o su ogni 
olonna)�e uguale a 1: ai;j � 0; nXj=1ai;j = 1 ; i = 1; 2; : : : ; n;o analogamente sommando sulle 
olonne.Nota. Consideriamo n possibili stati di un 
erto pro
esso, e supponiamo 
he laprobabilit�a del pro
esso di passare dallo stato si allo stato sj dipenda solo dallostato si e non dagli stati pre
edenti; denotiamola 
on ai;j . Gli ai;j sono dunque unadistribuzione di probabilit�a e pertanto Pnj=1 ai;j = 1. Un tale pro
esso si 
hiama
atena di Markov (omogenea, �nita), e la matri
e delle ai;j matri
e di transizione.La matri
e A �e bisto
asti
a (o doppiamente sto
asti
a) se la somma deglielementi su ogni riga e su ogni 
olonna �e uguale a 1. Ad esempio:A = 0� 0 12 1245 15 015 310 12 1A (3)IV{13



Una matri
e di permutazione �e quindi bisto
asti
a (an
he se il 
orrispon-dente pro
esso di Markov �e deterministi
o). Vedremo tra un momento 
heogni matri
e bisto
asti
a �e una 
ombinazione 
onvessa di matri
i di permu-tazione. Pi�u in generale 
hiameremo bisto
asti
a una matri
e nella quale lasomma degli elementi su ogni riga e su ogni 
olonna �e uguale a una 
ostante� � 0.Una matri
e bisto
asti
a soddisfa la 
ondizione di Hall nel senso 
hesegue. Sia data una matri
e rettangolare i 
ui elementi sono numeri nonnegativi e non tutti nulli. La 
ondizione di Hall si esprime allora 
ome segue:per ogni k, gli elementi diversi da zero su k righe si trovano su almeno k
olonne. Nel 
aso di una matri
e bisto
asti
a, poi
h�e la somma su ogni rigae ogni 
olonna vale �, la somma degli elementi su k righe vale k�, e quindise questi elementi si trovassero su meno di k 
olonne la loro somma sarebbeminore di k�. Abbiamo quindi:Lemma. Una matri
e bisto
asti
a soddisfa la 
ondizione di Hall.In una matri
e bisto
asti
a possiamo allora trovare, per il teorema diHall, un insieme di elementi diversi da zero e indipendenti, uno per ogniriga.Data in generale una matri
e quadrata n � n, A = (ai;j), �e noto 
he ildeterminante della matri
e �e dato da:det(A) = X�2Sn sgn(�)a1;�(1)a2;�(2) � � � an;�(n);dove Sn �e il gruppo di tutte le permutazioni di n elementi, e sgn(�) �e il segnodella permutazione �, 
he vale 1 se � �e pari e {1 se �e dispari (ri
ordiamo 
heuna permutazione �e pari o dispari a se
onda se presenta un numero pari odispari di inversioni). Poi
h�e le � sono permutazioni, gli elementi di 
ias
unprodotto 
he 
ompare in det(A) si trovano, uno e uno solo, in ogni riga e
olonna.Il permanente della matri
e A �e dato dalla stessa formula senza la fun-zione sgn: per(A) = X�2Sn a1;�(1)a2;�(2) � � � an;�(n):Un termine diverso da zero in per(A) nas
e da una permutazione � tale
he gli elementi ai;�(i) sono tutti diversi da zero. Poi
h�e per i 6= j si ha�(i) 6= �(j), di questi elementi diversi da zero 
e ne �e uno e uno solo su ogniriga e 
olonna; in altri termini, un termine diverso da zero 
orrisponde a unsistema indipendente di elementi diversi da zero, 
io�e a un SRD. Vi
eversa,IV{14



ogni SRD 
ontribuis
e alla somma 
on un termine non zero. Il numerodi termini diversi da zero nella somma d�a quindi il numero di SRD. Inparti
olare, per il lemma pre
edente si ha:Corollario. Se A �e una matri
e bisto
asti
a, allora per(A) 6= 0.Teorema 6 (Birkhoff (1946), von Neumann (1953)). Sia A = (ai;j)una matri
e bisto
asti
a n� n di somma � > 0 su righe e 
olonne. AlloraA �e somma di multipli non negativi di matri
i di permutazione:A = �1P1 + �2P2 + � � �+ �mPm; �i � 0per un opportuno m.Ad esempio per la matri
e (3) si ha:0� 0 12 1245 15 015 310 12 1A = 12 0� 0 1 01 0 00 0 1 1A+ 15 0� 0 0 10 1 01 0 0 1A+ 310 0� 0 0 11 0 00 1 0 1A (4)Dim. Per induzione sul numero di elementi diversi da zero della matri
e.Essendo � > 0 vi sono almeno n elementi di questo tipo. Se ve ne sonoesattamente n, allora ve ne �e uno e uno solo su ogni riga e 
olonna, e tuttivalgono �. Ne segue A = �P , dove P �e la matri
e di permutazione 
he ha 1nei posti nei quali in A 
'�e �. Supponiamo allora 
he A abbia k > n elementidiversi da zero e supponiamo, per induzione, il teorema vero per matri
i 
onmeno di k elementi diversi da zero. S
egliamo un insieme indipendente S dielementi diversi da zero, uno per ogni riga, e sia �1 il pi�u pi

olo di questi.La matri
e 
he ha 1 nel posto (i; j), se nel posto (i; j) di A 
'�e un elementodi S e zero altrove, �e una matri
e di permutazione P1. Se A1 = A � �1P1non �e la matri
e nulla, �e an
ora una matri
e a elementi non negativi, ogniriga e 
olonna ha somma � � �1, e A1 ha meno elementi diversi da zero diA. Per induzione, A1 = mXi=2 �iPiper un 
erto m, e dunqueA = �1P1 +A1 = �1P1 + mXi=2 �iPi = mXi=1 �iPi
ome si voleva. Questa dimostrazione fornis
e un algoritmo per trovarel'espressione ri
hiesta, 
he termina quando si trova la matri
e nulla. }IV{15



Una 
ombinazione lineare �1x1 + �2x2 + � � �+ �mxm di x1; x2; : : : ; xm sidi
e 
onvessa se �1 + �2 + � � � + �m = 1 e �i � 0 per ogni i. Si ha:Corollario. Una matri
e bisto
asti
a a somma 1 �e una 
ombinazione 
on-vessa di matri
i di permutazione.Dim. Poi
h�e le righe delle Pi e della A del teorema hanno somma 1, i
oeÆ
ienti �i del Teor. 6 hanno somma 1. }In generale, nel 
aso di somma � > 0, la somma dei �i �e �.Esempio. Vediamo 
ome ottenere la de
omposizione (4) della matri
e (3)seguendo la dimostrazione del teorema. Se s
egliamo 
ome sistema indipen-dente fa2;1; a1;2; a3;3g abbiamo la matri
e di permutazione P1 =0� 0 1 01 0 00 0 1 1A;
on �1 = 12 otteniamo:A1 = A� 12P1 = 0� 0 0 12310 15 015 310 0 1A = 12 0� 0 0 135 25 025 35 0 1A = 12B1;e:A2 = B1 � 25P2 = 0� 0 0 135 25 025 35 0 1A� 25 0� 0 0 10 1 01 0 0 1A = 0� 0 0 3535 0 00 35 0 1A = 35B2:Qui B2 �e una matri
e di permutazione: B2 = P3 = 0� 0 0 11 0 00 1 0 1A. Ne segue:A = 12P1 +A1 = 12P1 + 12B1 = 12P1 + 12A2 + 15P2 = 12P1 + 15P2 + 310P3;
he �e la de
omposizione ri
hiesta. Si ha �1 = 12 ; �2 = 15 e �3 = 310 , e12 + 15 + 310 = 1.Il fatto 
he una matri
e bisto
asti
a ammetta un sistema di elementi in-dipendenti diversi da zero, uno per ogni riga, permette di dimostrare questointeressante risultato:Proposizione. Siano date due partizioni di un insieme �nito X in sottoin-siemi della stessa 
ardinalit�a:X = k[i=1Ai = k[i=1Bi; Ai \Aj = Bi \Bj = ;; i; j = 1; 2; : : : ; k;IV{16



jA1j = jA2j = : : : = jAkj = jB1j = jB2j = : : : = jBkj = n:Allora esiste un sistema di rappresentanti 
omune per gli Ai e i Bi.Dim. De�niniamo una matri
e M = (ai;j) ponendo ai;j = jAi \Bjj=n. �E
hiaro 
he 0 � ai;j � 1 (si ha ai;j = 0 se Ai \Bj = ;, e ai;j = 1 se Ai = Bj).Ogni riga di questa matri
e k � k ha somma 1:kXj=1 ai;j = 1n kXj=1 jAi \Bjj = 1n jAi \ ( k[j=1Bj)j = 1n jAi \Xj = 1n jAij = 1;e analogamente ogni 
olonna sommando su i. La matri
e M �e allora dop-piamente sto
asti
a, e pertanto esiste un sistema di ai;j 6= 0 indipendenti,uno per ogni riga. Allora il 
orrispondente insieme Ai \ Bj non �e vuoto, eprendendo un elemento in 
ias
uno di questi k sottoinsiemi si ha il sistemadi rappresentanti ri
hiesto. }4 Teorema \massimo 
usso{minimo taglio"Una rete (network, in inglese) �e un grafo orientato sugli ar
hi del quale �ede�nita una funzione 
 detta 
apa
it�a 
he asso
ia a ogni ar
o uv un numeroreale 
(uv) > 0 detto 
apa
it�a dell'ar
o, e nel quale vengono distinti dueverti
i, la sorgente s e il pozzo t, tali 
he gli ar
hi su in
identi a s sonoorientati nel senso s �! u e quelli ut in
identi a t nel senso u �! t.Data una rete, su di essa si pu�o de�nire un 
usso 
he va dalla sorgente sal pozzo t. Un 
usso �e una funzione f 
he assegna a ogni ar
o uv un numeroreale non negativo f(uv) tale 
he:i) f(uv) � 
(uv) (ammissibilit�a del 
usso: il 
usso lungo un ar
o nonsupera la 
apa
it�a dell'ar
o); se f(uv) = 
(uv) l'ar
o �e saturo.ii) Pu f(uv) =Pw f(vw) per v 6= s; t (
onservazione del 
usso: in ogniverti
e diverso dalla sorgente e dal pozzo il 
usso totale entrante �e uguale aquello us
ente).Poi
h�e per la ii) non 
'�e a

umulazione di 
usso nei verti
i intermedi, laquantit�a di 
usso us
ente da s (
io�e la somma dei 
ussi sugli ar
hi in
identia s) �e uguale a quella 
he entra in t (
io�e alla somma dei 
ussi sugli ar
hiin
identi a t): questa quantit�a 
omune �e il valore del 
usso, 
he denoteremo
on v(f). Inoltre per la i) questo valore non pu�o superare la somma delle
apa
it�a degli ar
hi us
enti da s:v(f) �X 
(su) (5)IV{17



dove u varia nell'insieme dei verti
i u adia
enti a s.Nota. Reti e 
ussi rappresentano situazioni prati
he nelle quali si tratta di inviarebeni di vario tipo (a
qua, petrolio, o an
he informazioni, e

.) da un punto (sor-gente) a un altro (pozzo) lungo una rete di 
ondutture (tubi, strade, web, e

.)di grandezze diverse 
he possono sostenere solo una quantit�a limitata di unit�a allavolta (
apa
it�a). Nei punti di giunzione tra le 
ondutture sono presenti in generalespe
iali dispositivi 
he regolano la direzione del 
usso.Un taglio (
ut in inglese) in una rete �e una partizione dei verti
i in duesottoinsiemi, X e il suo 
omplementare X, tale 
he s 2 X e t 2 X . Gli ar
hiu �! v, 
on u 2 X e v 2 X, sono gli ar
hi del taglio; la 
apa
it�a di un taglio�e la somma delle 
apa
it�a dei suoi ar
hi.Un esempio di taglio �e dato dall'insieme X, 
he 
onsta del solo verti
e s,e dal suo 
omplementare X (tutti gli altri verti
i). Gli ar
hi di questo tagliosono gli ar
hi s �! u us
enti da s e 
onsiderati nella (5). Come abbiamovisto 
on la (5), il valore di un 
usso non pu�o superare la 
apa
it�a di questotaglio. Pi�u in generale, dato un taglio (X;X), il valore del 
usso sugli ar
hiu �! v, 
on u 2 X e v 2 X , a 
ui si sottragga quello sugli ar
hi v �! u,
on u 2 X e v 2 X, �e lo stesso di quello da s a t, e questo per via della leggeii) di 
onservazione del 
usso. In altre parole:v(f) = Xu2X; v2X f(uv)� Xu2X; v2X f(vu); (6)dove la prima somma misura il 
usso sugli ar
hi 
he vanno da X a X, lase
onda il 
usso 
he va nella direzione opposta.Esempio. Nella rete della Fig. 8 sono segnati un 
usso f e un taglioX = fs; bg;X = fa; 
; d; tg (le 
apa
it�a per il momento non 
i interessano).Consideriamo il 
usso sugli ar
hi dei taglio:f(sa)+ f(s
)+ f(sd)+ f(bt) = 1+1+0+2 = 4; f(ab)+ f(db) = 1+0 = 1:La (6) d�a in questo 
aso v(f) = 4 � 1 = 3, 
he �e appunto il 
usso 
he es
eda s e arriva a t.Consideriamo an
ora la (6). Essendo i termini della se
onda somma nonnegativi si ha: v(f) � Xu2X; v2X f(uv);
IV{18



aX Xs b 
 t
d

11 10
1 0 0

20 0 0 1
Figura 8: Rete su 
ui �e de�nito un taglio.e poi
h�e, per la i), f(uv) � 
(uv), abbiamo:v(f) � Xu2X; v2X 
(uv): (7)In altre parole, non solo il valore di un qualunque 
usso non pu�o superarela 
apa
it�a del parti
olare taglio 
on X = fsg e X (tutti gli altri verti
i),
ome abbiamo visto 
on la (5), ma il valore di un qualunque 
usso non pu�osuperare la 
apa
it�a di un qualunque taglio. Ne segue:Lemma 1. Se il valore di un 
usso f �e uguale alla 
apa
it�a 
 di un taglio,allora un tale 
usso f �e massimo e la 
apa
it�a 
 del taglio �e minima.Dim. (S
riviamo f per v(f)). Infatti, se si avesse f 0 > f per qual
he f 0,allora f 0 > 
: assurdo per
h�e un 
usso non pu�o mai superare la 
apa
it�a diun taglio. Quindi f �e massimo. Se poi esistesse un taglio di 
apa
it�a 
0 < 
,allora 
0 < f , e il 
usso f sarebbe superiore alla 
apa
it�a del taglio 
0. Quindi
 �e minimo. }Sia ora f un 
usso in una rete, e sia s = u1; u2; : : : ; un�1; un = t un
ammino da s a t tale 
he lungo gli ar
hi ui �! ui+1 (ar
hi \verso t") il
usso �e minore della 
apa
it�a dell'ar
o (l'ar
o uv non �e saturo), mentre sugliar
hi ui  � ui+1 (ar
hi \verso s") il 
usso non �e nullo. Un tale 
ammino sidi
e aumentante per
h�e le propriet�a dette permettono di aumentare il 
ussonella rete. Consideriamo infatti la di�erenza 
 � f sugli ar
hi ui �! ui+1,e il minimo "1 su tutti questi ar
hi; sia poi "2 il minimo valore di f sugliIV{19



ar
hi ui+1  � ui, ed " il minimo tra "1 e "2. Possiamo allora modi�
are il
usso lungo il 
ammino, e dunque nella rete, aumentandolo di " sugli ar
hiui �! ui+1, e diminuendolo di " sugli ar
hi ui  � ui+1 ottenendo un 
ussoil 
ui valore supera quello di f della quantit�a ". (Si tratta an
ora di un
usso in quanto le 
ondizioni i) e ii) sono soddisfatte: il 
usso entrante inun dato verti
e del 
ammino e quello us
ente sono stati infatti aumentati diuna stessa quantit�a o, se i verti
i non appartengono al 
ammino, non hannosubito variazioni).Esempio. Nella rete della Fig. 8 supponiamo 
he le 
apa
it�a degli ar
hisiano tutte uguali a 4. Il 
ammino: s 4j1�! a 4j0�! t �e aumentante: si pu�oaumentare il 
usso sui due ar
hi di " = 3. Si ottiene s 4j4�! a 4j3�! t, e ilnuovo 
ammino non �e pi�u aumentante in quanto l'ar
o s! a �e ora saturo.Il 
usso totale sulla rete �e aumentato di 3. Nel 
ammino:s 4j1�! b 4j1 � a 4j0�! 
 4j1�! tsi ha "1 = 3; "2 = 1 e quindi " = 1. Si ottiene:s 4j2�! b 4j0 � a 4j1�! 
 4j2�! t;e questo 
ammino non pi�u aumentante per la presenza del 
usso 0 lungol'ar
o b � a. In questo 
aso il 
usso totale sulla rete �e aumentato di 1.Poi
h�e i possibili 
ussi sulla rete hanno tutti un valore limitato (v. (5)),esiste un valore massimo 
he un 
usso pu�o raggiungere. Ci 
hiediamo orase �e possibile stabilire, a partire soltanto dalla rete, qual �e questo valore (o,
ome an
he si di
e, qual �e il 
usso massimo). La risposta �e positiva, ed �e il
ontenuto del seguente teorema di minimax 
he va sotto il nome di teorema\massimo 
usso{minimo taglio" (max 
ow{min 
ut, in inglese).Teorema 7 (Ford{Fulkerson, 1956). Su una rete, il massimo valore 
hepu�o assumere un 
usso �e uguale al minimo valore delle 
apa
it�a dei possibilitagli.Dim. Fa

iamo vedere 
he, a partire da un 
usso f di valore massimo, �epossibile 
ostruire un taglio (X;X) di 
apa
it�a 
 uguale al valore di f . Peril Lemma 1 il taglio sar�a minimo, e il teorema dimostrato. Comin
iamo 
olmettere s in X:a) s 2 X,e aggiungiamo verti
i a X 
on la seguente regola:IV{20



b) se u 2 X, u �! v �e un ar
o, e l'ar
o non �e saturo, mettiamo v in X;se u 2 X, u  � v �e un ar
o, e il 
usso su quest'ar
o non �e nullo,mettiamo v in X.Osserviamo ora 
he se l'insieme di verti
i X = fs; x; y; : : :g 
os�� 
ostruito
ontiene il verti
e t, allora esiste un 
ammino da s a t:s = u1; u2; : : : ; un�1; un = ttale 
he gli ar
hi ui �! ui+1 non sono saturi, mentre sugli ar
hi ui  � ui+1il 
usso non �e nullo. Si tratta allora di un 
ammino aumentante, ma 
i�o�e es
luso per
h�e f �e supposto massimo. Ne segue 
he X non 
ontiene t.Resta quindi determinata una partizione dei verti
i nei due insiemi X (
he
ontiene s) e X (
he 
ontiene t), e quindi un taglio (X;X) (per sottolinearela dipendenza del taglio da f si pu�o s
rivere (Xf ;Xf )).Ci resta da dimostrare 
he il valore del 
usso f �e uguale alla 
apa
it�a diquesto taglio. Per u 2 X e v 2 X, u e v adia
enti, si ha:� f(uv) = 
(uv), per
h�e tutte queste 
oppie uv sono sature;� f(vu) = 0, per v 2 X, u 2 X,(altrimenti, in entrambi i 
asi, v apparterrebbe a X). La (6) diventa allora:v(f) = Xu2X; v2X f(uv)� Xu2X; v2X f(vu) = Xu2X; v2X 
(uv)� 0 = 
(X;X):Il valore di f �e dunque uguale alla 
apa
it�a 
 del taglio. Per il Lemma, questotaglio �e minimo. }Corollario 1. Un 
usso f �e massimo se e solo se non esistono 
amminiaumentanti.Dim. Se f �e massimo, non pu�o essere aumentato, e dunque non esistono
ammini aumentanti. Vi
eversa, se non esistono 
ammini aumentanti l'in-sieme X de�nito 
ome nel teorema usando f non 
ontiene t, e dunque X eX 
ostituis
ono un taglio 
he separa s e t e la 
ui 
apa
it�a �e uguale al valoredi f . Pertanto, f �e massimo. }Nel 
aso in 
ui 
apa
it�a e 
ussi siano interi, il seguente algoritmo per-mette di ottenere un 
usso massimo.
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Algoritmo1. Comin
iare 
on un 
usso f ammissibile (v. i)), ad esempio f = 0 sututti gli ar
hi.2. Fin
h�e esiste un 
ammino aumentante, aumentare il 
usso lungo que-sto 
ammino (poi
h�e 
apa
it�a e 
ussi hanno valori interi, il 
usso aumentaalmeno di 1 per ogni 
ammino aumentante).3. Restituire f .A priori, il 
usso ottenuto 
on questo algoritmo potrebbe essere aumen-tato in altro modo 
he non sia quello dei 
ammini aumentanti. Ma il Cor.1 dimostra 
he 
i�o non �e possibile.Corollario 2. (teorema di integralit�a) Se le 
apa
it�a e il 
usso inizialesono a valori interi an
he il 
usso massimo �e intero.Dim. L'algoritmo 
omin
ia 
on un 
usso intero e aumenta ogni volta il
usso an
ora di un intero. Poi
h�e termina 
on un 
usso massimo, questosar�a intero. }Nota. Se 
apa
it�a e 
usso iniziali sono numeri razionali, moltipli
ando per una 
o-stante si ridu
ono a interi e allora, 
ome si �e visto, l'algoritmo termina in un numero�nito di passi. Se per�o non sono razionali l'algoritmo pu�o 
ontinuare inde�nitamentesenza fermarsi, e senza raggiungere il valore massimo.Esempio. Nella rete rappresentata in Fig. 9 ogni ar
o �e eti
hettato 
onuna 
oppia, il primo elemento della quale �e la 
apa
it�a dell'ar
o, il se
ondoil 
usso sull'ar
o. A partire dal 
usso iniziale indi
ato in �gura, vogliamodeterminare il 
usso massimo, un taglio minimo, i due insiemiX e X di ver-ti
i 
he determinano questo taglio, e veri�
are 
he il 
usso massimo 
oin
ide
on la 
apa
it�a del taglio. Il pro
edimento �e illustrato nella Fig. 10, nellaquale sono indi
ati i 
ammini aumentanti da s a t s
elti a ogni passo. Su tali
ammini, sopra gli ar
hi sono indi
ati 
apa
it�a e 
usso prima dell'aumentoe sotto gli ar
hi sono indi
ati 
apa
it�a e 
usso dopo l'aumento. A destra dei
ammini �e indi
ato il massimo in
remento (o de
remento per gli ar
hi 
hevanno da t ad s) 
he �e possibile apportare al 
usso. A ogni passo �e eviden-ziato 
on un rettangolino l'ar
o 
he si satura (oppure quello 
he va da t ads su 
ui il 
usso si annulla).Al termine dell'algoritmo il 
usso �e quello indi
ato nella Fig. 11, e gliinsiemi X e X determinati se
ondo a) e b) del teorema sono:X = fs; a; b; d; gg e X = f
; e; f; h; i; tg ;IV{22



a b 

s d e f t

g h i
7;06;08;0

5;0 2;0 5;0 8;03;0
6;4

6;0 3;02;07;4 8;3 6;0
8;4 7;4 6;3 5;06;3Figura 9: Rete e 
usso.s a b 
 t " = 2s d e 
 t " = 3s d e f t " = 1s g h f t " = 3s g h i t " = 1

7; 07; 2 5; 05; 2 2; 02,2 8; 08; 26; 06; 3 7; 47; 1 3; 03,3 8; 28; 56; 36; 4 7; 17,0 2; 02; 1 6; 06; 18; 08; 3 8; 48; 7 6; 36,6 6; 16; 48; 38; 4 8; 78,8 6; 36; 2 5; 05; 1Figura 10: Cammini aumentanti nella rete della Figura 9.e gli ar
hi da X a X del taglio minimo sono b
 e gh. Si veri�
a 
he questiar
hi sono saturi, e 
he sugli ar
hi da X a X, e 
io�e eb ed ed, il 
usso �ezero. Flusso massimo e taglio minimo 
oin
idono: f(sa) + f(sd) + f(sg) =2 + 4 + 4 = 10; 
(b
) + 
(gh) = 2 + 8 = 10:Un altro taglio �e dato da X = fs; b; f; ig e X = fa; 
; d; e; g; h; tg. Per ilIV{23




usso sugli ar
hi del taglio si ha f(sa) = 2; f(sd) = 4; f(sg) = 4; f(b
) =2; f(fi) = 3; f(ft) = 4; f(ih) = 2; f(it) = 1, e dunque Pu2X;v2X f(uv) =24, mentre per il 
usso da X a X si ha f(ab) = 2; f(
f) = 3; f(ef) =1; f(eb) = 0; f(hf) = 6 e quindiPu2X;v2X f(vu) = 12. La di�erenza (6) trai due 
ussi �e dunque 22{12=10, 
he �e il valore del 
usso.a b 

s d e f t

g h i
7; 26; 48; 4

5; 2 2; 2 5; 0 8; 53; 0
6; 4

6; 0 3; 32; 17; 0 8; 3 6; 48; 8 7; 4 6; 6 5; 16; 2Figura 11: Rete della Figura 9 
on 
usso massimo e taglio minimo.Questioni riguardanti gra� bipartiti si possono enun
iare in termini di
ussi 
onsiderando reti del tipo seguente. Sia G un grafo bipartito, V =V1 [ V2, e sia G0 la rete ottenuta aggiungendo a G0 due verti
i s e t e ar
hiorientati da s a V1 e da V2 a t, e orientando gli ar
hi di G da V1 a V2. Le
apa
it�a degli ar
hi si assegnano di volta in volta a se
onda della natura delproblema.Lemma. Nel grafo bipartito G un mat
hing M tra V1 e V2 
orrisponde a un
usso in G0. Il mat
hing �e massimo se e solo se il 
usso �e massimo.Dim. Consideriamo la rete G0 
on tutti gli ar
hi di 
apa
it�a 1. Se M �eun mat
hing in G, sia f il 
usso ottenuto ponendo f = 1 sugli ar
hi di Me sugli ar
hi in
identi a s, ai verti
i di M e a t, e 0 su tutti gli altri ar
hi.Si tratta di un 
usso in quanto se u 2 V1 e uv 2 M , in u arriva un 
usso 1(sull'ar
o su) e parte un 
usso 1 (sull'ar
o uv); gli altri ar
hi di G in
identia u portano un 
usso 0 per
h�e nessun altro ar
o pu�o stare inM . Se u 62M ilbilan
io del 
usso in u �e zero. Il ragionamento per i verti
i di V2 �e analogo.IV{24



Vi
eversa, se f �e un 
usso, gli ar
hi di G sui quali f vale 1 
ostituis
onoun mat
hing.Ora, se M �e massimo, sia f il 
usso determinato da M . Se f non �emassimo, sia f 0 > f . Allora gli ar
hi di G sui quali f 0 vale 1 
ostituis
ono unmat
hing M 0 
on M 0 > jM j, e M non sarebbe massimo. Vi
eversa, se f �emassimo, e il mat
hing M determinato da f non lo �e, sia jM 0j > jM j. Alloraper il 
usso f 0 determinato da M 0, 
he vale 1 sugli ar
hi di M , si avrebbef 0 > f , e f non sarebbe massimo. }Nota. Si vede subito 
he a un 
ammino alternante nel grafo bipartito G 
orri-sponde un 
ammino aumentante nella rete G0.I teoremi di K�onig{Egerv�ary e di Hall (nella forma per gra� bipartiti)seguono dal teorema max 
ow{min 
ut.Teorema di K�onig{Egerv�ary (Teor. 50). In un grafo bipartito G, V =V1 [ V2, il minimo numero di verti
i 
he nell'insieme sono in
identi a tuttigli ar
hi �e uguale al massimo numero di ar
hi in un mat
hing tra V1 e V2.Dim. Sia G0 la rete ottenuta da G 
ome nella dimostrazione del vlemma.Sia S un insieme di verti
i in
identi a tutti gli ar
hi di G, e sia � l'insiemedegli ar
hi su, u 2 S \ V1, e vt, v 2 S \ V2 (si tratta di un taglio per
h�eper andare da s a t si passa ne
essariamente per un ar
o di G, e dunque perun verti
e di S in quanto ogni ar
o di G �e in
idente a un verti
e di S). Seun taglio C 
ontiene ar
hi uv dove u 2 V1 e v 2 V2, sostituendo questi 
onar
hi del tipo su o 
on vt, otteniamo an
ora un taglio, e questo 
onsta diar
hi del tipo visto sopra. Eliminando eventuali ripetizioni si 
on
lude 
henessun taglio pu�o 
ontenere meno ar
hi di quanti ne 
ontiene �. Ne segue:minimo numero di verti
i 
he nell'insieme sono in
identi a tutti gli ar
hi diG=minimo numero di ar
hi di un taglio di G0 =
usso massimo in G0 =massimo numero di ar
hi in un mat
hing di G,dove la prima uguaglianza �e stata appena dimostrata, la se
onda �e il Teor.7 (poi
h�e la 
apa
it�a di ogni ar
o su e vt �e 1, la 
apa
it�a di un taglio �e datadal numero di ar
hi del taglio stesso), e la terza �e data dal lemma (v. Fig.12). }Nella �gura:� ogni ar
o del grafo bipartito �e in
idente a uno dei tre verti
i A;G;H;IV{25



V1 V2A EB Fs tC GD H
1j11j11j11j0

1j1 1j01j11j0 1j11j0
1j11j01j11j1

Figura 12: Le uguaglianze del teorema (in questo 
aso il numero �e 3).� gli insiemi X = fs;B;C;D;G;Hg e X = fA;E; F; tg formano untaglio, e i tre ar
hi evidenziati in grassetto 
ostituis
ono gli ar
hi deltaglio (si osservi 
he i verti
i A;G;H sono, assieme a s e t, quelliin
identi agli ar
hi del taglio);� il 
usso lungo (s;A;E; T ); (s;B;G; T ); (s; C;H; T ) vale 3 ed �e massimo;� i tre ar
hi tratteggiati 
ostituis
ono un mat
hing massimo.Teorema di Hall (Teor. 3). Sia G un grafo bipartito, V = V1 [ V2. Alloraesiste un V1�mat
hing in G se e solo se per ogni insieme S di verti
i di V1 iverti
i J(S) di V2 adia
enti a qual
he verti
e di S sono in numero maggioreo uguale a jSj: jJ(S)j � jSj.Dim. Al solito la 
ondizione di Hall �e ne
essaria. Per la suÆ
ienza 
onsi-deriamo G0 assegnando una 
apa
it�a abbastanza grande, ad esempio jV1j+1,agli ar
hi di G, e 1 a tutti gli altri. Dimostriamo 
he la 
ondizione di Hallimpli
a 
he in G0 i tagli hanno tutti 
apa
it�a maggiore o uguale a jV1j. Untaglio di 
apa
it�a jV1j esiste (ad esempio quello 
he si ottiene sopprimendogli ar
hi da s a V1, ognuno dei quali ha 
apa
it�a 1), e quindi si tratta diun taglio minimo. Per il teorema max 
ow{min 
ut si avr�a allora un 
ussomassimo di valore jV1j, e per il lemma esister�a un V1�mat
hing. Fa

iamoIV{26



vedere allora 
he un qualunque taglio C ha 
apa
it�a maggiore o uguale ajV1j (la 
apa
it�a assegnata agli ar
hi di G �e s
elta in modo 
he nessuno diquesti ar
hi sia presente in un taglio minimo). Sia C = (X;X) un taglio, e
onsideriamo X1 = X \ V1 e X2 = X \ V2. Se un ar
o del taglio appartieneal grafo G, allora la sua 
apa
it�a �e jV1j + 1, e dunque la 
apa
it�a di C �esuperiore a jV1j. Supponiamo allora 
he gli ar
hi di C siano solo del tipo su,u 2 V1 e vt, v 2 V2; avendo questi ar
hi 
apa
it�a 1, la 
apa
it�a di C sar�adata dal numero di ar
hi 
he 
ontiene. C 
onsta degli ar
hi da s a V1 nX1(poi
h�e s 2 X, se su 2 C allora u 2 X, e dunque u non sta in X, ma ap-partenendo a V1 
i�o signi�
a 
he non sta in X \ V1 = X1), e di quelli da X2a t (poi
h�e t 2 X, se vt 2 C allora v deve appartenere a X, ma appartienean
he a V2, e dunque appartiene a V2 \X = X2). Ne segue 
he 
'�e un ar
odi C per ogni verti
e di V1 nX1 e di X2:jCj = jV1 nX1j+ jX2j = (jV1j � jX1j) + jX2j:Se nel grafo G esiste un ar
o uv 
on u 2 X \ V1 e v 2 X \ V2, allora sitratta di un ar
o da X a X, e dunque di un ar
o del taglio C, 
osa 
heabbiamo es
luso. Possiamo allora supporre 
he gli ar
hi di G in
identi aX \V1 siano tutti in
identi a X \V2; in altre parole, J(X1) � X2, e dunquejJ(X1)j � jX2j:jCj = (jV1j � jX1j) + jX2j � jV1j � jX1j+ jJ(X1)j:Ma jJ(X1)j � jX1j (qui entra in gio
o la 
ondizione di Hall, 
on S = X1),
io�e jJ(X1)j � jX1j � 0, da 
ui:jCj = jV1j � jX1j+ jJ(X1)j � jV1j: }
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