
Corso di CombinatoriaA. Mah�� Dispensa VCombinatoria estremaleI problemi estremali sono quei problemi di ombinatoria he rihiedono dideterminare la ardinalit�a massima he pu�o avere una famiglia F di insiemihe soddisfa erte ondizioni.1 Metodi di Algebra lineareUn metodo spesso eÆae per risolvere un problema estremale onsiste nel-l'assoiare a ogni elemento di una famiglia F di insiemi un vettore di unopportuno spazio vettoriale V , in modo univoo. Se si riese a dimostra-re he i vettori os�� ottenuti sono linearmente indipendenti, si otterr�a lamaggiorazione rihiesta: la ardinalit�a della famiglia F non potr�a infattisuperare la dimensione dello spazio V .Sia ora dato un insieme di ardinalit�a n. Denoteremo gli elementi dell'in-sieme on i primi n interi f1; 2; : : : ; ng, e l'insieme on [n℄. Un sottoinsiemeI di [n℄ si pu�o rappresentare on un vettore le ui omponenti ostituisonouna n�pla di 0 e 1, nella quale '�e 1 nel posto k se k 2 I e 0 se k 62 I (vettoredi inidenza dell'insieme I). In partiolare la n�pla on tutti 0 rappresental'insieme vuoto, e quella on tutti 1 l'intero insieme. L'insieme di questivettori ostituise uno spazio vettoriale V sopra il ampo on due elementif0,1g, on la somma modulo 2. La ardinalit�a di V �e pertanto uguale aquella della famiglia di tutti i sottoinsiemi, io�e 2n.L'operazione di somma modulo 2 di due vettori di inidenza orrispondealla di�erenza simmetria dei sottoinsiemi he essi rappresentano. (Poih�ela di�erenza simmetria di due insiemi I e J �e l'insieme (I [ J) n (I \ J),e dunque nel vettore he la rappresenta '�e uno zero nei posti relativi aglielementi di I \J , i�o spiega perh�e se due vettori hanno un 1 nel posto i, laloro somma ha 0 nel posto i). La di�erenza simmetria �e assoiativa, omelo �e la somma dei vettori.Un sottoinsieme di [n℄ si ottiene in modo unio ome unione di aluni trai singleton f1g; f2g; : : : ; fng (�e un altro modo di dire he un insieme �e unioneV{1



dei propri elementi; unione e di�erenza simmetria sono la stessa osa persingleton distinti). In termini di vettori di inidenza i singleton orrispondo-no ai vettori e1 = (1; 0; 0; : : : ; 0); e2 = (0; 1; 0; : : : ; 0); : : : ; en = (0; 0; : : : ; 0; 1);un vettore di inidenza si ottiene in modo unio ome somma di questi. Gli eisono quindi una base dello spazio V he pertanto ha dimensione n. Se I �e unsottoinsieme di vettore di inidenza v sriveremo v = �1e1+�2e2+� � �+�nenon �i = 1; 0 a seonda he l'elemento i dell'insieme appartenga o no a I.In uno spazio vettoriale di base feig, il prodotto salare di due vettori ue v �e de�nito ome la somma dei prodotti omponente per omponente deidue vettori; si denota on < u; v >:< u; v >=<X�iei;X�iei >=X �i�i:Il prodotto salare �e lineare nella prima e nella seonda variabile (bilineare):< u+ v; w >=< u;w > + < v;w >; < u; v + w >=< u; v > + < u;w >< �u; v >= � < u; v >; < u; �v >= � < u; v > :Nel aso dello spazio dei vettori assoiati ai sottoinsiemi di un insieme, ilnumero di 1 nel prodotto salare di due vettori di inidenza onta allora glielementi he i sottoinsiemi orrispondenti hanno in omune:< u; v >= jI \ J j; (1)dove I e J orrispondono rispettivamente a u e a v. In partiolare < u; u >d�a il numero di elementi dell'insieme assoiato a u.Se si onsiderano 0 e 1 ome gli elementi del ampo on due elementi Z2si ha: < vi; vj >= jI \ J j = ( 1; se jI \ J j �e dispari;0; se jI \ J j �e pari: (2)Nel aso di un'intersezione pari, il prodotto salare su Z2 di due vettori �ezero: ome nel aso lassio essi si diono allora ortogonali.Vediamo ora aluni esempi di appliazione della tenia detta. Nonsembra he vi siano dimostrazioni pi�u semplii di questi risultati on altretenihe.Teorema 1. Sia F una famiglia di sottoinsiemi di [n℄ tale he:i) ogni sottoinsieme di F ha un numero dispari di elementi;ii) due sottoinsiemi di F si interseano in un numero pari di elementi.Allora la famiglia F onsta di al pi�u n sottoinsiemi.V{2



Dim. In termini di vettori di inidenza onsiderati sul ampo Z2 leipotesi i) e ii) si traduono ome segue:< vi; vj >= ( 1; se i = j;0; se i 6= j: (3)Faiamo vedere allora he sotto le ipotesi dette i vettori della famigliaF sono linearmente indipendenti, io�e he l'unia ombinazione lineare diquesti vettori he �e uguale a zero �e quella banale, io�e quella on i �i tuttinulli: se jFj = m oorre io�e dimostrare he:�1v1 + �2v2 + � � �+ �mvm = 0 implia �1 = �2 = : : : = �m = 0: (4)Per vedere, ad esempio, he �1 = 0 aloliamo il prodotto salare dei duemembri della (4) per v1:�1 < v1; v1 > +�2 < v2; v1 > + � � �+ �m < vm; v1 >=< 0; v1 >= 0: (5)Per la (2), tutti i prodotti salari he ompaiono sono nulli eetto < v1; v1 >he vale 1. L'uguaglianza si ridue allora a �1 = 0, he �e quanto si voleva.Analogamente, moltipliando per v2; : : : ; vn si ha �2 = �3 = : : : = �m = 0.}Esempio. Sia F una famiglia di singleton (distinti) dell'insieme [n℄. Duesingleton si interseano in un numero pari di elementi (zero), e per il teoremanon vi possono essere pi�u di n sottoinsiemi nella famiglia. In altre parole,on questa famiglia F si ottiene il fatto ovvio he un insieme on n elementiontiene al pi�u n elementi.Consideriamo ora una famiglia F di sottoinsiemi di [n℄ he a due a duehanno un �ssato numero di elementi in omune. Anhe qui i hiediamo:qual �e la massima ardinalit�a he pu�o avere F? La risposta �e data dalseguente teorema. Lo spazio vettoriale he ora utilizziamo non sar�a pi�u sulampo on due elementi (he in questo aso sembra non funzionare) ma suireali o sui razionali.Teorema 2. (fisher) Siano A1; A2; : : : ; Am sottoinsiemi distinti di [n℄ talihe a due a due abbiano intersezione della stessa ardinalit�a:jAi \Ajj = k; i 6= j; 1 � k � n; jAij > k:Allora la famiglia onsta di al pi�u n sottoinsiemi.Dim. Per ipotesi, jAij = k +mi per erti mi > 0. Dimostriamo he ivettori di inidenza vi degli Ai sono indipendenti faendo vedere he se si haV{3



una relazione ome la (4) tra i vi, questa volta on i �i numeri razionali, allorai �i sono tutti nulli. Per la (1), < vi; vj >= k, se i 6= j, e < vi; vi >= jAij.Consideriamo il prodotto salare (5) di entrambi i membri della (4) per v1.Si ha �1jA1j+ �2k + � � �+ �mk =< 0; v1 >= 0:Ma jA1j = k +m1, e dunque la preedente uguaglianza diventa:�1k + �1m1 + �2k + � � �+ �mk = (�1 + �2 + � � � + �m)k + �1m1 = 0Posto a =P�i, abbiamo ak+�1m1 = 0. Analogamente, ripetendo l'opera-zione per i = 2; 3; : : : ;m, si ha ak + �imi = 0. Dimostriamo he a = 0. Sea 6= 0, poih�e k e mi sono positivi, dalla ak + �imi = 0 segue he, per ognii, �i �e diverso da zero e di segno opposto a quello di a. Ma i�o �e impossibilein quanto a �e la somma dei �i. Allora a = 0, e dunque �imi = 0 per ogni i,e poih�e mi > 0 �e anhe �i = 0. }Esempio Consideriamo, per n = 7 la famiglia di sottoinsiemi di [7℄ heonsta delle 7 terne:f1; 2; 4g; f1; 3; 7g; f1; 5; 6g; f2; 3; 5g; f2; 6; 7g; f3; 4; 6g; f4; 5; 7ghe ostituisono le 7 \rette" del seguente piano di Fano:

b5 b4
b
1

b6 b2
b7b3Le rette ontengono iasuna tre punti, e sono indiate dai lati e dalle altezzedel triangolo e dal erhio insritto. Due rette qualunque si inontrano inun punto, e per il teorema non possono esistere pi�u di 7 rette. In questoaso ne abbiamo esattamente 7. V{4



2 Teorema di SpernerAbbiamo visto nell'es. III{12 i) he prendendo pi�u della met�a dei sottoinsie-mi di un insieme ve ne sono due tali he uno dei due �e ontenuto nell'altro.In realt�a la met�a dei sottoinsiemi �e un numero troppo grande: ne bastanomolti di meno per trovarne due he siano uno ontenuto nell'altro.Una famiglia di sottoinsiemi di un insieme si die famiglia di Sperner sepresi omunque due sottoinsiemi della famiglia nessuno dei due �e ontenutonell'altro.�E hiaro he una qualunque famiglia he onsti di insiemi della stessaardinalit�a �e di Sperner. Ad esempio, la famiglia di tutti i sottoinsiemi di [n℄on k elementi �e una famiglia di Sperner di ardinalit�a �nk�. La pi�u grandefra queste si ottiene per k = n2 se n �e pari, e per k = n�12 se n �e dispari (v.oltre). Il teorema di Sperner a�erma he nessun'altra famiglia di Spernerpu�o ontenere un numero maggiore di sottoinsiemi. Prima di dimostrare ilteorema introduiamo la seguente de�nizione.Una famiglia di sottoinsiemi F di [n℄ si die atena se dati omunqueA;B 2 F si ha A � B o B � A. Si die antiatena se per nessun A;B 2 Fsi ha A � B o B � A. Antiatena �e quindi sinonimo di famiglia di Sperner.Una atena di lunghezza massima (atena massimale) nella famiglia ditutti i sottoinsiemi di [n℄ onsta di sottoinsiemi di iasuna delle ardinalit�a0; 1; 2; : : : ; n, e si ottiene partendo dall'insieme vuoto, poi prendendo unqualunque singleton (e vi sono n selte per questo), quindi un insieme ondue elementi ontenente il singleton selto (e vi sono n�1 selte), e. Questeatene massimali sono dunque in numero di n(n� 1)(n� 2) � � � 2 � 1 = n!: Siha allora una orrispondenza biunivoa tra le atene massimali su [n℄ e lepermutazioni di 1; 2; : : : ; n. A ogni permutazione (i1; i2; : : : ; in) orrispondela atena massimale:; � fi1g � fi1; i2g � : : : � fi1; i2; : : : ; ing;e vieversa a questa atena orrisponde la permutazione detta.Dato un insieme I � [n℄ vi sono jIj! atene massimali da ; a I (tutte lepermutazioni su jIj elementi), ed (n� jIj)! modi di estendere una di questeatene a una atena massimale. Per un dato I vi sono dunque:jCI j = jIj!(n� jIj)!; (6)atene massimali he passano per I.Sia ora F un'antiatena in [n℄, I un elemento di F . �E hiaro he unaatena massimale non pu�o passare per pi�u di un elemento di F (se passa perV{5



I e per J , on I; J 2 F , allora per de�nizione di atena si avrebbe I � Joppure J � I, ontro l'ipotesi he F �e un'antiatena). Per ogni oppiaI; J 2 F una atena massimale passante per I �e allora disgiunta da unapassante per J . Poih�e il numero delle atene massimali �e n! abbiamo:XI2F jCI j � n!;in quanto nessuna atena viene ontata pi�u di una volta nella somma. Perla (6) allora: XI2F jIj!(n� jIj)! � n!o anhe: XI2F jIj!(n� jIj)!n! � 1:Riordando he: n!jIj!(n� jIj)! =  njIj!;possiamo onludere on il seguente:Teorema 3. (disuguaglianza LYM1) Se F �e una famiglia di Sperner disottoinsiemi di un insieme on n elementi, allora:XI2F 1� njIj� � 1: (7)Se x �e un numero reale, denotiamo on bx il pi�u grande numero intero minoreo uguale a x, e on dxe il pi�u piolo intero maggiore o uguale a x. Ad esempiob3; 14 = 3, mentre d3; 14e = 4: Sia n un intero; allora se n �e pari bn2  = dn2 e = n2 ,mentre se n �e dispari bn2  = n�12 e dn2 e = n+12 . Riordiamo he il massimo valoredel simbolo binomiale �nk� si ha per k = bn2 . Si ha infatti:� nr+1��nr� = n!(r+1)!(n�(r+1))!n!r!(n�r)! = r!(n � r)!(r + 1)!(n� (r + 1))! = r!(n� r)(n � (r + 1))!(r + 1)r!(n� (r + 1))! = n� rr + 1e dunque il simbolo binomiale �e resente se n� r > r + 1, io�e n > 2r + 1 ovveror < n�12 , e deresente se r > n�12 . In altri termini,�n0� � �n1� � : : : � � nbn2 � = � ndn2 e� � : : : � � nn� 1� � �nn�1Dal nome dei tre matematii (Lubell, Yamamoto e Meshalkin) he l'hanno dimostratao risoperta. V{6



Dal Teor. 3 segue subito il:Teorema 4. (sperner 1928) Se F �e una famiglia di Sperner di sottoin-siemi di un insieme on n elementi allora:jFj �  nbn2 !: (8)Dim. Poih�e il massimo valore di �nk� si ha per k = bn2 , � njIj� �e minore di� nbn2 �, e quindi 1( njIj) maggiore di 1( nbn2 ) . Se sostituiamo bn2  ad ogni jIj nellasomma he ompare nella (7) abbiamo:jFj � 1� nbn2 � � XI2F 1� njIj� � 1;da ui il risultato. }In altri termini, il Teor. 4 a�erma he se si prendono � nbn2 �+1 sottoinsiemidi un insieme on n elementi si trovano neessariamente due sottoinsiemiuno ontenuto nell'altro. Si osservi he, per n grande, il numero � nbn2 � + 1�e molto minore di 2n�1 + 1, io�e della met�a pi�u uno dei sottoinsiemi (v.inizio di questo paragrafo). Si osservi altres�� he se n �e pari vi �e una solafamiglia di Sperner F he ontiene � nbn2 � sottoinsiemi, il massimo possibile,ed �e quella in ui i sottoinsiemi sono tutti di ardinalit�a n2 (�e l'unio mododi avere uguaglianza nella (8)). Se n �e dispari ve ne sono due, quella deisottoinsiemi on n�12 elementi, e quella dei sottoinsiemi on n+12 elementi; ladimostrazione he queste due famiglie sono le unihe per le quali si raggiungeil massimo �e un po' pi�u ompliata.Esempio. Sia M una matrie m � n di interi positivi e sia 1; 2; : : : ; n,o sempliemente [n℄ = f1; 2; : : : ; ng, l'insieme delle olonne di M . Un sot-toinsieme K di olonne (quindi di [n℄) si die una hiave se due righe hesono uguali sulle olonne di K sono uguali dovunque. Una hiave si dieminimale se non ontiene alun'altra hiave. �E hiaro allora he l'insiemedelle hiavi minimali forma un sistema di Sperner, e dunque, per il Teor.4, vi sono al pi�u � nbn2 � hiavi minimali per una matrie a n olonne. Adesempio, per n = 4, nella matrie 5� 4:0BBBB� 1 1 1 11 2 2 23 1 3 34 4 1 45 5 5 1 1CCCCAV{7



due qualunque olonne ostituisono una hiave, e questa �e minimale. Que-ste oppie di olonne sono in numero di 6, e formano quindi un sistema diSperner di ardinalit�a massima (� 4b 42 � = �42� = 6). La maggiorazione datadal teorema di Sperner �e la migliore possibile, nel senso he per ogni n �epossibile trovare un intero m e una matrie m�n he ammette � nbn2 � hiaviminimali.Nota. Supponiamo he in un database vi siano i dati di m persone ostituiti dan attributi (nome, luogo e data di nasita, e). Utilizzando un opportuno odiepossiamo supporre he questi attributi siano i numeri interi 1; 2; : : : ; n, e ostruirequindi una matrie intera m � n he nel posto (i; j) ha l'attributo j dell'i�esimapersona. Conosendo i valori di una riga he stanno sulle olonne di una hiave, lariga resta determinata (in altre parole, di una persona basta onosere gli attributiappartenenti a una hiave per individuarla); di qui il nome di \hiave".
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