Capitolo 1

Relazioni simmetriche e
moduli di Cauchy

1.1 Polinomi simmetrici e funzioni simmetriche ele-
mentari

Sia K un campo. Un polinomio F(z1,z3,...,%,) in n variabili a coefficienti in
K si dice simmetrico nelle x; se

F($1,$2,---,.'L'n) = F(‘TU(I)VTU(Q)V"axo'(n))a

per ogni permutazione o del gruppo simmetrico S™. (Sinoti che in un polinomio
simmetrico in n variabili debbono comparire tutte le variabili.)

Tra i polinomi simmetrici nelle z; hanno particolare importanza le funzioni
simmetriche elementari:

o = —(r1+z24+-+ ),

o2 = T1Z2+T1x3+ -+ Tp_1%Tn,

o3 = —(.’L‘1$2:E3 + 21294 + -+ + wn_zxn_lwn) (1.1)
on = (—D)"z129--- Ty,

cioe la somma delle z; (col segno meno), la somma dei prodotti a due a due,.. .,
la somma dei prodotti a k£ a k (col segno (—1)¥). Per come sono costruite,
¢ facile vedere come le o} in n variabili, che denoteremo con o,(cn), si possano
ottenere da quelle in n — 1 variabili e da z,,. Ad esempio, per n = 4 abbiamo
4 3
ag ) = —(z1 + z2 + 23 + x4) :0§ ) — T4,

4
O'é - 1T + T1T3 + T1T4 + ToT3 + ToT4 + T3T4
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= 2129+ 2123 + T2x3 + (1171 + x99 + 563):174

= 053) — 0§3):1;4
a§4) = —(z179%3 + T1T2T4 + T123T4 + ToX3T4)
= —1I129x3 — (L1272 + 2123 + Tox3) Ty
= Ué?’) — a§3) T4,
4 _ —
Oy T1X2X3T4 (5611‘21'3):64
— 0¥z
3 4,
e in generale,
( UYL) = a§n_1) - Ty,
O_gn) _ o_gn—l) . o_gn—l)a:n’
(n) (n—1) (n—1)
o = o0 — Ty,
3 3 2 (1.2)
—1 —1
0'7(7.n—)1 = ‘77(zn—1 = Ugn—z )xn,
L 07(1") = 0— Jr(ln__ll)wn.

In particolare si osservi che ponendo z,, = 0 nelle (1.1) si ottengono le o; per
n — 1 variabili.
Queste funzioni godono di un’importante proprieta:

Teorema 1.1. Le funzioni simmetriche elementari di 1,Ta,...,T, sono alge-
bricamente indipendenti su K. In altre parole, se f(y1,y2,-..,Yn) € un polino-
mio a coefficienti in K e se

flo1,09,...,0,) =0,
allora f é il polinomio nullo.

Dim. Per induzione su n. Se n = 1, e f(r1) = 0 per qualche f allora

f & il polinomio nullo perché z; & trascendente su K. Scriviamo come sopra
O’Z( ) per le o; in n variabili, 7 = 1,2,...,n e osserviamo che per le (1.2) un

(n) ("—1),

polinomio nelle o, si puo rappresentare come polinomio in z; e nelle o;

1=1,2,...,n — 1; ne segue
flotV,08”, o) = foo\" V0l ot )ak
+ A6, e )ah

+ fk(agnfl), Uénfl), . ,o(nfl))
= 0.
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Ma z, & algebricamente indipendente su K(z1,2,...,Zn_1), € dunque a for-
tiori su K (a§"‘”,a§"‘1), et ,J,(In__ll)) che & contenuto nel precedente. Ne se-
gue fi(agnfl),aénfl), ... ,aff:ll)) =0,41=1,2,...,k. Per induzione allora gli

fi(y1,92,...,Yn—1) sono nulli, e dunque anche f(y1,y2,...,yn) lo&. &

1.2 Nota. Un altro modo per esprimere il contenuto del Teorema 1.1 & il seguente: se
T1,%2,...,T, Sono algebricamente indipendenti su un campo K, anche le loro funzioni
simmetriche elementari o1,03,...,0, lo sono.

1.2 T moduli di Cauchy e il teorema fondamentale
delle funzioni simmetriche

11 valore u di un polinomio in un punto « € dato dal resto della divisione del
polinomio per x — a. Questo fatto si generalizza come segue:

1.3 Lemma. Se un polinomio assume uno stesso valore u su k punti (distinti)
a1, 9, ..., 0, questo valore é il resto della divisione del polinomio per il pro-
dotto (r — on)(x — ag) -+ (x — ag)-

Dim. Dividendo si ottiene un resto di grado minore di k. Questo resto
assume uno stesso valore u su k punti distinti e dunque € identicamente uguale

au.

Le o; della (1.1) sono i coefficienti del polinomio:

1

=
&
I
-

(z—z) =2"+ 012" + -+ op_12+ 0Op- (1.3)

Dividiamo ora F(z) per z — x1; otteniamo

F(z)
@ )
= xn_l
+ (x1+ 0'1)-'En_2
+ (2] + o1 +o9)a"
+ (@ ot 4+ oimam +oyg)a"
+ (21 + Ulmzfl + ot o121 + Ui)xn_(zH)

+ 13?_1 + 01.’1,‘711_2 +---+0p—2x1 +0p-1-
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Si vede da qui che le funzioni simmetriche elementari di za,z3, ...,z (cioé i
coefficienti di (z — z3) -+ (z — z,)) si esprimono in termini di z; e delle prime
n — 1 funzioni simmetriche elementari o1,09,...,0n,—1 di z1,Z2,...,T,. Posto
a; =z} + 01:1:’1_1 + .-+ 0;_171 + 0, dividendo il quoziente

F(z)

-1 —2
=z" " +a "+ tapor+ap_1

r — I
per x — xo, abbiamo
F(z)

=" 2 4 bz by 3z 4 by o
(x — z1)(x — z2)

dove . . '
bi = o5 + a1y + a2 4 -+ ai 172 + a;,
e poicheé a; dipende da z1,01,...,0;, si ha che b; dipende da z1,z9,01,...,0;.
Ne segue che i coefficienti di W&—mz) = (z — z3)--- (x — z,,) dipendono da
Z1,22,015---,0n-2-
I polinomi
X1 = F(z)=(z—z)(z—22)--- (. — ),
X1
Xo = =(z—x2)---(x—x
2 P (z—x2) -+ (z — zn)
X1
X, = ———=(z-—xz)-(z—=z
= @) ),
X
X, = _onml T — T,
T — Tn-1
soni i moduli di Cauchy del polinomio F(x) e sono di grado n,n — 1,...,1,

rispettivamente. Scriviamo esplicitamente I'ultimo modulo X,,, di primo grado:

Xn=z—zp=x+x1+22+ -+ Tp_1+01.

Se f(x) & un polinomio a coefficienti in un campo, e a1, as,. .., a, sono le sue
radici, 1 moduli di Cauchy di f(z) si ottengono dagli X; per z; = «;.

1.4 Esempio. Per un polinomio di grado 3 i moduli di Cauchy sono:

Xi(z) = F(z)=12®4+ 012>+ ooz + 03,
Xo(z1,2) = (7 —x2)(z —x3) = 2% — (32 + 23)7 + T223
= 22+ (z1+ o))z + 22 + o121 + 09
X3(z1,29,2) = z—23 =2+ 31+ T2 + 01,
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e se f(zr) = 23 + e1x? + eaz + e3 e ha le radici a1, az, a3 i moduli di Cauchy di
f(z) sono:

Xi(z) = f(2),
Xo(ar,z) = (z—a)(z—a3) =2%— (a2 + a3)z + avas
= 2+ (g +e)z+ad+ear+e
Xs3(og,a0,2) = z—az3=zx+ a1+ as + e;.

Per un polinomio di grado 4:

X, = F(x) =zt + 012 + 092 + 037 + 04,

Xy = o4 (z1 4+ 01)2® + (22 4 o121 + 09)x + 25 + 0122 + o9z + 03,
X3 = 2?4 (z1+x0+01)x + 22 + 22+ 2129 + 01 (21 + 22) + 09,

X4 = z+x1+20+ 23+ 01,

e se f(r) = z* + e12® + e22? + e3x + e4 ed ha le radici oy, ag, a3, aq, i moduli
di Cauchy di f(z) sono

Xi(z) = f(z),
Xo(ar,z) = 22+ (a1 +e1)z? + (o? +erar + ex)r + o +e1a? + exar + es,
Xs(ar,a0,2) = 22+ (1 +ao+e)z+ 02 +ad+aiaz +e (o + az) + e,
Xy(or,a0,a3,2) = z+a1+as+az+ e,

(le e; sono le o; calcolate nelle «;).
Veniamo ora al teorema fondamentale delle funzioni simmetriche.

1.5 Teorema. Sia F = F(x1,%9,...,%,) un polinomio simmetrico. Allora F
e un polinomio nelle funzioni simmetriche elementari delle x;.

Dim. Sia u = F(z1,%9,...,2,); allora u & il valore del polinomio
F(iEl, L2y -3 Tn—1, .’L‘)

nel punto z,,, e dunque ¢ il resto della divisione di questo polinomio per z—z, =
t+x1+xT9+ -+ x4 1+ 01 = X,. Poiche z,, non compare né nel dividendo
né nel divisore, non pud comparire nel resto che dunque & un polinomio £ che
dipende dalle prime n — 1 delle z; e da o7. Abbiamo allora:

uw=F(x1,29,...,Tn 1,%y) = F1(01,21,T2, ..., Tp_1) (1.4)

e F, essendo uguale a F' che ¢ simmetrico, & anch’esso simmetrico. Scambiamo
ora Tp_1 € Tp; per la (1.4) si ha

Fi(o1,21,%9,...,Tn_2,2,) = Fi(01,21,%2,...,Tn_2,Zn_1) = 4,
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per cui il polinomio Fi(o1,z1,%9,...,%Zn_2,z) assume lo stesso valore u su
Ty € Tp—1, € percid u & il resto di F; nella divisione per (z — z,—1)(z —
Tn—2) = Xp—1 (Lemma 1.3.). Poiche X,_; dipende da z1,...,Zn_2,01,02,
si ha Fy (01,21, 22,...,%n_2,Tn_1) = Fo(01,092,%1,T2,...,ZTn_2).

Procedendo come sopra, scambiamo z, o € z,_1; otteniamo:

u = Fy(01,09,%1,22,...,Tn_3,Tn_1),
e scambiando z,, 9 con z,:
u = F2(0'1,0'2,.’131,$2, ‘e ,xn_g,xn).

Il polinomio Fy(o1, 09, 21, T2, - - - , Tn—3, <) ha dunque lo stesso valore u su z,, Tp_1
e Tp_o. I coefficienti di X,, o = (z — z,_2)(z — z,_1)(z — ;) si determinano
in funzione di z1, z9,...,%y_3,01,092,03. Proseguendo in questo modo (o per
induzione) si eliminano tutte le z; e si resta con le sole o;:

u=Fy(o1,09,...,04),

che fornisce u come polinomio nelle ;. Si osservi che questa dimostrazione
contiene anche un algoritmo per il calcolo di » in termini delle o;. $

1.6 Esempio . Sia u = F(z1,72) = 73 + z3. 11 polinomio F(z1,z) = z° + 23
diviso per Xy = z + z1 + o1 fornisce il resto

2 2 3
Fi(o1,11) = —3012] — 30721 — 0F,

e dividendo ora Fi(o1,z) per X1 = z? + 012 + 09 otteniamo Fy(o1,09) =
—03 + 30109, che & il valore u di F cercato. Si osservi che questo risultato si
puo ottenere anche mediante il “completamento del cubo”:

3+ xd = (z1432)° — 32%z0 — 33122
= (:El + .T2)3 — 3(:171 + .’L'2):L‘1.’L'2
= —a% + 30109.

1.7 Nota. Come mostra questo esempio, il polinomio nelle o; che si ottiene non &
in generale simmetrico nelle ¢;. D’altra parte & chiaro che se f(o1,02,...,0,) € un
qualunque polinomio nelle ¢;, sostituendo alle o; le loro espressioni nelle x; si ottiene
un polinomio che & simmetrico nelle z;. Il Teor. 1.5 si puo considerare come l’inverso
di questo fatto.

1.8 Corollario. Sia f(x) un polinomio a coefficienti in un campo K e siano
a1, 9, ..., 0, le sue radici in un ampliamento di K. Sia poi

UZF(Oél,OtQ,...,Oén)
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il valore nelle a; di un polinomio F(x1,x2,...,2T,) simmetrico e a coefficienti
in K. Allora u appartiene a K.

Dim. Scriviamo F' in funzione delle o;:
F(z1,29,...,20) = Fy(01,09,...,00).

Allora u = F(ou,ag,...,a,) = Fy(e1, ez, ..., ey), dove le e; si ottengono dalle
o; ponendo x; = «;. Ma le e; sono i coefficienti di f(z), e dunque appartengono
a K, e poiché F}, & un polinomio, ed ¢ a coefficienti in K, u appartiene a K.

Osserviamo poi che I'algoritmo visto nel teorema ci permette di esprimere
il valore u di un polinomio simmetrico F' nelle radici di un polinomio f(z) a
partire solo dai coefficienti di f(z), e cioé senza conoscere queste radici.

1.9 Corollario. Una funzione razionale simmetrica:

f(x1,$2,...,$n)

W = ,
g(z1,22, ..., Tp)

si esprime in termini delle funzioni simmetriche elementari delle x;.

Dim. Sia I = [[,c9n 9(Z5(1)s To(2)s - - - 1 Lo(n))- Si tratta ovviamente di una
funzione simmetrica. Poiche W & simmetrica per ipotesi, anche il prodotto WTI
lo &. Ma

WH:f(.Z'l,iL'Q,---,.’En) H g(xa(l)axa@)a"'ama'(n))a
1#c€S™
e il secondo membro, essendo uguale al primo, &€ simmetrico. Per il teorema,
esso si esprime in termini delle funzioni simmetriche elementari delle z;, e poiche
cio vale anche per II, si ha il risultato.

1.10 Teorema. L’espressione di un polinomio simmetrico in termini delle
funzioni simmetriche elementari é unica.
Dim. Se

F(z1,29,...,20) = f1(01,00,...,0n) = fo(0o1,09,...,040)

con f1 # fo, allora la differenza f; — fo & un polinomio non nullo in n variabili
che si annulla sui g;. Ma cio contraddice il Teorema 1.1.

1.3 Relazioni simmetriche

Ritorniamo ai moduli di Cauchy di un polinomio f(z) le cui radici (distinte)

siano ai,qo,...,qa, e consideriamo il secondo modulo Xs(ay,x) = % come
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un polinomio in due variabili ¢ e z; poniamo a; = z;. Scriviamo Xs(z1,z) per

questo secondo modulo, che sarad percid un polinomio nelle due variabili z e z

a coefficienti le funzioni simmetriche elementari delle «; (v. Es. 1.1). Poniamo
— : : _ flz2) . .

ora = z9 in Xy(z1,7), per cui Xo(z1,22) = 5 =%-. Per analogia, poniamo

x =1 in Xi(z) = f(z). Se a & una radice di f(x) abbiamo X;(«a) = f(a) =0,
e lo stesso accade se sostituiamo « con una qualunque altra radice di f(z):

X1(ey) =0,i=1,2,...,n. (1.5)

Se a; e a; sono due radici di f(z), ¢ # j, allora

XQ(Oti,Olj)ZO, ,j=12,...,m, Z#.% (16)
in quanto Xy (o, ;) = (f]—(ffo%, che & zero. Si vede analogamente che in generale,
per Xi(z1,z2,...,xk), si ha:

Xk(ail,aiQ,...,aik) :0, (17)

per qualunque scelta delle o;, distinte.
1.11 Definizione. Una relazione (algebrica) su un campo K tra le quantita
a1, g, ..., 0, € un’uguaglianza
o(a,ae,...,ap) =0,
dove ¢(z1,22,...,Ty,) € un polinomio a coefficienti in K.

Per quanto appena visto, i polinomi
Xl(acl), Xg(l‘l,l‘g),...,Xn(Il,l‘Q,...,.’L‘n) (18)

danno luogo a relazioni sostituendo alle z; valori (distinti) presi tra le ;. Queste
relazioni sono pero particolari: la prima sussiste qualunque sia «;, la seconda
qualunque sia la coppia «;, @j, ecc., come si vede dalle (1.5), (1.6) e (1.7).
Chiamiamo relazioni simmetriche tra le a; queste relazioni. Si osservi che in
quanto polinomi nelle 1, za, ..., z, i polinomi X non sono simmetrici (a parte
X,,), perché non vi compaiono tutte le variabili. I polinomi X, come polinomi
nelle z1, 9, ..., T, sono invece simmetrici.

1.12 Esempio. Sia f(z) = 23 + 1, e consideriamo il polinomio ¢(z1,z3) =

z3 — x3, che non & simmetrico nelle z1,z2,z3 (non compare z3). Per le tre
radici o; si ha o® = —1, e dunque per ogni coppia di queste radici a3 — ag? = 0.

©(z1,2z2) € dunque un polinomio non simmetrico in z1,z2 e z3, che perd da
luogo ad una relazione simmetrica tra le tre radici di f(z).
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1.13 Teorema. Siano ai,q,...,ay le radici di un polinomio (monico) f(z),
e sia p(a1,qs,...,ar) una relazione simmetrica tra le «; a coefficienti in un
campo K. Allora

(p(.’I,‘l,.’IIQ,...,:Ek) = Xl(xl)ql(:cl,xg,...,xk)
+ XQ(LL‘l,:L‘Q)QQ(.’L‘l,:L‘Q,...,.’Ek)

+ Xk(th?a s axk)Qk(ml’an R axk)a

dove i q;(x1, T2, ...,xk) sono polinomi nelle x; a coefficienti in K.

Dim. Sia k = 1. Allora ¢(z1) € tale che p(a) =0 per @ = a1, @9, ...,qy, €
percio & divisibile per (z1 — a1)(z1 — ag) ... (z1 — ap) = f(z1) = X1 (21):

p(z1) = X1 (z1)q1 (1)

Sia k = 2 e sia il grado di ¢(x1,x2) in z2 minore di n — 1. Poiche ¢(aq,z9)
ha le n — 1 radici ao,...,a,, esso non dipende da z3, e quindi ¢ € un poli-
nomio nella sola variabile z;. Siamo allora nel caso precedente. Se invece il
grado di ¢(z1,z2) in x2 & maggiore o uguale a n — 1, dividiamo per Xo(z1,z2)
considerando ¢ eXo come polinomi in zs:

o(z1,72) = Xo(x1,72)q1 (71, 22) + (21, T2),

con il grado di 7(z1,z2) in z2 minore del grado n — 1 di Xo(x1,x2) in 9, per
cui
oo, z2) = Xo(an, z2)q1 (a1, 22) + (a1, z2).
Ma,
p(ar, a;) = Xo(a1,q;) =0,
per i = 2,3,...,n, e dunque anche r(ay,®;) = 0. Ma allora r(z1,z2) non
dipende da z9, e dunque dipende solo da z;; inoltre, esso si annulla per ogni

ay, come si vede considerando p(ag, «;). Per il caso precedente r & uguale a
X1(z1)q1(z1), per un certo ¢1. In definitiva,

o(w1,22) = Xo(w1,T2)q1 (1, T2) + X1(21)q1(21). (1.9)

Per induzione su k, sia ora il teorema vero per k — 1 e consideriamo il poli-
nomio ¢(x1,x2,...,xx). Se il grado di ¢ in xx € minore di n — k + 1, poiche
o(ag,ae,...,ap_1, ) ammette le n—k+1 radici ay, . . . , oy, abbiamo che ¢ di-
pende solo dalle z1, ..., z_1, e per induzione si ha quanto si voleva. Altrimenti,
dividiamo per X (x1, 2, ..., x) rispetto a xy, ottenendo

o(z1,m9,. .. 1) = Xg(21, %9, - ., T )qr (21, T2, - . ., Tk) + 7(T1, T2, . . ., TR),
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con il grado di r in z inferiore a quello di X, che € n — k + 1. Poiche
r(ay,ao,...,a 1,7) si annulla per gli n — k + 1 valori oy, agi1,.--,Qn, T
non dipende da zj, e poiche si annulla per ogni (k — 1)—pla degli a;, come
si vede considerando ¢(w,, @y, - -, 04,4, ), €sso ha per induzione la forma
richiesta. Ne segue che anche ¢ ha la forma richiesta. {

I polinomi ¢; in una, due,..., kK — 1 variabili determinati come quozienti
nella dimostrazione del teorema, possono essere considerati come polinomi in &
variabili, ma che dipendono solo dalla prima, dalle prime due,..., dalle prime
k — 1. Inoltre, & chiaro che se ¢ ha la forma del teorema, con i ¢; polinomi
qualunque in k variabili, allora si annulla per una qualunque k—pla degli «;.

1.14 Esempio. Con f e ¢ come nell’Es. 1.12 , e ¢ considerata come funzione
delle due variabili z; e 2, si ha

Xo(z1,29) = T3+ T2 + T
dividendo ¢ per X3 rispetto ad x2 si ottiene
o(z1,72) = Xo(21, T2) (71 — T2),

che & della forma (1.9) con ¢(z1,22) = 1 — 22 € q1(x1) = 0. Se consideriamo
o(z1,72) = —23 + 27 + 21 — 1 abbiamo, nella forma (1.9),

p(z1,22) = Xo(z1,72) (21 — 72) + X1(z1)(21 — 1).

Nell’anello dei polinomi in al pili n variabili, i polinomi in k variabili che
si annullano per qualunque k—pla delle «;, kK = 1,2,...,n, formano un ideale,
com’e subito visto. Ricordiamo che una base per un ideale I di un anello € un
insieme B C I tale che ogni elemento di [ si scrive come combinazione Y a;b;
di un numero finito di elementi b; € B a coefficienti a; nell’anello. Possiamo
allora enunciare il Teor. 1.13 in questo modo:

1.18' Teorema. I moduli di Cauchy X1, Xo,..., Xy di un polinomio f(x) di
grado n formano una base dell’ideale delle relazioni simmetriche in k variabili
tra le radici di f(x).

1.15 Nota. Per costruzione, i monomi principali dei polinomi (1.8) sono rispettiva-

mente

n ,n—1 2
X1 ,Zy yerees Ly _1,Tn,

e sono pertanto primi a due a due. Si puo dimostrare che questo fatto implica che i poli-
nomi (1.8) sono una base standard (o di Grébner) dell’ideale delle relazioni simmetriche
dell’anello K[z1,za,...,2,].

1.16 Esempi. 1. Il discriminante A = [];;(z; — z;)? del polinomio (1.3) &
una funzione simmetrica. Applichiamo il Teor. 1.5 per esprimere A in termini
delle funzioni simmetriche elementari per n =2 e n = 3.
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iyn =2 A= (z1 —z9)? = 22 — 22175 + r3. Dividiamo A per X, =
x9 + 1 + 01 come polinomi in z9; otteniamo il resto Ry = 422 + 40111 + o3.
Dividendo Ry per X1 = f = 22 + o121 + 02 si ottiene o2 — 405.

ii) n = 3, con f = 23 + pz + ¢ (si pud ridurre un polinomio di terzo grado
f =%+ 01y? + o9y + 03 a questa forma mediante la sostituzione y = = — %01).
Le divisioni successive danno un resto finale di —4p? — 27¢3.

2. La somma delle potenze k—esime delle z; (nel nostro esempio, per n = 4):

Vi = zi+zo+z3+24
Vo = zi+53+ 153+ 13
Vs = af+ad+ai+ad
Vi = zi+zi+ai+ 2]

Dividiamo V; per X; e prendiamo il resto:
R = —01,

che & I’espressione cercata. Dividiamo V5 per X3 e prendiamo il resto: 2z +
2:1:% +2z129 + 20121 + 20129 + a%. Dividendo questo per X5 otteniamo 1’espres-
sione cercata:

U% — 202.
Per V3 otteniamo un primo resto —3x2z? — 30127 — 322w — 6215172 — 32107 —
3:10%01 — 30%352 — s‘z’, che diviso per X, da resto 301:1:% — 0'% + 3:10:{’ +309x1 + 30207 .
Dividendo questo per X si ha I'espressione cercata:

—0:1)’ + 30 — 201 — 303.

Per V} si ottiene
ol — 4090% + 202 + 40103.

Le formule di Newton permettono di dare un’espressione ricorsiva delle V}, in
termini delle Vi,_1,Vi_9,..., Vi edelle oy, 1 =1,2,...,k:

Vo =—01Vp1 —02Vp9 — -+ — noy,
e per potenze k—esime con k > n

Vosk = —01Vogkh—1 — 02Vpyp—o — -+ — on Vg
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