
Capitolo 3Risolubilit�a per radiali eteorema fondamentale3.1 Equazioni binomie3.1 De�nizione. Se a �e un elemento non nullo di un ampo K l'equazionexn � a = 0 si hiama equazione binomia (o equazione pura).3.2 De�nizione. La funzione di Eulero �e de�nita per ogni intero positivo nome segue:'(1) = 1;'(n) = numero degli interi minori di n e primi on n.Gli interi minori di n e primi on n formano gruppo rispetto alla moltipli-azione mod n; si denota on U(n).3.3 Teorema. Il gruppo di Galois G dell'equazione binomia �e un sottogruppodel gruppo delle trasformazioni lineari Ln su Zn:x! kx+ t; (k; n) = 1; t = 0; 1; : : : ; n� 1 mod n: (3.1)Ln ha ordine n'(n), e dunque jGj �e un divisore di n'(n).Dim. Se � �e una radie di f(x), le altre si ottengono moltipliando questaper le potenze di una radie primitiva n�esima dell'unit�a ":�; "�; "2�; : : : ; "n�1�;(posto x = ay l'equazione data si trasforma nella yn � 1). Sia �i = "i�,i = 0; 1; : : : ; n� 1. Il ampo K(�) si ottiene dunque aggiungendo � e " a K:K(�) = K("; �):45



CAPITOLO 3. Risolubilit�a per radiali e teorema fondamentaleSi osservi he " �e una funzione razionale delle �i (ad esempio, " = �1�0 ). Ilpolinomio minimo di " su K �e il polinomio ilotomio �n(x), he per il Cor.2.33 �e uguale a Qsi=1(x � "�i). Allora s = '(n), G permuta le radii di �n(x),e dunque porta radii primitive dell'unit�a in radii primitive dell'unit�a. Sia� 2 G; allora �(") = "k, per un erto k primo on n. Inoltre,�(") = �("�� ) = �(�1� ) = �(�1)�(�) = �("�)�(�) ;da ui �("�) = �(")�(�);e peri�o �("�) = "k�(�). Sia �(�) = "t�; allora l'elemento � di G determinaunivoamente due interi k e t. Per la generia radie �h = "h� si ha allora:�(�h) = �("h�) = �("h)�(�) = �(")h�(�) = "kh�(�) = "kh+t� = �kh+ti�o he permette di identi�are � on la trasformazione x ! kx + t di Ln, estabilire quindi un isomor�smo tra G e un sottogruppo di Ln. }Le trasformazioni (3.1) on k = 1 formano un sottogruppo ilio Tn di Ln,di ordine n, generato dalla trasformazione x ! x + 1 (o da una qualunquex! x+ t on (t; n) = 1). Tn �e il sottogruppo delle traslazioni, ed �e ovviamenteisomorfo a Zn.3.4 Teorema. i) Tn �e normale in Ln;ii) se n = p, primo, un sottogruppo transitivo H di Lp ontiene Tp.Dim. i) Sia � : x! kx+ s, � : x! x+ t. Allora ��1 : x! k�1x� k�1s, e��1�� : x! x+ kt, anora una traslazione.ii) Avendosi jHj j p(p�1), se H non ontiene traslazioni il suo ordine dividep� 1 e dunque �e minore di p. H non pu�o allora essere transitivo. }Estendiamo ora il ampo K aggiungendo ".3.5 Teorema. Il gruppo di Galois T su K(") dell'equazione binomia �e dato dal-l'intersezione del gruppo di Galois G su K on Tn, e dunque, ome sottogruppodi Tn, �e ilio. Inoltre, T �e normale in G e il quoziente G=T �e abeliano.Dim. Poih�e gli elementi di T sono gli elementi di G he lasiano �ssi glielementi di K("), si ha �(") = " per � 2 T . Allora �("�) = "�(�), e pertantola trasformazione assoiata a � �e del tipo x �! x+ t, per un erto t. Ne segue� 2 Tn. Inoltre, il polinomio ilotomio �e normale, e dunque il gruppo di GaloisT su K(") �e normale in G, e il quoziente �e abeliano perh�e isomorfo al gruppodi Galois del polinomio ilotomio (Es. 3 di 2.22). }46



3.1. Equazioni binomie3.6 Teorema. L'ordine f di T �e un divisore di n ed �e il pi�u piolo intero ktale he �ki appartiene a K("), dove � �e una qualunque radie dell'equazionebinomia.Dim. Intanto ("s�)k 2 K(") se e solo se ("t�)k 2 K("), e i�o permette dionsiderare una radie � qualunque; inoltre, '�e almeno la potenza n�esima di� he appartiene a K, e dunque a K("). Poih�e T �e un sottogruppo di Zn,jT j divide n. Sia T generato da � . Allora �k appartiene a K(�) se e solo se�(�k) = �k. Sia (notazione del Teor. 3.3): �(�) = �t = �t�. Allora:�(�k) = �(�)k = �kt = "tk�k;e dunque �(�k) = �k se e solo se "tk = 1. D'altra parte se f �e l'ordine di � , f�e il pi�u piolo intero tale he �f = I e peri�o�k = �f (�k) = (�f (�))k = �kft = "ft�k;da ui "ft = 1. f �e dunque il pi�u piolo intero tale he "ft = 1. }Il quoziente G=T �e isomorfo al gruppo di Galois di �(x) su K, e dunque ilsuo ordine �e '(n). Ne segue:3.7 Teorema. L'ordine del gruppo di Galois su K dell'equazione binomia �euguale al prodotto f � '(n).3.8 Esempio. Sia f(x) = x4 � a su Q, e siano�1 = �; �2 = i�; �3 = i2�; �4 = i3�;le radii di f(x). Se � 2 G, allora �(i) = i, oppure �(i) = �i.(i) Sia �(i) = i; l'intero k del Teor. 3.3 �e uguale a 1.Se �(�) = i� = �2, si ha t = 1 e � determina la trasformazione x �! x + 1.Ne segue: �(�2) = �(i�) = �(i)�(�) = i�(�) = i � i� = i2� = �3e analogamente �(�3) = �4, �(�4) = �1 e dunque � = (1; 2; 3; 4).Se �(�) = �3 vengono determinate la trasformazione x �! x + 2, e lapermutazione (1,3)(2,4). Se �(�) = �4, la trasformazione �e x �! x + 3, e lapermutazione (1; 4; 3; 2).(ii) Se �(i) = i3, si hanno analogamente le trasformazioni x �! 3x, x �!3x+ 1, x �! 3x+ 2, e x �! 3x+ 3. Si ottiene os�� il gruppo diedrale D4:fI,(1,2,3,4),(1,3)(2,4),(1,4,3,2),(1,2)(3,4),(1,3)(2)(4),(1)(2)(3,4),(1,4)(2,3)g.47



CAPITOLO 3. Risolubilit�a per radiali e teorema fondamentaleIl gruppo di Galois di x4 � a �e peri�o un sottogruppo di D4. Ad esempio,per a = 2 sappiamo he �e tutto D4 (Es. 1 di 2.22), mentre per a = �1 abbiamovisto (Es. 5 di 2.53) he il gruppo di x4 + 1 �e il gruppo di KleinV = fI; (1; 2)(3; 4); (1; 3)(2; 4); (1; 4)(2; 3)g(Es. 5 di 2.53). In questo seondo aso infatti si ha � = 4p�1 = pi, e dunque�1�2+1 = 0. Il ilo (1,2,3,4) porta �1�2 in �2�3 he �e uguale a 1., e peri�o nonappartiene al gruppo di Galois. Si vede analogamente he le sole permutazionidi D4 ammesse sono quelle di V .Aggiungiamo ora i a Q. Dovendo i restare �sso, il gruppo di Galois G1 dix4�1 suQ(i) �e un sottogruppo di fI; (1; 2; 3; 4); (1; 3)(2; 4); (1; 4; 3; 2)g. DunqueG1 = G\V = fI; (1; 3)(2; 4)g. Si osservi he G1 ha ordine 2, e infatti �f 2 Q(i)on f = 2: �2 = (pi)2 = i 2 Q(i).Pu�o ben aadere he un'equazione binomia irriduibile su K si spezzi suK(").3.9 Esempio. Con K = Q, il polinomio x4 + 1, irriduibile su K si spezza suK(i): x4 + 1 = (x2 � i)(x2 + i). Il gruppo di Galois di questo polinomio su K�e il gruppo di Klein, e dunque �e abeliano.Se per�o il polinomio resta irriduibile su K(�), allora:3.10 Corollario. i) Se l'equazione binomia �e irriduibile su K("), allora ilgruppo di Galois G su K(") oinide on Tn;ii) se " 62 K, il gruppo di Galois G su K non pu�o essere abeliano;iii) se n = p, primo, allora su K(") l'equazione o �e irriduibile oppure sispezza in fattori lineari su K(") (le radii appartengono a K(")).Dim. i) SuK(") �e G = T ; essendo f(x) irriduibile e G ilio, G �e generatoda un ilo di lunghezza n (Teor. 2.56), e dunque G = Tn.ii) Su K, se G fosse abeliano, essendo transitivo sarebbe regolare, e quindiavrebbe ordine n, e peri�o G = Tn. Ma allora K = K("), ontro l'ipotesi.iii) Se l'equazione non �e irriduibile, per i) il gruppo di Galois su K(") nonpu�o essere Tp, e dunque �e l'identit�a; l'equazione si spezza allora in fattori lineari.}3.11. Teorema. Se p �e un primo ed " una radie primitiva p�esima dell'unit�a,allora un'equazione binomia xp� a irriduibile su K resta irriduibile su K(").Dim. (Se p = 2, poih�e �1 2 K non '�e niente da dimostrare). Se l'equa-zione �e irriduibile su K il gruppo di Galois �e transitivo e dunque (Teor. 3.4)ontiene Tp. Ma per il Teor. 3.5 Tp �e il gruppo di Galois di xp � a su K("), edessendo transitivo il polinomio �e irriduibile. }48



3.1. Equazioni binomieUn importante aso partiolare di equazione binomia si ha per a = �1.Il polinomio xn � 1 ha ome radii le radii n�esime dell'unit�a. Il prodottodelle radii primitive n�esime �e il polinomio ilotomio �n(x) (abbiamo gi�aonsiderato il aso n = p; v. Es. 3 di 2.22). Se d divide n, e " �e una radieprimitiva n�esima, allora "nd �e una radie primitiva d�esima; si ha:xn � 1 =Ydjn�d(x): (3.2)3.12 Esempi. 1. Per n = 1 '�e la sola radie x = 1, ovviamente primitiva,e �1(x) = x � 1. Per n = 2 abbiamo due radii, 1 e �1, delle quali solola seonda �e primitiva; dunque �2(x) = x + 1. Una radie prima o seonda �eanhe radie quarta: i e �i sono primitive quarte, �4(x) = (x�i)(x+i) = x2+1e x4 � 1 = (x� 1)(x+ 1)(x� i)(x+ i) = �1(x)�2(x)�4(x).2. Per n = 8 si hanno le quattro radii primitive pi;�pi;p�i;�pi (v.Es. 2 di 2.22) e il polinomio �8(x) = x4 + 1.3.13 Teorema. Il polinomio �n(x) �e:i) a oeÆienti interi;ii) irriduibile su Q;il gruppo di Galois G di �n(x) �e:iii) abeliano, isomorfo al gruppo U(n) degli interi minori di n e primi onn (dunque ha ordine '(n));iv) regolare.Dim. i) Induzione su n. Se n = 1, �1(x) = x� 1, he �e a oeÆienti interi.Supponiamo il teorema vero per �m(x), m < n. Dalla (4.2) abbiamoxn � 1 = Ydjn;d<n�d(x) � �n(x):Per induzione i �d(x) sono a oeÆienti interi e di oeÆiente direttore 1, edunque anhe il loro prodotto �e a oeÆienti interi e di oeÆient direttore 1. Ilquoziente di xn � 1 per questo prodotto �e allora a oeÆienti interi; ma questoquoziente �e proprio �n(x).ii) Faiamo vedere he se " �e una radie primitiva n�esima dell'unit�a, ognialtra radie primitiva �e radie di ogni polinomio a oeÆienti razionali (interi)di ui �e radie ". Diamo una dimostrazione he si basa sul teorema di Dirihletseondo il quale se (r; n) = 1, nella progressione aritmetia r+kn, k = 1; 2; : : : ;ompaiono in�niti numeri primi. Per ogni primo p della progressione si ha"p = "r+kn = "r � "kn = "r: Se ora f(x) �e un polinomio he ammette " omeradie, da f(") = 0 si ha 0 = f(")p � f("p) = f("r) mod p (la ongruenzasegue da note propriet�a dei ampi �niti). Il numero f("r) �e dunque divisibileper in�niti primi, e peri�o �e zero, io�e "r �e radie di f(x). Poih�e, essendo49



CAPITOLO 3. Risolubilit�a per radiali e teorema fondamentale(r; n) = 1, "r �e primitiva, abbiamo quanto rihiesto. Se f(x) �e il polinomiominimo irriduibile su Q he ammette la radie " esso divide �n(x), e dunqueavendo tutte le radii di �n(x) lo uguaglia.iii) Se "1 = " �e una radie di �n(x), le altre sono "2 = "k2 ; "3 = "k3 ; : : : ; "m ="km , onm = '(n) e k1; k2; : : : ; km gli interi minori di n e primi on n. Se � 2 G,allora se �(") = "i si ha�("j) = �("kj ) = (�("))kj = ("i)kj = "kikj :L'immagine di " determina quindi l'immagine di ogni altra radie "j . Fissatoki, i prodotti kikj riproduono, al variare di j, tutti gli interi kl; l = 1; 2; : : : ;m.Inoltre �n(x) �e irriduibile, e dunqueG �e transitivo. La orrispondenza � �! ki�e univoa perh�e se � e � determinano lo stesso ki allora determinano anhe lestesse immagini di tutte le "k, e dunque sono la stessa permutazione. Inoltre�e suriettiva per via della transitivit�a di G. Si vede poi failmente he se a �orrisponde kj, al prodotto �� orrisponde il prodotto kikj . La orrispondenza�e peri�o un isomor�smo. (Che il gruppo sia abeliano si vede anhe direttamenteome segue: da "� = "k e "� = "h abbiamo "�� = ("�)� = ("k)� = ("k)h = "kh ="hk = ("h)k = ("� )k = ("� )� = "�� , e dunque �� = �� e il gruppo �e abeliano;v. Teor. 2.54, on ��(") = "k)iv) Il gruppo �e regolare perh�e �e transitivo e abeliano (Lemma 2.58). }3.14 Esempi. 1. Il polinomio �8(x) �e il polinomio x4+1 (v. Es. 5 di 2.53). Ilsuo gruppo di Galois �e il gruppo di Klein, isomorfo al gruppo degli interi minoridi 8 e primi on 8: f1; 3; 5; 7g.2. Se p �e primo, il gruppo di �p(x) �e ilio di ordine p � 1 (v. Es. 3 di2.22).3.2 Risolubilit�a per radialiVediamo ora per quali polinomi le radii si possono esprimere per mezzo dioperazioni razionali ed estrazioni di radii. A priori, �e possibile he i radialiriguardino elementi non appartenenti a K(�), io�e elementi he non sono fun-zioni razionali delle radii. In questo aso tuttavia le radii si esprimono anheper radiali di elementi di K(�): �e quanto a�erma un teorema di Abel (teoremadelle irrazionalit�a naturali) sul quale torneremo nel Cap. 4 (Teor. 4.3).Si tratta quindi di raggiungere il ampo di spezzamento K(�) a partire daK attraverso suessive aggiunte di radiali tpa in modo tale he a ogni passoa appartenga al ampo gi�a ostruito.3.15 De�nizione. L'equazione f(x) = 0 a oeÆienti in K si die risolubile50



3.2. Risolubilit�a per radialiper radiali (o risolubile algebriamente) se esiste una suessione di ampi:K � K1 = K(a1) � K2 = K1(a2) � : : : � Ks = Ks�1(as) � Ks = K(�);(3.3)e ar11 2 K, ar22 2 K2,. . . , arss 2 Ks�1 per opportuni interi ri; i = 1; 2; : : : ; s.Un ampo Ki �e un ampliamento (o estensione) radiale dei ampi Ki�1, i =1; 2; : : : ; s, K0 = K, he lo preedono.Gli ai sono soluzioni di equazioni del tipo xr = . Se r = pk, p primo, unatale equazione �e equivalente alle due: xp =  e xk = , dove  �e un'opportunaradie p�esima di  (in altri termini, si pu�o ridurre pkp a kq pp). Se k non �eprimo si pu�o proedere allo stesso modo, e onludere he gli esponenti ri dellaDef. 3.15 si possono supporre numeri primi.Pu�o ben aadere he si possa trovare un'espressione delle radii di un po-linomio per radiali di elementi non appartenenti a K(�). Ma allora si pu�oanhe trovare un'espressione per radiali di elementi di K(�) (v. Cap. 4, Teor.4.3). Ci�o giusti�a la limitazione a K(�) della de�nizione di ampliamento ra-diale. Pertanto un'equazione �e risolubile per radiali se le radii si trovano inun ampliamento radiale di K, io�e se K(�) �e un ampliamento radiale di K.Veniamo ora al:3.16 Teorema. Un'equazione ilia �e risolubile per radiali.Dim. Diamo una dimostrazione dovuta a Lagrange. Possiamo supporre heil polinomio sia irriduibile. Siano le radii della forma �; #(�); #2(�); : : : ;#n�1(�), per una data funzione razionale #(x) on #n(x) = x . Sia � unaqualunque radie n�esima dell'unit�a (non neessariamente primitiva), e sia'(x) = x+ �#(x) + �2#2(x) + � � � + �n�1#n�1(x):Allora '(#(x)) = #(x) + �#2(x) + �2#3(x) + � � �+ �n�1xe dunque '(#(x)) = ��1'(x), e in generale '(#k(x)) = ��k'(x). Elevando allapotenza n�esima '(#k(x))n = '(x)nPosto  (x) = '(x)n, la funzione  (x) �e tale he  (#k(x)) =  (x); ne segue:n (x) =  (x) +  (#(x)) +  (#2(x)) + � � �+  (#n�1(x)):Sia x = �. Le permutazioni del gruppo di Galois (he �e generato dal ilo(�; #(�); #2(�); : : : ; #n�1(�)), mutano n (�) in s�e e dunque n (�) 2 K(�) eperi�o anhe  (�) 2 K(�). Ponendo suessivamente � uguale a tutte le radii51



CAPITOLO 3. Risolubilit�a per radiali e teorema fondamentalen�esime dell'unit�a �i, i = 0; 1; : : : ; n� 1, e detti i 2 K(�) i valori di  (�) heos�� si ottengono, abbiamo le n uguaglianze:� + #(�) + #2(�) + � � � + #n�1(�) = np0;� + �1#(�) + �21#2(�) + � � � + �n�11 #n�1(�) = np1;... ... ... ... ... ...� + �n�1#(�) + �2n�1#2(�) + � � � + �n�1n�1#n�1(�) = npn�1:Sommando queste uguaglianze, e riordando he Pni=0 �ki = 0, per ogni interok, si ha � = 1n( np0 + np1 + � � �+ npn�1)(si pu�o segliere arbitariamente uno solo degli n radiali). Le altre radii siottengono formando #(�); #2(�); e., oppure, sommando le preedenti equa-zioni moltipliate rispettivamente per 1; ��r1 ; ��r2 ; : : : ; ��rn�1; si ottiene l'r�esimaradie ome#r(�) = 1n( np0 + ��r1 np1 + ��r2 np2 + � � �+ ��rn�1 npn�1); (3.4)he �e l'espressione per radiali rihiesta. }3.17 Corollario. Le radii p-esime dell'unit�a, p primo, si esprimono medianteradiali di indie inferiore a p.Dim. Si tratta, a parte la radie 1, delle radii del polinomio ilotomio�p(x), il ui gruppo di Galois �e ilio di ordine p� 1. }3.18 Esempio. Caloliamo, on il metodo del teorema, le radii terze dell'u-nit�a. Il gruppo di Galois �e il gruppo ilio G = fI; (�; #(�))g di ordine 2 on#(�) = �2. Siano 1 e �1 le due radii seonde dell'unit�a; allora, on � = 1: 0(�) = (�+ 1 � �2)2 = �2 + 2�3 + �4 = �2 + �+ 2 = 1;riordando he �3 = 1 e �2 + �+ 1 = 0. Con � = �1: 1(�) = (�� �2)2 = �2 � 2�3 + �4 = �2 � 2 + � = �2 + �+ 1� 3 = �3;e dunque: � = 12( 2p1 + 2p�3):Ma sappiamo he �+�2 = �1, e dunque la determinazione di 2p1 da prendere�e �1: �1 = 12(�1 + 2p�3):52



3.2. Risolubilit�a per radialiPer l'altra radie, �2 = #(�) = �2 = 12(�1� 2p�3);o anhe, appliando la (3.4):�2 = 12(�1 + (�1)�1 2p�3):3.19 Corollario. Le radii n-esime dell'unit�a, per ogni n, si esprimono me-diante radiali.Dim. Se n = p, primo, si tratta del orollario preedente. Se n = ph, unaradie ph-esima �e radie di xp�� = 0, on � radie ph�1�esima, e per induzionesi ha il risultato. Se n = ph11 ph22 � � � phtt e �i �e una radie phii �esima dell'unit�aespressa per radiali, allora il prodotto �1 ��2 � � � �t �e una radie n�esima espressaper radiali. }3.20 Nota. Se nel Cor. 3.19 le �i sono radii primitive phii �esime, allora �phiii = 1, ephii �e il minimo per ui i�o aade. Ne segue he per il prodotto � delle �i si ha �n = 1,on n minimo, e � �e primitiva.Consideriamo ora un'equazione f(x) risolubile per radiali. Per l'osserva-zione fatta dopo la Def. 3.15 possiamo supporre he gli ri siano numeri primi.Sappiamo he le radii p�esime dell'unit�a si esprimono per radiali su K diindie primo inferiore a p: l'ampliamento K(") di K, on una radie primitivap�esima si ottiene pertanto mediante ampliamenti normali suessivi ottenutiaggiungendo radii q�esime on q < p:K � K1 = K("1) � K2 = K("2) � : : : � Kt = K("):Se p1; p2; : : : ; pt sono i primi he ompaiono nella fattorizzazione degli esponentiri; i = 1; 2; : : : ; s della Def. 3.15, operando ome sopra si ottiene un amplia-mento K 0 di K he ontiene tutte le radii pk�esime dell'unit�a, k = 1; 2; : : : ; ted �e ottenuto mediante suessivi ampliamenti normali. Se ora a 2 K �e unodegli ai della (3.3), l'ampliamento di K 0 on una radie ppa di xp � a, p primo,�e normale. Infatti, per il Cor. 3.10, iii), se xp � a si spezza, allora si spezza infattori lineari, e dunque poih�e in tal aso ppa appartiene gi�a a K 0 non si trattadi un e�ettivo ampliamento. Altrimenti xp � a �e irriduibile, e poih�e K 0( ppa)ontiene anhe le altre radii del polinomio, l'ampliamento �e normale, e di gra-do primo. Aggiungendo ora a K 0( ppa) una radie q�esima di a o una radier�esima di un altro elemento di K, e os�� per tutti gli elementi a1; a2; : : : ; asdella (3.3), si ottiene un ampo K he ontiene il ampo K(�) ed �e tale heK � K(1) � K(2) � : : : � K(i) � K(i+1) � : : : � K(m) � K (3.5)53



CAPITOLO 3. Risolubilit�a per radiali e teorema fondamentaledove il gruppo di Galois di K(i+1) su K(i) �e ilio di ordine primo. Alla seriedi sottoampi di K della (3.5) orrisponde una serie di sottogruppi,G � G1 � G2 � : : : � Gi � Gi+1 � : : : � Gm � f1g (3.6)iasuno normale nel preedente e tale he il quoziente Gi=Gi+1 �e ilio diordine primo.3.21 De�nizione. Una serie ome la (3.6) nella quale ogni sottogruppo �enormale nel preedente si die serie normale. Un gruppo he ammette unaserie normale a quozienti ilii di ordine primo si die risolubile.3.22 Teorema.(i) Sottogruppi e quozienti di gruppi risolubili sono risolubili;(ii) se N �G e G=N sono risolubili, allora G lo �e;(iii) se G �e abeliano allora �e risolubile.Dim. (i) Se la (3.6) �e una serie normale di G, e H � G, allora Hi+1 =H \Gi+1 �H \Gi = Hi. Inoltre,HiHi+1 = HiH \Gi+1 = HiHi \Gi+1 ' HiGi+1Gi+1 � GiGi+1 :Pertanto, essendo Gi=Gi+1 di ordine primo, o Hi=Hi+1 = f1g, e dunque Hi =Hi+1, oppure Hi=Hi+1 ' Gi=Gi+1 ilio di ordine primo.Se N �G, Gi+1N �GiN ; inoltre, NGi = (NGi+1)Gi e dunque,NGiNGi+1 = (NGi+1)GiNGi+1 ' GiNGi+1 \Gi ' Gi=Gi+1(NGi+1 \Gi)=Gi+1(sia NGi+1 he Gi ontengono Gi+1 e dunque anhe l'intersezione lo ontiene).NGi=NGi+1 �e allora isomorfo a un quoziente di Gi=Gi+1, ilio di ordineprimo, e pertanto o �e il gruppo identio o �e ilio di ordine primo.(ii). Dalla serie normale di G=N a quozienti di ordine primoG=N � H1=N � H2=N � : : : � Hk�1=N � N=Nsegue Hi+1 �Hi e Hi=Hi+1 ilio di ordine primo. Abbiamo os�� parte dellaserie rihiesta per G: G � H1 � H2 � : : : � Hk�1 � N;he si pu�o ompletare aggiungendo una serie N � Hk+1 � Hk+2 � : : : � Hm =f1g per N .(iii) G ha un sottogruppo N di ordine primo (Cauhy), he �e risolubile (laserie �e N � f1g). Per induzione G=N �e risolubile, e dunque per (ii) G lo �e. }54



3.2. Risolubilit�a per radialiSe dunque un'equazione �e risolubile per radiali, allora il ampo K(�) �eun sottoampo di un ampo ome K della (3.5). Sia G il gruppo di Galois diK su K. Allora K ontiene una serie di sottoampi tali he i orrispondentisottogruppi di G ostituisono una serie normale a quozienti di ordine primo.Il gruppo G �e dunque risolubile. Inoltre, avendosi K � K(�) � K, ed essendoK(�) un ampliamento normale (si aggiungono a K tutte le radii �i di f(x)), ilgruppo di Galois G di K(�) �e un quoziente di G, e dunque anh'esso risolubile.Vieversa, sia il gruppo di Galois G di K(�) su K risolubile, e sia (3.6) unaserie normale. Induzione su m. Se m = 1 il gruppo �e ilio (di ordine primo)e dunque l'equazione �e risolubile per radiali (Teor. 3.16). Sia m > 1, e sia un elemento di K(�) tale he G = G1. Il gruppo di Galois su K del polinomioJ(x) di  �e isomorfo a G=G1, ilio di ordine p, e pertanto il polinomio �erisolubile per radiali. L'ampliamento K() di K si ottiene dunque medianteaggiunzioni di radii. Il gruppo di Galois di f(x) su K() �e G1, he ha unaserie di lunghezza m� 1, e pertanto �e risolubile per radiali. Il ampo K(�) siottiene allora da K() per aggiunzione di radii.In onlusione:3.23 Teorema. Un'equazione �e risolubile per radiali se e solo se il suo gruppodi Galois �e risolubile. }3.24 De�nizione. Siano a1; a2; : : : ; an elementi algebriamente indipendentisu un ampo K. L'equazionexn + a1xn�1 + a2xn�2 + � � �+ an = 0prende il nome di equazione generale di grado n su K.L'equazione generale di grado n sul ampo K �e dunque un'equazione parti-olare sul ampo K(a1; a2; : : : ; an) (quella he ha ome oeÆienti gli ai).Nel risultato seguente sta il motivo per il quale non esiste una formularisolutiva per l'equazione generale di grado n � 5 he faia intervenire soltantooperazioni razionali ed estrazioni di radii.3.25 Teorema. Il gruppo simmetrio Sn, n � 5, non �e risolubile. }3.26 Teorema. (Ruffini{Abel) L'equazione generale di grado n � 5 su Knon �e risolubile per radiali.Dim. Dimostriamo he il gruppo di Galois su K(a1; a2; : : : ; an) dell'equa-zione generale �e il gruppo simmetrio Sn. Il risultato seguir�a allora dal Teor.3.25. Le radii dell'equazione sono distinte (l'annullarsi del disriminante da-rebbe una relazione algebria tra le ai he invee sono indipendenti); ha sensodunque parlare di gruppo di Galois. Siag(�1; �2; : : : ; �n; a1; a2; : : : ; an) = 0 (3.7)55



CAPITOLO 3. Risolubilit�a per radiali e teorema fondamentaleuna relazione a oeÆienti in K(a1; a2; : : : ; an) tra le radii �i dell'equazione.Faiamo vedere he essa resta soddisfatta per ogni permutazione delle �i. Leai sono le funzioni simmetrihe elementari delle �i, e sostituendo nella g le loroespressioni in termini delle �i si ottiene un polinomio nelle �i a oeÆienti inK: G(�1; �2; : : : ; �n) = 0: (3.8)Se dimostriamo he tutti i oeÆienti del polinomio G sono uguali a zero, io�ehe il polinomio a oeÆienti in K:G(x1; x2; : : : ; xn) (3.9)�e il polinomio nullo, allora permutando omunque le �i la (3.8) rester�a soddi-sfatta, e dunque anhe la (3.7) (poih�e le ai restano inalterate per qualunquepermutazione delle �i, dall'annullarsi della (3.7) seguir�ag(��(1) ; ��(2); : : : ; ��(n); a1; a2; : : : ; an) = 0:Se (3.9) non �e il polinomio nullo, onsideriamo i polinomi he si ottengonopermutando in tutti i modi possibili le xi in (3.9). Nessuno �e nullo; faendoneil prodotto si ottiene un polinomio non nullo he �e ovviamente simmetrio, ehe dunque �e un polinomio nelle funzioni simmetrihe elementari bi delle xi:Y�2SnG(x�(1); x�(2); : : : ; x�(n)) = F (b1; b2; : : : ; bn) (3.10)dove F �e a oeÆienti in K. Sostituendo in questa identit�a le xi on le �i siottiene: Y�2SnG(��(1); ��(2); : : : ; ��(n)) = F (a1; a2; : : : ; an):Ma ora il primo membro ontiene il fattore (3.8), e dunque �e nullo. Ne segueF (a1; a2; : : : ; an) = 0, ontro l'indipendenza algebria delle ai. }Di questo teorema daremo anhe la dimostrazione originale di RuÆni e Abel(Teor. 4.5).Nella dimostrazione del teorema preedente �e ontenuto il seguente risultatohe inverte il Teor. 1.1:3.27 Teorema. Se le funzioni simmetrihe elementari delle indeterminate xisono algebriamente indipendenti, anhe le xi lo sono. }3.28 Teorema. Un'equazione di grado primo �e risolubile per radiali se e solose le sue radii si possono esprimere ome funzioni razionali di due qualunquedi esse. 56



3.2. Risolubilit�a per radialiQuesto teorema �e una onseguenza di aluni risultati di teoria dei gruppihe ora dimostriamo.3.29 Lemma. Un gruppo transitivo G di grado primo �e risolubile se e solo seontiene un gruppo ilio di ordine primo Cp ome sottogruppo normale. G �eallora un sottogruppo del gruppo lineare Lp.Dim. Sia  = (1; 2; : : : ; p), Cp =<  > �G, e sia N il pi�u grande sottogruppodi Sp he ontiene Cp ome sottogruppo normale (N �e il normalizzante di Cpin Sp). Sia � 2 N ; allora ��1� = k, (p; k) = 1. Sia U(p) il gruppo degliinteri minori di p (e dunque primi on p), e sia N ! U(p) la orrispondenzadata da � ! k. Si tratta di un omomor�smo, he �e suriettivo in quanto, datok, (1; 2; : : : ; p)k = (i1; i2; : : : ; ip) = k ha ordine p ed �e oniugato a  mediante� = � 1 2 : : : pi1 i2 : : : ip � : Dunque � appartiene a N e indue k. Il nuleo onstadei � 2 N tali he k = 1, io�e dai � he permutano on . Ma dovendo ora essere(i1; i2; : : : ; ip) = (1; 2; : : : ; p), una tale � non pu�o essere he una delle p potenzedi . Dunque il nuleo �e lo stesso Cp, e pertanto jN j = p � '(p) = p(p� 1). OraCp �e ilio, dunque risolubile, e N=Cp �e isomorfo al gruppo degli interi minoridi p e primi on p he �e abeliano, quindi risolubile. Allora N �e risolubile, edunque anhe G � N . (Questa dimostrazione vale per ogni n: il normalizzantein Sn di un n�ilo ha ordine n'(n)).Ora da ��1� = k; io�e � = �k si ha� = � 1 2 : : : p� 1 pi2 i3 : : : ip i1 � = �k = � 1 2 : : : p� 1 pi1+k i2+k : : : ip�1 + k ip + k �da ui is+1 � is + k mod p, e poih�e is+1 � ks+ i1 mod p abbiamo� = � sks+ i1 � k � :La orrispondenza � ! (x! kx+ t), on t = i1� k mostra he si tratta di ungruppo lineare.Vieversa, sia G di grado primo p e risolubile,G � G1 � G2 � : : : � Gn�1 � Gn = f1guna serie normale a quozienti ilii di ordine primo (per erti primi q; r; : : :).Il gruppo G1 �e transitivo (�e normale e ha grado primo); lo stesso aade perG2 (ha grado primo ed �e un sottogruppo normale del gruppo transitivo G1), eanalogamente per tutti gli altri gruppi della serie. Ne segue he Gn�1, essendotransitivo e ilio di grado primo p �e neessariamente generato da un p�ilo,e dunque �e ilio di ordine p; sia esso Cp. Allora per quanto dimostrato sopra,Gn�2 �e ontenuto nel gruppo lineare Lp, he ammette un solo sottogruppodi ordine p (il sottogruppo delle traslazioni). Se ora � 2 Gn�3 si ha, per la57



CAPITOLO 3. Risolubilit�a per radiali e teorema fondamentalenormalit�a di Gn�2 in Gn�3, ��1Gn�2� = Gn�2 da ui ��1Cp� � Gn�2 e quindi��1Cp� = Cp, essendo Cp l'unio sottogruppo di ordine p. Dunque Cp�Gn�3,e os�� proseguendo si ha Cp �G. }3.30 Lemma. Nel gruppo lineare Lp un elemento non identio ha al pi�u unpunto �sso.Dim. Supponiamo he la trasformazione x! ax+ b abbia due punti �ssi re s, 0 � r; s � p� 1: ar + b � r mod pas+ b � s mod p:Allora, sottraendo, a(r � s) � r � s mod p, e poih�e p non divide r � s < p,dividendo per r � s si ha a � 1 mod p. Ne segue r + b � r mod p, e peri�ob � 0 mod p, per ui a = 1; b = 0, e la trasformazione �e l'identit�a. }3.31 Lemma. Sia G un gruppo transitivo di grado primo p nel quale unelemento non identio �ssa al pi�u un punto. Allora G �e un sottogruppo di Lp,e in partiolare �e risolubile.Dim. Se i e j sono due punti, i loro stabilizzatori Gi e Gj hanno intersezionef1g. Per la transitivit�a [G : Gi℄ = p; inoltre i Gi sono tutti tra loro oniugatie hanno peri�o lo stesso ordine, e sia h. Ne segue jGj = ph, e siome i Gisono in numero di p e iasuno ontiene h � 1 elementi non identii, j [ Gij =p(h�1)+1 = ph� (p�1). Restano p�1 elementi he non �ssano alun punto;sia � uno di questi. Se � ha due ili di lunghezza diversa, t e s, on 2 � t < s,allora �h �ssa almeno due punti e non �e l'identit�a. Allora i ili di � hannotutti la stessa lunghezza, ma essendo p primo i�o �e possibile solo se '�e un soloilo. Dunque � �e un p�ilo, e i p � 1 elementi he non �ssano alun puntosono allora le sue potenze. In�ne, il sottogruppo < � > �e normale. Infatti, se� �ssa i allora ��1�� �ssa i�; due elementi oniugati �ssano dunque lo stessonumero di punti, e pertanto se � non �ssa alun punto, lo stesso aade per isuoi oniugati. Il gruppo G �e allora ontenuto in Lp. }Dimostriamo ora il Teor. 3.28.Dim. Se l'equazione �e risolubile per radiali, il gruppo di Galois G �e riso-lubile. Per il Lemma 3.29 G �e un sottogruppo di Lp. Aggiungendo al ampoK due qualunque radii �i; �j il gruppo G si abbassa a un sottogruppo H helasia �sse queste due radii. H �e allora un sottogruppo di Lp he �ssa duepunti e peri�o �e l'identit�a. In altri termini,K(�i; �j) = K(�); (3.11)io�e ogni radie �e una funzione razionale di �i e �j .58



3.3. Teorema fondamentaleVieversa, sussista la (3.11) per ogni oppia di radii �i e �j . Una permu-tazione he �ssa �i e �j �ssa tutti gli elementi di K(�), e dunque �e l'identit�a.G �e allora un gruppo nel quale un elemento he �ssa due punti �e l'identit�a. peril Lemma 3.31, G �e risolubile. }3.32 Corollario. (Kroneker) Sia f(x) = 0 un'equazione a oeÆienti ra-zionali irriduibile di grado primo e risolubile per radiali. Allora o f(x) haesattamente una radie reale, oppure tutte le radii sono reali.Dim. Se �1 e �2 sono due radii reali, allora Q(�1; �2) onsta solo di numerireali. Per il Teor. 3.28 Q(�1; �2) = Q(�), e dunque tutte le radii sono reali.}3.3 Teorema fondamentaleSiano � un sottoampo di K(�), K � � � K(�), G il gruppo di Galois di f(x)suK e H il gruppo di Galois di f(x) su �. Allora H lasia �ssi gli elementi di �(Teor. 2.18, on � al posto di K), e vieversa, se un elemento di K(�) �e �ssatoda ogni elemento di H allora appartiene a � (Teor. 2.17). Il sottoampo �resta dunque determinato ome l'insieme degli elementi di K(�) �ssati da ognielemento di H (e dunque un sottogruppo di G non pu�o essere gruppo di Galoisdi f(x) su due sottoampi diversi). D'altra parte sappiamo he H �e gruppo diGalois di f(x) su � = K(), dove  �e un elemento tale he G = H (Teor.2.25), e pertanto dato H � G, esiste ed �e unio il sottoampo � di K(�) talehe H �e il gruppo di Galois di f(x) su �. Abbiamo os��:3.33 Teorema. (Teorema fondamentale della teoria di Galois) Laorrispondenza he assoia a un sottoampo �, K � � � K(�), il gruppo diGalois di f(x) su �, �e una orrispondenza biunivoa tra l'insieme dei sottoampidi K(�) he ontengono K e l'insieme dei sottogruppi H del gruppo di GaloisG di f(x) su K. }A K(�) orrisponde H = f1g, a K orrisponde H = G.3.34 Nota. Ai sottoampi di K(�), io�e ontenuti in K(�), ontenenti K, orri-spondono i sottogruppi di G he ontengono f1g e sono ontenuti in G (io�e tutti isottogruppi di G).3.35 De�nizione. La orrispondenza stabilita nel Teor. 3.33 prende il nomedi orrispondenza di Galois.Se �1 � �2, il gruppo di Galois di f(x) su �2 �e un sottogruppo del gruppodi Galois di f(x) su �1 (un elemento di G he �ssa gli elementi di �2 �e traquelli he �ssano gli elementi di �1). Se H1 � H2, il sottoampo �2 per ilquale H2 �e il gruppo di Galois di f(x) �e un sottoampo di �1 per il quale H159



CAPITOLO 3. Risolubilit�a per radiali e teorema fondamentale�e il gruppo di Galois di f(x) (un elemento �ssato da H2 �e �ssato in partiolareda H1). Si ha os��:3.36 Corollario. La orrispondenza di Galois inverte la relazione di inlusione:�1 � �2 ) H1 � H2; H1 � H2 ) �1 � �23.37 Corollario. Vi sono soltanto un numero �nito di ampi intermedi tra Ke K(�).Dim. Il gruppo di Galois �e �nito, e quindi ha un numero �nito di sotto-gruppi. Essendo questi in orrispondenza biunivoa on i sottoampi di K(�)he ontengono K si ha il risultato. }3.38 Corollario. Nella orrispondenza di Galois, a sottogruppi normali di Gorrispondono ampliamenti normali di K.Dim. A � = K() orrisponde H = G . Il risultato segue dalla ii) delTeor. 2.49. }3.39 Esempio. Consideriamo gli Es. 1 di 2.22 e 6 di 2.53. Il gruppo di Galois�e il gruppo diedrale D4; denotiamo on �(H) il ampo �sso del sottogruppo H.I tre sottogruppi di ordine 4 di D4 sono normali (indie 2); se K() �e l'am-pliamento orrispondente a uno di questi, il polinomio di  sar�a un polinomionormale (perh�e ha grado 2).C4 = fI; (1; 3; 2; 4); (1; 2)(3; 4); (1; 4; 2; 3)g �ssa  = �3�1 = i (infatti, ��(3)��(1) =�2�3 = ���� = �1i = i): Dunque �(C4) = Q(i):Sotto l'azione di D4, l'elemento �3�1 = i assume due valori, i e �i. Il polinomiodi i �e (x� i)(x+ i) = x2 + 1.V1 = fI; (1; 2)(3)(4); (1)(2)(3; 4); (1; 2)(3; 4)g �ssa p2, valore di �21:�(V1) = Q(p2):L'elemento �21 assume due valori: p2;�p2, e il polinomio �e x2 � 2.V2 = fI; (1; 2)(3; 4); (1; 3)(2; 4); (1; 4)(2; 3)g �ssa �1�3 = ip2:�(V2) = Q(ip2):Anhe �1�3 assume due valori ip2;�ip2, e il polinomio �e x2 + 2.C(1)2 = fI; (1)(2)(3; 4)g �ssa �1 = 4p2:�(C(2)2 ) = Q( 4p2):60



3.3. Teorema fondamentaleC(2)2 = fI; (1; 2)(3)(4)g �ssa �3 = i 4p2:�(C(1)2 ) = Q(i 4p2):Al variare di � in D4, �3 perorre le quattro radii di f(x) (D4 �e transitivo); ilpolinomio di �3 �e dunque lo stesso f(x).C(3)2 = fI; (1; 2)(3; 4)g �ssa p2 = �21 = �22 e i = �3�1 = �4�2 :�(C(3)2 ) = Q(i;p2) = Q(i+p2):Il polinomio di i + p2 �e x4 � 2x2 + 9 le ui radii sono �i � p2; poih�e(i+p2)3 = 5i�p2, aggiungendo i+p2 si ottiene i, quindi p2 e peri�o anhele altre radii. Analogamente se si aggiunge una qualunque altra radie. Ilpolinomio �e normale.C(4)2 = fI; (1; 4)(2; 3)g �ssa �21�3+�31 = pi 4p2 (riordando he pi = p22 (i+1) e i = �3�1 ): �(C(4)2 ) = Q(qip2 ):In�ne C(5)2 = fI; (1; 3)(2; 4)g �ssa �21�3 � �31 = p�i 4p2 (p�i = p22 (i� 1)):�(C(5)2 ) = Q(q�ip2 ):Al retiolo dei sottogruppi: D4V1 C4 V2C(1)2 C(2)2 C(3)2 C(4)2 C(5)2f1gorrisponde il retiolo dei sottoampi:
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CAPITOLO 3. Risolubilit�a per radiali e teorema fondamentaleK(i; 4p2)Q( 4p2) Q(i 4p2) Q(i;p2) Q(qip2) Q(q�ip2)Q(p2) Q(i) Q(ip2)Q3.40 Nota. Q0 = Q(p2) �e un ampliamento normale diQ (V2 �e un sottogruppo normaledi D4), Q0(i 4p2) �e un ampliamento normale di Q0 (C(2)2 �e normale in V2), ma Q(i 4p2)non �e un ampliamento normale di Q (C(2)2 non �e un sottogruppo normale di D4): lanormalit�a non �e transitiva.L'ampliamento Q(i;p2), orrispondente a C(3)2 �C4, �e invee normale in D4, e i�operh�e C(3)2 �e non solo normale, ma anhe aratteristio in C4.3.4 Gruppi di Galois su ZpRiordiamo alune propriet�a dei ampi �niti he i serviranno in questo paragrafo.1. Un ampo �nito ha un numero di elementi he �e una potenza di un numeroprimo p. E' uno spazio vettoriale di dimensione �nita, e se questa dimensione �e m essooinide a meno di isomor�smi on l'insieme delle radii del polinomio xpm � x. Sidenota on Fpm . Il gruppo moltipliativo di Fpm �e ilio. Se  �e un generatore, allora�e un elemento primitivo (ogni elemento del ampo �e potenza di ), ma possono esistereelementi primitivi � he non sono generatori del gruppo moltipliativo (ogni elementodel ampo �e un polinomio in �, non neessariamente una potenza).2. Si ha (a+ b)p = ap + bp, e pi�u in generale (a+ b)pk = apk + bpk per ogni k.3. Un polinomio in xp, f(xp), su Fp �e la potenza p�esima del polinomio f(x):f(xp) = f(x)p. Pi�u in generale, f(xpm) = f(x)pm . Su Fpm , f(xp) �e la potenzap�esima di un polinomio g(x).4. Il ampo Fpm si pu�o ottenere ome segue. Sia f(x) un polinomio irriduibiledi grado m a oeÆienti in Fp, e si onsideri l'insieme dei polinomi di grado al pi�um� 1 a oeÆienti in Fp on la somma usuale e il prodotto mod f(x): questo insieme�e un ampo a pm elementi. In questo ampo f(x) ammette una radie, il polinomiop(x) = x. Pi�u preisamente, il ampo in questione �e il quoziente Fp[x℄=I , dove I �el'ideale generato da f(x), e la radie �e la lasse x+ I . Detta � questa radie, sriviamoFpm = Fp(�); in questo ampo f(x) si spezza ompletamente. Infatti, dalla f(�) = 0si ha f(�)pk = 0, e per la propriet�a 3., anhe f(�pk ) = 0, k = 0; 1; 2; : : : ; p � 1. Leradii sono dunque �; �p; : : : ; �pm�1 (dove �pk india la lasse he ontiene il resto delladivisione di xpk per f(x)). L'ampliamento Fp(�) �e allora un ampliamento normale.62



3.4. Gruppi di Galois su Zp5. Il gruppo degli automor�smi di Fpm �e ilio di ordine m, generato dalla or-rispondenza he assoia ad ogni elemento � la sua potenza p�esima � : � ! �p(automor�smo di Frobenius). E' hiaro he � �e un automor�smo (v. propriet�a 2.);dimostriamo he ha ordine m. Sia � un generatore del gruppo ilio del ampo, radiedi un polinomio irriduibile di grado m su Fp. Appliando � si ottengono m elementidistinti �k(�) = �pk ; k = 0; 1; : : : ;m � 1 (se �pi = �pj , i < j, allora elevando allapm�j si ha �pm�j+i = �pm = �; on k = m� j + i < m si ha �pk�1 = 1, eslusoperh�e � �e di ordine pm � 1). Inoltre un automor�smo �ssa 1, e dunque tutti glielementi di Fp. Ne segue he se � �e un automor�smo, allora se f(�) = 0 �e anhe0 = �(0) = �(f(�)) = f(�(�)), per ui �(�) �e una radie di f(x), io�e una �pk perun erto k. Ne segue � = �k , e le potenze di � esaurisono quindi il gruppo degliautomor�smi di Fpm .6. Un elemento di Fpm appartiene a Fp se e solo se �e �ssato da tutti gli automor�smidi Fpm . Infatti, abbiamo gi�a osservato he un automor�smo �ssa gli elementi di Fp.Se poi �p = �, allora � �e radie di xp�x, he �e di grado p e ha ome radii gli elementidi Fp. Dunque anhe � 2 Fp.7. Per ogni primo p e n, p primo, esistono polinomi di grado n irriduibili su Fp.La propriet�a 6. ora vista �e tipia del gruppo di Galois. In realt�a il gruppodegli automor�smi di Fpm �e un gruppo di Galois, ome dimostrano i teoremihe seguono.3.41 Teorema. Il gruppo di Galois G(p) di un polinomio irriduibile f(x) digrado m su Fp �e ilio di ordine m.Dim. Il ampo Fp(�), � radie di f(x), �e normale (v. propriet�a 4). Ilgruppo di Galois G(p) di f(x) su Fp �e il gruppo he lasia invariate le relazioni'(�; �p; : : : ; �pm�1) = 0. Per il polinomio '(x0; x1; : : : ; xm�1) si ha'(xp0; xp1; : : : ; xpm�1) = '(x0; x1; : : : ; xm�1)p:Sostituendo xk on �pk :'(�p; �p2 ; : : : ; �pm�1 ; �) = '(�; �p; : : : ; �pm�1);per ui se '(�; �p; : : : ; �pm�1) = 0 �e anhe '(�p; �p2 ; : : : ; �pm�1 ; �) = 0. G(p)ontiene allora il ilo � = (�; �p; : : : ; �pm�1), di ordine m, e peri�o anhe le mpotenze di questo. L'ampliamento �e normale e f(x) irriduibile, il gruppo G(p)�e regolare e di ordine pari al grado di f(x): jG(p)j = m. }Che G(p) sia ilio anhe se f(x) si ridue si vede osservando he una per-mutazione � del gruppo di Galois si estende a un automor�smo �� del ampoFp(�) (Teor. 2.68); dunque G(p) �e (isomorfo a) un sottogruppo di A. Vieversa,un elemento �� di A lasia �ssi gli elementi di Fp, e quindi indue una permuta-zione � delle radii di f(x) he porta relazioni in relazioni. A �e allora isomorfoa un sottogruppo di G(p). Ne segue A ' G(p). Se f(x) = f1(x)f2(x) � � � ft(x),63



CAPITOLO 3. Risolubilit�a per radiali e teorema fondamentaleon gli fi(x) irriduibili di grado mi, il ampo di spezzamento di f(x) �e Fpm ,dove m = mm(m1;m2; : : : ;mt). Se �i �e una radie di fi(x) il gruppo di Galoisdi f(x) �e generato dalla permutazione i ui ili sono quelli orrispondenti aisingoli fattori ome nel Teor. 3.41.Sia f(x) un polinomio a oeÆienti interi e sia p un primo he non divide ildisriminante � di f(x). Ci hiediamo he relazione '�e tra il gruppo di GaloisG di f(x) su Q e il gruppo di Galois G(p) di �f(x) mod p su Fp. Vedremo heon una opportuna numerazione delle radii G(p) �e un sottogruppo di G.Siano �1; �2; : : : ; �n le radii di f(x) in un dato ordine. Sia inoltre f(x) =f1(x)g(x), on f1(x) irriduibile, di radie �1, he prendiamo ome primomodulo fondamentale di f(x). Modulo p, f1(x) si pu�o spezzare: �f1(x) =�'1(x)�h(x), on �'1(x) fattore irriduibile e he prenderemo ome primo modulofondamentale del polinomio �f(x):�f(x) = �f1(x)�g(x) = �'1(x)�h(x)�g(x): (3.12)Detta ��1 una radie di �'1(x), faiamo orrispondere �1 ad ��1. Da una relazione (�1) = 0 segue � (��1) = 0, in quanto da  (x) = 0 segue f1(x)j (x), e dunque�'1(x)j � (x). Sia ora f(x) = f2(�1; x)g2(�1; x) in Q(�1), on f2(�1; x) il seondomodulo fondamentale di f(x), di radie �2. Dalla orrispondenza �1 ! ��1abbiamo �f(x) = �f2(��1; x)�g2(��1; x). Sia �'2(�1; x) un fattore irriduibile di�f2(��1; x); denotiamo on ��2 una sua radie, e faiamo orrispondere �2 ad ��2.Una relazione  2(�1; �2) = 0 implia allora � 2(��1; ��2) = 0. Infatti, f2(�1; x)divide  2(�1; x) e dunque �'2(��1; x) divide � 2(��1; x) e peri�o � 2(��1; ��2) =0. In generale, sia fk(�1; �2; : : : ; �k�1; x) il k�esimo modulo fondamenta-le di f(x), �fk(��1; ��2; : : : ; ��k�1; x) la sua immagine determinata ome sopra,�'k(��1; ��2; : : : ; ��k�1; x) un suo fattore irriduibile in Fp(��1; ��2; : : : ; ��k�1) e ��kuna sua radie. Faendo orrispondere �k ad ��k, ad una relazione  (�1; �2; : : : ;�k) = 0 orrisponde una relazione � (��1; ��2; : : : ; ��k) = 0.3.42 Teorema. Se una permutazione delle ��1; ��2; : : : ; ��n lasia invariate lerelazioni �'k(��1; ��2; : : : ; ��k) = 0, k = 1; 2; : : : ; n, io�e appartiene al gruppo diGalois G(p) di �f(x), allora appartiene al gruppo di Galois G di f(x). In altreparole G(p) �e un sottogruppo di G.Dim. Sia � 2 G(p), ���(1) = ��i, e dunque �'1(��1) = 0. Ne segue he�i, orrispondente di ��i, �e radie di f1(x). Se infatti f1(�i) 6= 0, allorag(�i) = 0 e �g(��i) = 0 (v. (3.12)). Ma allora �� �e radie doppia di �f(x),esluso. Dunque �e anhe ��(1) = �i; in altri termini, � porta la relazionef1(�1) = 0 anora in una relazione, la f1(�i) = 0. Se ���(2) = ��j, allora perde�nizione ��j �e radie di �'2(��i; x). Ora �f2(��1; x) = �'2(��1; x)�h(��1; x) impli-a �f2(��i; x) = �'2(��i; x)�h(��i; x) (il polinomio �f2(x1; x) � �'2(x1; x)�g2(x1; x) hala radie ��1, dunque �e divisibile per �f1(x) e peri�o ha la radie ��i), per ui64



3.4. Gruppi di Galois su Zp��(2) �e una radie di f2(�i; x) (se f2(�i; ��(2)) 6= 0 allora 0 6= f2(��i; ���(2)) =��2(��i; ���(2))�g(��i; ���(2)) = 0). Proedendo in questo modo, si vede ome le re-lazioni tra le �i si onservano permutando le �i seondo gli elementi di G(p).Dunque G(p) � G. }Per la determinazione del gruppo di Galois su Q risulta partiolarmenteutile il seguente orollario.3.43 Corollario. Se f(x) a oeÆienti interi si spezza modulo p in fattori ir-riduibili �f1; �f2; : : : ; �fk di gradi rispettivamente m1;m2; : : : ;mk, allora il gruppodi Galois G(p) di �f �e ilio e generato da una permutazione di struttura ili-a (m1;m2; : : : ;mk), e una permutazione on questa struttura ilia ompareanhe nel gruppo di Galois G di f(x).3.44 Esempio. Sia f(x) = x5 � x� 1, he �e irriduibile su Q, e sia p = 2. Siha �f(x) = (x2 + x + 1)(x3 + x2 + 1), he non ha fattori multipli. G ontieneallora una permutazione di struttura ilia (2,3), io�e del tipo (1,2)(3,4,5).Per p = 3 esso resta irriduibile, e dunque G ontiene un 5�ilo. Inoltre, se� = (i; j)(k; l;m) allora �3 = (i; j). Applihiamo allora la ii) del lemma hesegue.3.45 Lemma. i) Un sottogruppo transitivo di Sn he ontiene una trasposizionee un (n� 1)�ilo oinide on Sn;ii) un sottogruppo G di Sp, p primo, he ontiene una trasposizione e unilo di lunghezza p, oinide on Sp.Dim. i) Per la transitivit�a la trasposizione deve ontenere la ifra �ssatadall'(n�1)�ilo. Sia allora � = (1)(2; 3; : : : ; n) e � = (1; i). Coniugando � onle potenze di � si ottengono le trasposizioni (1; 2); (1; 3); : : : (1; n) he generanoSn (una permutazione �e prodotto di trasposizioni e una trasposizione (i; j) sisrive ome (1; i)(1; j)(1; i)).ii) Siano � = (1; 2; : : : ; p), � = (i; i + s); allora oniugando on �s si ot-tengono suessivamente le p trasposizioni (i; i + s); (i + s; i + 2s); (i + 2s; i +3s); : : : ; (i+(p� 1)s; i) he ontengono tutte le p ifre, e he possiamo srivere(1; i); (i; j); (j; k); : : : ; (r; 1). Il prodotto di tutte queste, nell'ordine sritto, �e il(p� 1)�ilo �0 = (1)(i; r; : : : ; j). Con la trasposizione (1; i) siamo nelle ondi-zioni di i) (la transitivit�a si ottiene perh�e il sottogruppo G ontiene anhe ilprodotto (1; i) per � , he �e un ilo di lunghezza p). Dunque G = Sp. }3.46 Nota. Nella ii) del lemma, se p non �e primo, appliando ripetutamentealla trasposizione (i; i+s) la potenza s�esima del ilo (1; 2; : : : ; p) si ottengonop(p;s) trasposizioni, he ontengono in tutto p(p;s) ifre. Se (p; s) 6= 1 queste nonpossono generare Sp. 65



CAPITOLO 3. Risolubilit�a per radiali e teorema fondamentaleQuesto lemma si pu�o utilizzare per ostruire polinomi su Q il ui gruppo diGalois �e il gruppo simmetrio.3.47 Teorema. Per ogni n esistono polinomi di grado n su Q il ui gruppo diGalois su Q �e il gruppo simmetrio Sn.Dim. Sappiamo he per ogni p e n esistono polinomi di grado n irriduibilimod p. Siano f1; f2; f3 polinomi monii di grado n tali he f1 sia irriduibilemod 2; f2 sia prodotto di un fattore lineare e uno di grado n� 1 mod 3; f3 siaprodotto di un polinomio di seondo grado e uno o due fattori di grado disparimod 5. (Tutti questi fattori siano irriduibili). Consideriamo allora il polinomiof = 15f1 + 10f2 + 6f3. Mod 2 questo polinomio �e f1, e dunque �e irriduibile,e pertanto �e irriduibile su Q. Il gruppo di Galois �e dunque transitivo. Essoontiene inoltre un (n� 1)�ilo, derivante dalla fattorizzazione mod 3, e unapermutazione � = (i; j)12 on i i di lunghezza di dispari, derivante dallafattorizzazione mod 5. Allora �d1d2 = (i; j), e per il lemma il gruppo di Galoisdi f �e il gruppo simmetrio Sn. }3.48 Esempio. Con n = 6, sia f1 = x6 + x+1, f2 = (x+ 1)(x5 � x+1), f3 =(x2�4x+1)(x3+x+1)(x�1). Allora f(x) = 31x6+10x5+6x4�10x2+9x+19�e un polinomio on le propriet�a rihieste.3.5 Il problema inverso di GaloisIl problema inverso di Galois rihiede di stabilire se dato un gruppo �nitoG esistono un ampo K e un polinomio f(x) tali he G sia isomorfo al gruppodi Galois di f(x) su K. In aso a�ermativo si dir�a he G �e un gruppo di Galoissu K.Con questa terminologia il Teor. 3.47 si pu�o enuniare diendo he per ognin il gruppo Sn �e un gruppo di Galois su Q.3.49 Corollario. Sia G un gruppo �nito, f(x) un polinomio a oeÆienti inQ. Allora G �e gruppo di Galois di f(x) su un ampliamento di Q.Dim. Per un opportuno n, sia G � Sn, e sia sia f(x) un polinomio su Qhe ammette Sn ome gruppo di Galois. In Q(�) sia  tale he G = G. Allorail gruppo di Galois di f(x) su Q() �e G. }Se ome mostra il orollario preedente �e faile vedere he ogni gruppo �nito�e un gruppo di Galois su un erto ampo K (in questo aso, un ampliamentodi Q), �e invee estremamente diÆile stabilire se un gruppo �nito �e un gruppodi Galois su Q �e a tutt'oggi irrisolto. Oltre al gruppo simmetrio, la risposta�e positiva anhe per i gruppi abeliani ome ora vedremo (e anhe per i gruppirisolubili, ma si tratta di un risultato molto pi�u profondo). Vi sono ampi per66



3.5. Il problema inverso di Galoisi quali la risposta �e positiva (ad esempio, il ampo C(x) delle funzioni razionalia oeÆienti omplessi).Il risultato sui gruppi abeliani si basa sui seguenti fatti:i) il teorema di Dirihlet (v. dim. del Teor. 3.13), e anzi su una forma pi�udebole (r = 1): per ogni n, la suessione kn+1 ontiene in�niti numeri primi;in altri termini, dato n, esistono in�niti primi p � 1 mod n;ii) se � �e una radie primitiva n�esima dell'unit�a, il gruppo di Galois diQ(�) su Q �e il gruppo U(n) (Teor. 3.13), e dunque, se n = p, primo, �e iliodi ordine p� 1;iii) un gruppo abeliano (�nito) �e prodotto diretto di gruppi ilii (teoremafondamentale dei gruppi abeliani);iv) un gruppo ilio ontiene un sottogruppo per ogni divisore dell'ordine;v) se '(n) �e la funzione di Eulero, e p1; p2; � � � ; pk sono primi distinti, allora'(p1p2 � � � pk) = '(p1)'(p2) � � �'(pk) = (p1 � 1)(p2 � 1) � � � (pk � 1) eU(p1p2 � � � pk) ' U(p1)� U(p2)� � � � � U(pk):3.50 Lemma. Sia G un gruppo ilio. Allora G �e un gruppo di Galois su Q.Dim. Sia jGj = n, e sia p un primo, p � 1 mod n, � una radie primitivap�esima dell'unit�a. Il gruppo di Galois di Q(�) su Q �e il gruppo ilio U(p),di ordine p � 1. Poih�e n divide p � 1, U(p) ha un sottogruppo H di ordine(p � 1)=n, e quindi di indie n. Il quoziente U(p)=H �e ilio di ordine n, edunque �e isomorfo a G. Sia  2 Q(�) tale he H = U(p) . Allora il gruppo diGalois di Q(�) su Q �e U(p)=H (Teor. 2.52), e pertanto �e isomorfo a G. }3.51 Teorema. Sia G un gruppo abeliano �nito. Allora G �e un gruppo diGalois su Q.Dim. Se G = f1g, G �e il gruppo di Galois di Q su Q. Sia jGj > 1;analogamente al aso di un gruppo ilio dimostriamo he G �e isomorfo a unquoziente di U(n) per un erto n. Si ha, per erti ni, G ' Zn1�Zn2�� � ��Znk .Per il teorema di Dirihlet esistono primi pi distinti tali he pi � 1 mod ni; i =1; 2; : : : ; k. Come nel lemma preedente, U(pi) ontiene un sottogruppo Hi diindie ni, e il quoziente U(pi)=Hi �e isomorfo a Zni . Sia H = H1�H2�� � ��Hk;si ha G ' Zn1 � Zn2 � � � � � Znk ' U(p1)H1 � U(p2)H2 � � � � � U(pk)Hk' U(p1)� U(p2)� � � � � U(pk)H ' U(p1p2 � � � pk)Hdove l'ultimo isomor�smo segue dal fatto he i pi sono distinti. Posto n =p1p2 � � � pk abbiamo allora G ' U(n)=H. Se � �e una radie n�esima dell'unit�a,67



CAPITOLO 3. Risolubilit�a per radiali e teorema fondamentaleil gruppo di Galois di Q(�) su Q �e U(n), e se  �e tale he U(n) ' H, il gruppodi Galois di Q() su Q �e U(n)=H, isomorfo a G.Visto ome gruppo di Galois di un polinomio, G �e il gruppo di Galois diJ(x), il polinomio minimo di  (Teor. 2.52). }3.6 Complementi3.6.1 Teoremi di Hilbert e ShurNella dimostrazione del teorema di RuÆni{Abel (Teor. 3.26) abbiamo visto heil gruppo di Galois su Q(a1; a2; : : : ; an) dell'equazione generale di grado n (Def.3.24) �e il gruppo simmetrio Sn. In partiolare, i�o dimostra he Sn �e il gruppodi Galois di un polinomio su un opportuno ampo. Abbiamo anhe visto (Teor.3.47) he Sn �e gruppo di Galois di polinomi sui razionali. Quest'ultimo fattosi pu�o dedurre dal preedente grazie al seguente teorema di Hilbert (he nondimostriamo):3.52 Teorema (Hilbert, 1892). Sia:f(x) = xn + b1xn�1 + � � � + bn�1 + bnun polinomio a oeÆienti bi = bi(a1; a2; : : : ; an) nel ampo Q(a1; a2; : : : ; an)delle funzioni razionali nelle indeterminate ai. Allora, se G �e il gruppo diGalois di f(x) su questo ampo, si possono segliere in in�niti modi numerirazionali ri tali he il polinomio :f�(x) = xn + 1xn�1 + � � � + n�1 + n; (3.13)he ha ome oeÆienti i numeri i = bi(r1; r2; : : : rn) del ampo Q os�� ottenutiha gruppo di Galois G.L'equazione generale su Q si ottiene per bi = ai; i = 1; 2; : : : ; n, e poih�eessa ha ome gruppo di Galois suQ(a1; a2; : : : ; an) il gruppo Sn, esistono in�niten�ple di numeri razionali he sostituiti agli ai danno equazioni on gruppo diGalois Sn.Il teorema ora enuniato �e un teorema di esistenza: non viene infatti fornitoalun proedimento per trovare i numeri razionali in questione.Sia ora m un intero, e sia a(m) il numero dei polinomi di grado n a oeÆ-ienti interi di valore assoluto minore o uguale a m. Sia inoltre s(m) il numerodi quelli tra questi he hanno Sn ome gruppo di Galois su Q; si ha ertamentes(m) < a(m). Sussiste a questo proposito il seguente:3.53 Teorema (Shur, 1933). Si ha:limm!1 s(m)a(m) = 1:68



3.6. ComplementiQuesto risultato si pu�o interpretare nel senso he \quasi tutti" i polinomi aoeÆienti interi su Q hanno ome gruppo di Galois il gruppo simmetrio.Sussiste un analogo risultato per le n�ple di razionali he fornisono polino-mi on gruppo di Galois Sn (Teor. 3.52): le n�ple di razionali ri per i quali ilpolinomio (3.13) non ha Sn ome gruppo di Galois sono \rare" (Doerge, 1926).3.6.2 Costruzioni on riga e ompasso e divisione del erhio�E noto he un numero algebrio �e ostruibile on riga e ompasso (o semplie-mente ostruibili) se e solo se si ottiene risolvendo una atena di equazioni alpi�u quadratihe su Q. In termini di gruppo di Galois abbiamo:3.54 Teorema. Le radii di un polinomio irriduibile sono ostruibili on rigae ompasso se, e solo se, l'ordine del gruppo di Galois del polinomio �e unapotenza di 2.Dim. La ondizione �e neessaria. Se le radii sono ostruibili, si tratta disoluzioni di una atena di equazioni quadratihe, e dunque il gruppo di Galoissi ridue all'identit�a per aggiunzioni suessive di irrazionali quadratii. Gliindii di una serie di omposizione del gruppo sono dunque uguali a 2, e il loroprodotto �e l'ordine del gruppo.La ondizione �e suÆiente. �E noto he un gruppo di ordine una potenza diun primo �e risolubile, e he quindi gli indii di una serie di omposizione sononumeri primi; nel nostro aso sono tutti uguali a 2. Per ogni radie abbiamoallora una atena di ampliamenti quadratii (v. (3.3)), e quindi di equazioniquadratihe, e pertanto essa risulta ostruibile. }L'equivalente algebrio del problema della divisione del erhio in n partiuguali, e io�e della ostruzione del poligono regolare on n lati �e la risoluzionedell'equazione ilotomia �n(x) = 0, he sappiamo avere gruppo di Galoisabeliano e di ordine '(n) (Teor. 3.13). Per il teorema ora dimostrato abbiamoallora:3.55 Corollario. Il poligono regolare on n lati �e ostruibile on riga e om-passo se e solo se '(n) �e una potenza di 2. }Sia n = 2kpm11 pm22 � � � pmtt , on i pi primi distinti dispari. Allora:'(n) = 2k�1pm1�11 (p1 � 1)pm2�12 (p2 � 1) � � � pmt�1t (pt � 1):Se '(n) deve essere una potenza di 2, i fattori pmi�1i devono essere tutti ugualia 1, e i fattori pi � 1 potenze di 2. Ne segue mi = 1 per ogni i, e pi � 1 = 2si ,ovvero: 69



CAPITOLO 3. Risolubilit�a per radiali e teorema fondamentale3.56 Corollario. Il poligono regolare on n lati �e ostruibile se e solo se n �euna potenza di 2, oppure della forma:n = 2kp1p2 � � � pt;dove i primi pi sono distinti e della forma p = 2s + 1 ( primi di Fermat ). }Cos�� ad esempio, il pentagono regolare �e ostruibile, ome pure il poligonoon 17 lati (Gauss).Nota. Un numero della forma 2s + 1 �e primo solo se s �e una potenza di 2. Se infattis = qr, on q primo dispari, si avrebbe la seguente deomposizione:2qr + 1 = (2r + 1)(2r(q�1) � 2r(q�2) + � � � � 2r + 1):Per s = 0; 1; 2; 3; 4 si hanno i numeri primi 3; 5; 17; 257; 65537. Ma il suessivo 225 +1non �e pi�u primo: �e divisibile per 641 (Eulero). Quelli detti sono i soli numeri primi diFermat onosiuti. Non �e noto se ne esistono altri, o se ve ne sono in numero �nito oin�nito.
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