
Capitolo 5MonodromiaIn questo 
apitolo 
onsideriamo il gruppo di Galois di polinomi a un parametro:f(w; z) = a0(z)wn + a1(z)wn�1 + � � � + an(z) (5.1)dove z �e una indeterminata (parametro), e i 
oeÆ
ienti ai(z) sono funzionirazionali (polinomi) in z a 
oeÆ
ienti razionali. Il polinomio (5.1) �e quindi unpolinomio sul 
ampo delle funzioni razionali Q(z), e il suo gruppo di Galois G�e il gruppo delle permutazioni delle radi
i w1; w2; : : : ; wn 
he mutano relazionia 
oeÆ
ienti in Q(z) tra queste radi
i an
ora in relazioni. Se C(z) �e il 
ampodelle funzioni razionali a 
oeÆ
ienti 
omplessi, il gruppo di Galois di f(w; z)su C(z) �e il gruppo delle permutazioni delle radi
i w1; w2; : : : ; wn 
he mutanorelazioni a 
oeÆ
ienti in C(z) tra queste radi
i an
ora in relazioni. Quest'ultimo�e allora un sottogruppo H di G, 
he prende il nome di gruppo di monodromiadel polinomio (vedremo in seguito il motivo di questa denominazione).Esempio. Il polinomio su Q(z):f(w; z) = w2 � 2z2;ha due radi
i, w1 = p2z; w2 = �p2z, 
he non appartengono a Q(z) (perla presenza di p2). Il gruppo di Galois G non �e dunque il gruppo identi
o,e pertanto �e di ordine 2. D'altra parte, le due radi
i appartengono a C(z), edunque il gruppo di monodromia H �e l'identit�a.5.1 Teorema. Il gruppo di monodromia H di un polinomio �e un sottogrupponormale del gruppo di Galois G.Dim. Sia f(w; z) un polinomio 
ome in (5.1), ' una funzione tale 
heG' = H. Allora ' 2 C(z), 
io�e ' �e una funzione razionale delle radi
i wi 
he�e inoltre una funzione razionale di z (a 
oeÆ
ienti eventualmente irrazionali),81



CAPITOLO 5. Monodromia
he possiamo supporre polinomiale in z:' = '(w1; w2; : : : ; wn) = �0zm + �1zm�1 + � � �+ �m: (5.2)' �e radi
e del polinomio:Y�2G=H(w � '�) = xs + q1(z)xs�1 + � � �+ qs(z)
on qi(z) 2 Q(z), e dunque:'s + q1(z)'s�1 + � � � + qs(z) = 0:Sostituendo in questa equazione l'espressione (5.2) di ', otteniamo l'identit�a:(�0zm + �1zm�1 + � � �)s + q1(z)(�0zm + �1zm�1 + � � �)s�1 + � � �+ qs(z) = 0;
he deve valere per ogni valore di z. Sviluppando e ordinando se
ondo le potenzedi z, e imponendo 
he i 
oeÆ
ienti di queste potenze (
he sono polinomi nelle�i) siano tutti nulli, otteniamo:b0�p0 +b1�p�10 + � � �+ bp = 0;
0�q1 +
1�q�11 + � � �+ 
q = 0;... ... ...d0�rm +d1�r�11 + � � �+ dr = 0:Sia g0(w) = b0wp + b1wp�1 + � � � + bp il polinomio 
he ammette la radi
e �0,e siano g1(w); g2(w); : : : ; gm(w) i polinomi 
he ammettono rispettivamente leradi
i �1; �2; : : : ; �m. Aggiungendo a Q(z) tutte le radi
i di questi polinomigi(w) viene aggiunto in parti
olare ' (v. (5.2)), e dunque il gruppo di Galoissu questo ampliamento �e un sottogruppo K di H = G'. Inoltre, K �e ottenutoaggiungendo tutte le radi
i di un polinomio (il polinomio g(w) = Q gi(w)), edunque �e un sottogruppo normale di G (Teor. 2.49, i)). E poi
h�e gi�a in C(z)il gruppo di Galois di f(w; z) �e H, esso non pu�o ridursi a un sottogruppo di Hin un 
ampo 
ontenuto in C(z). Dunque H = K. }Se il gruppo H �e transitivo, la (5.1) �e irridu
ibile nel senso 
he non si pu�ospezzare nel prodotto di due fattori g(w; z) e h(w; z) a 
oeÆ
ienti 
omplessi (latransitivit�a di G assi
ura soltanto 
he una tale de
omposizione �e impossibile sesi ri
hiede g(w; z) e h(w; z) abbiano 
oeÆ
ienti razionali).Esempio. Il polinomio f(w; z) = w2 � 2z2 su Q(z) dell'esempio pre
edente hagruppo di Galois S2, e dunque transitivo; il polinomio �e quindi irridu
ibile su82



Q(z). Il gruppo di monodromia H �e inve
e l'identit�a, e quindi non transitivo;il polinomio si spezza infatti su C(z):w2 � 2z2 = (w �p2z)(w +p2z):Abbiamo de�nito il gruppo di monodromia in modo puramente algebri
o.Tuttavia, il luogo naturale nel quale esso 
ompare �e quello della teoria dellefunzioni algebri
he di una variabile 
omplessa z, 
io�e delle funzioni w soluzionedi un'equazione algebri
a f(w; z) = 0, dove f �e un polinomio 
ome (5.1) e ilparametro z una variabile 
omplessa. Le funzioni razionali di z sono le funzionialgebri
he soluzioni delle equazioni di primo grado a0(z)w � a1(z) = 0.Supponiamo d'ora in poi 
he f(w; z) sia irridu
ibile su Q(z) e 
he il primo
oeÆ
iente a0(z) non sia identi
amente nullo. Per ogni �ssato valore z0 di z,f(w; z0) �e un polinomio in w (di grado n, se a0(z0) 6= 0), 
he ha in generale nradi
i distinte e �nite:w1 = w1(z0); w2 = w2(z0); : : : ; wn = wn(z0) (5.3)Fanno e

ezione al
uni punti z0, in numero �nito, detti punti 
riti
i (o singola-ri), e sono i seguenti:i) I punti z 
he annullano a0(z), per i quali uno o pi�u radi
i della (5.1)diventano in�nite. (Sostituendo w 
on 1w si ottiene il polinomio wnf( 1w ; z) =a0(z)+a1(z)w+ � � �+an(z)wn, il quale per z = z0, e se a0(z0) = 0, ha la radi
ew = 0; diremo allora 
he f(w; z) ha la radi
e w =1. Si avranno pre
isamenter radi
i in�nite se a0(z0) = a1(z0) = : : : = ar�1(z0) = 0 ma ar(z0) 6= 0.ii) I punti z0 
he annullano il dis
riminante D(z) di f(w; z), e per i qualiquindi due o pi�u radi
i wi(z0) 
oin
idono (v. Nota seguente).Estendiamo ora il piano di z aggiungendo il punto z = 1. Il valore delpolinomio in questo punto si de�nis
e 
ome segue. Operiamo la sostituzionez = z�11 ; si ha: f(w; z) = f(w; z�11 ) = z�m1 g(w; z1);dove m �e il massimo grado dei polinomi ai(z). In ogni intorno del valore z1 = 0(es
luso z1 = 0), l'equazione f(w; z) = 0 �e equivalente alla g(w; z1) = 0. Diremoallora 
he il polinomio g(w; 0) �e ottenuto 
ontinuando f(w; z) nel punto z =1,e 
he le radi
i wi dell'equazione g(w; 0) = 0 sono le radi
i della f(w; z) = 0
orrispondenti al valore z =1.I punti z0 del piano di z, ampliato 
on il punto z = 1, nei quali f(w; z0)ha meno di n radi
i distinte (dove, per il punto z0 =1, f(w; 0) �e sostituito dag(w; 0)) sono punti 
riti
i (o singolari) del polinomio f(w; z).In 
on
lusione, i punti 
riti
i (al �nito) sono quelli nei quali si annulla ildis
riminante D(z), mentre z0 = 1 �e un punto 
riti
o se D1(0) = 0, doveD1(z) �e il dis
riminante del polinomio g(w; z).83



CAPITOLO 5. MonodromiaNota 1. Ri
ordiamo 
he il dis
riminante di un polinomio �e il risultante del polinomioe della sua derivata, diviso per il 
oeÆ
iente del monomio di grado massimo n e 
on ilsegno (�1)n(n�1)2 . Il risultante di due polinomi f(x) = a0xn+a1xn�1+ � � �+an, g(x) =b0xm+b1xm�1+� � �+bm �e il determinante R dellamatri
e di Sylvester (n+m)�(n+m):0BBBBBBBBBBBB�
a0 a1 a2 : : : 0 00 a0 a1 : : : 0 0... ... ... . . . ... ...0 0 : : : a0 : : : an�1 anb0 b1 b2 : : : 0 00 b0 b1 : : : 0 0... ... ... . . . ... ...0 0 : : : b0 : : : bn�1 bn

1CCCCCCCCCCCCAIl determinante R �e un elemento del 
ampo dei 
oeÆ
ienti di f e g. Nel 
aso di duepolinomi f(w; z) e g(w; z) di C(z)[w℄ il risultante �e un polinomio R(z) di C(z). InoltreR(z) � 0 se e solo se f e g hanno un fattore non 
ostante in 
omune. Ne segue 
hese f(w; z) �e irridu
ibile R(z) = R(f; g) non pu�o essere identi
amente nullo; vi sono
io�e solo un numero �nito di valori z = z0 per i quali f(w; z0) e g(w; z0) hanno unaradi
e in 
omune w 2 C. In parti
olare 
i�o a

ade 
on g(w; z) = �f(w;z)�w . Se f(w; z) �eirridu
ibile, esso ha allora soltanto un numero �nito di radi
i multiple, i punti 
riti
idel polinomio f(w; z).Esempi. 1. Il polinomio f(w; z) = w2 � z ha dis
riminante:D(z) = det(0B� 1 0 �z2 0 00 2 0 1CA) = �4z:
he si annulla per z0 = 0. L'origine �e dunque un punto singolare: il polinomiof(w2; 0) = w2 ha le due radi
i 
oin
identi w1(0) = w2(0) = 0. Per tutti gli altrivalori �niti z0 di z le due radi
i w1(z) = pz e w2(z) = �pz sono distinte.Consideriamo ora il punto z0 = 1. La sostituzione z = z�11 porta alpolinomio g(w; z1) = z1w2 � 1, il 
ui dis
riminante :D1(z1) = �1 � 1z � det(0B� z1 0 �12z1 0 00 2z1 0 1CA) = �1 � 1z (�4z21) = 4z1si annulla per z1 = 0. Qundi z0 =1 �e un punto 
riti
o per f(w; z).2. Sia f(w; z) = zw2 � zw � 1. Come nel 
aso pre
edente si tratta diun polinomio irridu
ibile su C(z) (se si spezzasse, f(w; z) avrebbe due radi
iin C(z), ma le due radi
i di f(w; z) non sono funzioni razionali di z). Si haf 0(w; z) = �f(w;z)�w = 2zw�z, e D(z) = z(z+4), 
he ha le radi
i z = 0 e z = �4.84



Al �nito f(w; z) ha i punti singolari z = 0 e z = �4; si veri�
a 
he f(w;�4) ef 0(w;�4) hanno in 
omune la radi
e 12 . Con la sostituzione z = z�11 abbiamog(w; z1) = w2 � w � z1, D0(z1) = 4z1 + 1, e dunque D0(0) 6= 0, per 
ui z = 1non �e un punto 
riti
o.3. Con f(w; z) = (z � 1)w2 � zw � 1, irridu
ibile, abbiamo f 0(w; z) =�f(w;z)�w = 2(z � 1)w � z. Il dis
riminante D(z) = z2 + 4z � 4 ha le radi
i�2 � 2p2;�2 + 2p2. Al �nito abbiamo i due punti singolari per f(w; z):�2�2p2 e �2+2p2; si veri�
a 
he la radi
e p2�1�3+2p2 di f 0(w;�2�p2) �e an
heradi
e di f(w;�2�p2) (analogamente per �2 + 2p2).Per quanto riguarda z = 1, si ha D0(z1) = �4z21 + 4z1 + 1, e dunqueD0(0) 6= 0, per 
ui z =1 non �e punto 
riti
o.4. Riprendiamo l'esempio del polinomio w2 � z. Sia z0 6= 0 un punto delpiano 
omplesso della variabile z. Sia z0 di modulo � e anomalia �: z0 = �ei�.Se si fa per
orrere alla variabile z un 
ammino 
hiuso 
omunque intre

iatointorno all'origine nel senso positivo (antiorario) 
he inizia e termina in z0, zritorna in z0 ma 
on una diversa anomalia: � + 2�. Ne segue 
he w1(z), 
he inz0 ha il valore: w1(z0) = pz0 = � 12 ei �2 ;quando z ritorna in z0 ha il valore:� 12 ei �+2�2 = � 12 ei �2 ei� = � 12 ei �2 (�1) = �pz0 = w2(z0):In modo analogo si vede 
he w2(z), 
he in z0 vale �pz0, quando z ritorna inz0 vale pz0 = w1(z0). In altre parole, per
orrendo un 
ammino 
hiuso intornoall'origine (
he �e un punto singolare del polinomio) di inizio e �ne un puntoz0 6= 0, le radi
i del polinomio f(w; z0) = w2 � z0 si s
ambiano tra loro, eabbiamo il 
i
lo (w1; w2) di lunghezza 2.Se inve
e il 
ammino 
hiuso non in
lude l'origine, le due radi
i ritornanoognuna su se stessa, e si ha la permutazione identi
a (w1)(w2). (Vedremo inseguito, e pi�u in generale, il 
aso del punto 
riti
o).Nota. Come si vede da questo esempio della funzione pz , e 
ontrariamente al 
asoreale, il valore in un punto di una funzione di variabile 
omplessa non dipende ingenerale solo dal punto, ma an
he dal modo in 
ui questo viene raggiunto.Una funzione f(z) si di
e monodroma (da monos (solo) e dromos (
orso)) o a unsol valore in una parte S del piano di z se quando z si muove 
omunque dentroS la funzione riprende lo stesso valore ogni qualvolta z ritorni in uno stessopunto. Se non si spe
i�
a l'insieme S si intende 
he la funzione �e monodromain tutto il piano.Ad esempio la funzione pz �e monodroma in ogni regione del piano 
he non
ontenga l'origine. 85



CAPITOLO 5. MonodromiaSussiste in proposito il seguente teorema di teoria delle funzioni:5.2 Teorema. Una funzione algebri
a �e monodroma in tutto il piano se e solose �e una funzione razionale. }Ri
ordiamo brevemente altri risultati della teoria delle funzioni.1. Se per un valore �nito z0 il polinomio f(w; z0) ha p radi
i uguali a w0, allora �epossibile tra

iare un 
er
hio C nel piano di z e un 
er
hio � nel piano di w, di 
entririspettivamente z0 e w0, e raggi r e � abbastanza pi

oli tali 
he a ogni punto internoa C 
orrispondono p radi
i interne a �.Nel seguito, quando parleremo di "punti vi
ini a un dato punto" intenderemoriferir
i all'esistenza di 
er
hi C e � 
ome sopra.2. Si ha in parti
olare, dal risultato pre
edente, 
he se per un valore �nito z0 ilpolinomio f(w; z0) ha una sola radi
e uguale a w0, allora per un valore di z vi
ino az0 esso ammette una sola radi
e vi
ina a w0.3. Consideriamo ora un punto z0 e una 
urva L 
he parta da z0 e 
he non passi peral
un punto singolare del polinomio. In z0 il polinomio ha n valori distinti; s
egliamoneuno, w1(z0). Per 2, a ogni punto z di un opportuno 
er
hio C0, di 
entro z0, e inparti
olare ad ogni punto z della 
urva L interno a C0, 
orrisponde un solo valore diw. Asso
iamo questa serie 
ontinua di valori al valore iniziale w1(z0). Muovendosilungo la 
urva L, a ogni punto z00 di C0 
orrisponde un ben determinato valore w01(z00).Prendendo la 
oppia (z00; w01) 
ome nuovo punto di partenza, si arriva in un punto z000e a un 
orrispondente ben determinato valore w001 (z000 ). I valori w de�nis
ono in talmodo una funzione algebri
a, 
he �e uniforme e 
ontinua, e anzi analiti
a, nell'unionedei 
er
hi C0; C 00; : : : aventi per 
entro i diversi punti della 
urva. L'operazione orades
ritta prende il nome di prolungamento analiti
o della funzione (analiti
a) w1(z0).In ogni punto z della 
urva i valori w1(z) sono quindi ben determinati e distinti.4. Sia A un'area piana sempli
emente 
onnessa limitata da una 
urva sempli
e enon 
ontenente punti singolari di f(w; z). Se si va da un punto z0 a un altro punto z1seguendo due 
urve interamente 
ontenute in A, e se si parte 
on lo stesso valore w(z0)si arriva allo stesso valore �nale w(z1). Ovvero, 
i�o 
he �e lo stesso, se z per
orre una
urva 
hiusa (z1 = z0), le funzioni wi(z) ritrovano il loro valore iniziale wi(z0).Dim. Supponiamo 
he partendo 
on w1(z0) e per
orrendo un 
ammino 
hiuso
 = ABCDA (A = z0) si ritorni in A 
on un valore diverso. Lo stesso a

ade alloraper
orrendo una delle due regioni 
1 = ABDA e 
2 = BCDB dove BD �e una 
urvasempli
e 
he unis
e due punti di 
. Infatti, se per
orrendo 
1 e 
2 si ritorna 
onlo stesso valore, lo stesso a

ade per
orrendo prima 
1 e poi 
2, 
io�e per
orrendo 
.Ragionando nello stesso modo su uno dei due 
ammini, si arriva a un'area abbastanzapi

ola da essere 
ontenuta in un 
er
hio C 
ome quello del teorema di 1. Per
orrendola 
ir
onferenza di C la radi
e w1 non ritorna al valore iniziale; all'interno di C vi sonodunque almeno due radi
i wi 
ontro il risultato 2. }5. Supponiamo 
he nel punto singolare z0 il polinomio abbia p radi
i uguali a w0.Per 1., in un punto vi
ino z0 essa avr�a p radi
i vi
ine a w0. Vediamo 
osa diventauna di queste, e sia w1(z) quando z, partendo da z0, des
rive (in senso positivo) unapi

ola 
urva 
ir
olare C di 
entro z0 
on punto iniziale e �nale z0. Il valore 
he w1(z)86



ha in z0 dopo 
he z ha per
orso la 
urva nel senso positivo (antiorario) ritornando in z0sar�a, sempre per 1. (in quanto la variazione potr�a essere solo pi

ola) an
ora una delleradi
i wi(z0), 
he per�o potr�a essere diversa da w1(z0). Se �e an
ora w1(z0), il punto z0non �e singolare per la radi
e w1(z).Altrimenti, sia w2 la radi
e ottenuta (s
riviamo wi per wi(z0)). Des
rivendo dinuovo la 
urva C nello stesso senso non �e possibile 
he si ritrovi w2 in quanto il per
orsoinverso deve restituire w1. Si trover�a quindi o w1 oppure un'altra radi
e non an
oraottenuta. Se si ritrova w1, le due radi
i w1 e w2 si s
ambiano quando si gira intornoa z0. Nell'altro 
aso sia w3 la radi
e 
he si ottiene. Un nuovo giro attorno a z0 
on ilvalore iniziale w3 non pu�o portare n�e a w2 n�e a w3; si trover�a pertanto w1 o una nuovaradi
e. Proseguendo in questo modo, se dopo q giri si ri
ade in w1, girando intorno az0 q radi
i subis
ono una permutazione 
ir
olare (w1; w2; : : : ; wq).In 
on
lusione, in z0 il polinomio ha n radi
i, delle quali n� p sono diverse da w0.Se esse sono an
he diverse tra loro, allora per queste radi
i z0 �e un punto ordinario(non singolare). Le n radi
i wi = wi(z0) vengono permutate se
ondo una permutazione
he si spezza in 
i
li:(w1; w2; : : : ; wq)(wq+1; wq+2; : : : ; wr) � � � (ws+1; ws+2; : : : ; wn):Qual
uno dei 
i
li pu�o essere di lunghezza 1: �e il 
aso delle radi
i wi per le quali z0non �e un punto singolare; dopo un giro intorno a z0 la radi
e wi ritorna su se stessa.Un 
ammino 
hiuso C nel piano di z d�a luogo a una permutazione � dellewi, eventualmente identi
a. Se per
orrendo un 
ammino intorno a un punto
riti
o una wi passa a un'altra wj , il punto si di
e punto di diramazione. �E
hiaro 
he lo stesso 
ammino per
orso in senso inverso produ
e la permutazioneinversa ��1, e 
he per
orrendo due 
ammini, prima C1 e poi C2, si ottiene lapermutazione prodotto �1�2.L'insieme di queste permutazioni �e quindi un gruppo, ed �e pre
isamente ilgruppo del Teor. 5.1 
ome ora vedremo (Teor. 5.3). Questo risultato si fondasul seguente teorema:5.3 Teorema (Hermite1). Il gruppo � delle permutazioni indotte sulle radi
iw1; w2; : : : ; wn di f(w; z) da tutti i 
ammini 
hiusi per
orsi da z 
oin
ide 
on ilgruppo H di monodromia.Dim. O

orre dimostrare 
he il gruppo in questione las
ia invariate tutte esole le funzioni razionali delle wi, 
he sono funzioni razionali di z, 
io�e tutti glielementi ' 2 C(z)(w1; w2; : : : ; wn) 
he appartengono a C(z). Sia'(w1; w2; : : : ; wn; z) = f(z);
on f razionale, una tale funzione. Se z per
orre un 
ammino C, la relazionepre
edente 
ontinua a valere lungo tutto C, e quando z ritorna al punto di1Sur les fon
tions alg�ebriques, Compes Rendus A
ad. S
i. Paris (32), 1851, 458-461.87



CAPITOLO 5. Monodromiapartenza la f(z) riprende il suo valore. Se � 2 � �e la permutazione delle wiindotta dal 
ammino C, si ha allora:'(w�(1); w�(2); : : : ; w�(n); z) = f(z);ma f(z) = '(w1; w2; : : : ; wn; z), e dunque:'(w1; w2; : : : ; wn; z) = '(w�(1); w�(2); : : : ; w�(n); z):Vi
eversa, se ' = '(w�(1); w�(2); : : : ; w�(n); z) �e una funzione razionale inva-riante per tutti gli elementi di �, sempre per il Teor. 5.2 essa �e una funzionerazionale di z. }Esempi 1. Sia: f(w; z) = w4 � 2w2 + 1� z:Posto w2 = t abbiamo t = 1�pz, w = �q1�pz, e dunque le quattro radi
i:w1 = q1 +pz; w2 = q1�pz; w3 = �q1 +pz; w4 = �q1�pz :Il dis
riminante di questo polinomio �e D(z) = �256(z � 1)z2, 
he ha le radi
iz0 = 0 (doppia) e z1 = 1.Per z0 = 0 abbiamo:f(w; 0) = w4 � 2w2 + 1 = (w2 � 1)2;e in z0 = 0 w1(0) e w2(0) 
on
idono (entrambi valgono 1). Analogamente
oin
idono w3(z0) e w4(z0), 
he in z0 = 0 valgono �1. Il punto z0 = 0 �e didiramazione. Abbiamo visto 
he in un giro intorno all'origine pz e �pz sis
ambiano tra loro. Ne segue 
he lo stesso a

ade per w1 e w2. Analogamenteper w3 e w4. In un giro di z intorno all'origine le radi
i della w subis
ono lapermutazione (1,2)(3,4).Consideriamo ora il punto z1 = 1. Quando z per
orre una 
urva intorno alpunto 1 (una 
urva 
he non 
ir
ondi l'origine), 1�pz 
ompie un giro 
ompletointorno all'origine. Posto 1�pz = �ei�, dopo un giro si ha 1�pz = �ei(�+2�),e dunque:w2 = q1�pz = � 12 ei �2 �! � 12 ei( �2+�) = �q1�pz = w4 :Analogamente, w4 = �q1�pz �! q1�pz = w2 : w2 e w4 si s
ambiano traloro.In un giro intorno al punto z1 = 1, 1 � pz non 
ambia inve
e anomalia(resta sempre 
on parte reale positiva) e dunque w1 e w3 tornano su se stessi:88



z1 = 1 non �e di diramazione n�e per w1 n�e per w3. La permutazione dei wiindotta da un giro di z intorno al punto z1 = 1 �e dunque la � = (1)(3)(2; 4).Riguardo al punto z = 1, la sostituzione z = z�11 porta a g(w; z1) il 
uidis
riminante 256(z1 � 1)z31 ha la radi
e z1 = 0; dunque z = 1 �e un punto
riti
o.Nota. I punti del piano 
omplesso ampliato sono in 
orrispondenza biunivo
a 
on ipunti di una sfera mediante la proiezione stereogra�
a. Il polo nord P della sfera si pro-ietta nel punto all'in�nito. Dato un numero �nito di punti del piano, �e sempre possibiletra

iare sulla sfera una 
urva intorno a P 
os�� pi

ola 
he la 
urva 
orrispondente nelpiano �e 
os�� grande da ra

hiudere i punti dati. Se si per
orre la 
urva sulla sfera insenso antiorario, nella 
urva proiezione il senso di per
orrenza diventa quello orario: intal modo per
orrendo le due 
urve, il punto P sulla sfera e il punto all'in�nito del pianovengono tenuti entrambi sulla sinistra. Se z =1 �e un punto 
riti
o, per vedere qualepermutazione si indu
e sui wi per
orrendo una 
urva intorno ad esso nel modo detto,si 
onsiderino le 
urve Æ1; Æ2; : : : ; Æk per
orse nel piano (in senso antiorario) a partireda un punto non singolare z0. Siano �1; �2; : : : ; �k le permutazioni 
orrispondenti. Sipu�o dimostrare 
he ogni 
ammino 
hiuso da z0 a z0 �e omotopo a un 
ammino ottenutoper
orrendo le Æi .Torniamo al nostro polinomio. Riguardo al punto z =1, ruotando intornoad esso si ottiene la permutazione (��)�1 = (1; 2; 3; 4). Non essendovi altripunti singolari, il gruppo di monodromia �e il sottogruppo di S4 generato da �e � . Si tratta di uno dei tre gruppi diedrali D4, 
ontenuti in S4, e 
onsta delleotto permutazioni:I; (1; 2)(3; 4); (1)(3)(2; 4); (1; 4; 3; 2); (1; 2; 3; 4); (1; 3)(2; 4); (1; 4)(2; 3); (1; 3)(2; 4):Ad esempio, �� = (1; 4; 3; 2), e 
i�o signi�
a 
he a partire da un punto z0 6= 0; 1,un giro 
ompleto di z intorno a 0, seguito da uno intorno a 1, provo
a sui wi lapermutazione 
i
li
a w1 ! w4 ! w3 ! w2 ! w1. Come altro esempio, un girodi z intorno al punto 1, seguito da un giro intorno a 0, e poi an
ora da un girointorno a 1 provo
a sui wi la permutazione (w1; w4)(w2; w3); e

.In questo esempio, il gruppo di monodromia H 
oin
ide 
on il gruppo diGalois G. Se infatti fosse un sottogruppo proprio di G sarebbe un sottogruppodi S4 
he 
ontiene D4 propriamente, ma l'uni
o tale sottogruppo �e lo stesso S4.Ne segue 
he D4 sarebbe normale in S4, assurdo. Le funzioni monodrome dellewi sono dunque funzioni razionali di z ma a 
oeÆ
ienti soltanto razionali.Vediamo qual
he esempio di funzione razionale dei wi. Riguardo al puntoz =1, ruotando intorno ad esso si ottiene la permutazione (��)�1 = (1; 2; 3; 4).Sia '(w1; w2; z) = w21w22. Si ha '(w1; w2; z) = (1 +pz)(1 �pz) = 1 � z 2Q(z). Sia 
 = (1; 3)(2)(4) allora '(w3; w2; z) = w23w22 = (1 + pz)(1 � pz) =1 � z. Analogamente per gli altri elementi di D4. Vi sono permutazioni di S489



CAPITOLO 5. Monodromia
he non las
iano invariata '. Ad esempio, la (1)(4)(2; 3) 62 D4: si ha infatti'(w1; w3; z) = w21w23 = (1 +pz)2 = 1 + z + 2pz 62 Q(z).Le tre permutazioni �1 = I; �2 = (1)(4)(2; 3); �3 = (1; 4)(2)(3) sono rappre-sentanti dei laterali di D4 in S4. Con 
 = w21w22 
onsideriamo Q(x � 
�i) ( v.Cor. 2.33), e veri�
hiamo 
he �e a 
oeÆ
ienti in Q(z). Si ha infatti:Y(x� 
�i) = (x� (1� z))(x � (1 +pz)2)(x� (1�pz)2)= x3 + (z � 3)x2 + (3� 2z � z2)x� (z3 � z2 � z + 1):2. Analogamente si pu�o vedere 
he il gruppo di monodromia di f(w; z) =w4 � zw � 1 �e il gruppo di Klein H = fI; (1; 2)(3; 4); (1; 3)(2; 4); (1; 4)(2; 3)g,mentre il gruppo di Galois �e uno dei tre gruppi diedrali di S4.Vediamo ora al
une equazioni binomie.3. Sia f(w; z) = w3 � z, 
on le tre radi
i w1 = 3pz; w2 = � 3pz; w3 = �2 3pz,dove � �e una radi
e terza dell'unit�a. Il dis
riminante �e �27z2, e z = 0 �e unpunto 
riti
o. Si ha w1 = 3pz = �1=3ei �3 , 
he dopo un giro intorno all'originepassa a �1=3ei �+2�3 = � 3pz = w2. Un altro giro, e w2 passa a �1=3ei �+4�3 = w3, ein�ne dopo un ulteriore giro w3 passa a �1=3ei �+6�3 
he �e uguale a w1 in quanto
os 13(�+6�)+sen 13(�+6�) = 
os13�+sen13�. Il gruppo di monodromia 
ontienedunque la permutazione (1; 2; 3). La sostituzione z = z�11 porta a g = z1w3�1,
he ha dis
riminante �27z21 (uguale al pre
edente), e pertanto z = 1 �e unpunto 
riti
o. Per
orrendo in senso orario una 
urva 
he es
lude l'origine si hala permutazione inversa (1; 3; 2). Pertanto, il gruppo di monodromia �e 
i
li
odi ordine 3: fI, (1,2,3),(1,3,2)g.Che il gruppo di monodromia di w3 � z sia questo si pu�o an
he vedere
ome segue. Poi
h�e il polinomio resta irridu
ibile in C(z) (se si spezza, ha unfattore di primo grado, e dunque una radi
e in C(z); ma se �k 3pz 2 C(z), an
he3pz 2 C(z), assurdo) il gruppo di Galois su questo 
ampo �e il gruppo 
i
li
o diordine 3 (Teor. 3.10). Il gruppo di galois su Q(z) �e inve
e S3.4. f(w; z) = w4 � 2z2. Il dis
riminante �e �2048z6, dunque z = 0 �e il solopunto 
riti
o al �nito. Con la sostituzione z = z�11 si ha lo stesso dis
riminante,e dunque z =1 �e an
h'esso 
riti
o. Ponendo:w1 = 4p2pz; w2 = i 4p2pz; w3 = � 4p2pz; w4 = �i 4p2pz;si vede 
ome sopra 
he il gruppo di monodromia �e il gruppoH = fI; (1; 3)(2; 4)g(
he non �e transitivo; il polinomio si ridu
e infatti su C(z): f(w; z) = (w2 �p2z)(w2 +p2z)). Il gruppo di Galois G �e il gruppo diedrale di ordine 8 (Teor.3.3 e 3.6) 
he ha H normale, e quindi, essendo di ordine 2, 
entrale. Allora H �ene
essariamente il quadrato del 
i
lo (1,2,3,4), e dunque G �e il diedrale dell'Es.3.8. 90



5. Un 
lassi
o esempio di appli
azione del gruppo di monodromia �e da-to dalle equazioni per la divisione dell'argomento delle funzioni 
ir
olari, peresempio quella 
he a partire da: z = 
os �permette di determinare w = 
os�n :La 
onsiderazione del gruppo di monodromia 
i permetter�a di dimostrare 
hequeste equazioni sono risolubili per radi
ali, ovvero 
he 
os�n si esprime perradi
ali in termini di 
os(�). Ad esempio, per n = 2, dalla nota formula
os 2� = 2
os2 �� 1 abbiamo 
os � = 2
os2 �2 � 1 e l'espressione per radi
ali:
os�n = �r1 + 
os �2 :
os�2 �e dunque radi
e dell'equazione:2w2 � 1� z = 0:Il polinomio 2w2 � 1 �e un parti
olare polinomio di T
hebishev, il polinomioT2(w). I polinomi di T
hebishev sono de�niti ri
orsivamente 
ome segue:T0(w) = 1;T1(w) = w;Tn(w) = 2wTn�1(w)� Tn�2(w);ed �e noto 
he 
os n� = Tn(
os �):
os�n si trova quindi in termini di z = 
os(�) risolvendo l'equazione:Tn(w)� z = 0; (5.4)e vedremo 
he questa equazione �e risolubile per radi
ali.Le n radi
i della (5.4) sonow0 = 
os�n;w1 = 
os�+ 2�n ; : : : ; wn = 
os�+ 2(n� 1)�n :Determiniamo ora il gruppo di monodromia; possiamo limitar
i al 
aso n =p, primo. AÆn
h�e z = 
os� des
riva un 
ammino 
hiuso nel proprio piano
omplesso, �e ne
essario e suÆ
iente 
he � si muti in �� + 2k�, 
on k intero;vi
eversa, per ogni k, se � varia 
on 
ontinuit�a da � a ��+ 2k�, la z des
rive91



CAPITOLO 5. Monodromianel piano 
omplesso un 
ammino 
hiuso. La radi
e wi si muta allora in wj , dovej �e de�nito dalla 
ongruenza: j � �i+ k mod p (5.5)Il gruppo di monodromia H della (5.4) 
onsta quindi delle 2p sostituzioni (5.5)
he si ottengono al variare di k. Per determinare ora il gruppo di Galois Gosserviamo 
he, essendo H normale in G, an
he il sottogruppo di ordine p diH, 
he �e 
aratteristi
o in H, sar�a normale in G. Per il Teor. 3.29, G �e alloraun sottogruppo del gruppo lineare Lp 
he ha ordine p(p� 1) (si pu�o dimostrare
he G �e tutto Lp). In parti
olare, G �e risolubile, e dunque l'equazione (5.4) �erisolubile per radi
ali. Inoltre,5.4 Lemma. Aggiungendo 
os2�p al 
ampo Q(z) il gruppo di Galois G su Q(z)si abbassa al gruppo di monodromia H.Dim. Sia j � ai + k mod p un elemento di G = Lp, dopo l'aggiunta di
os2�p , e 
onsideriamo l'uguaglianza:
os�+ 2�p + 
os�� 2�p = 2
os2�p 
oswp ;
io�e la relazione: w1 + w�1 � 2
os2�p � w0 = 0:Questa relazione deve restare invariata per qualunqe permutazione del gruppodi Galois, ad esempio la j � ai mod p; ne segue:wa + w�a � 2
os2�p � w0 = 0:D'altra parte,wa + w�a = 
osw + 2a�p + 
osw � 2�p = 2
osa � 2�p � w0;e pertanto a � �1 mod p. L'elemento j � ai+ k mod p di G = Lp appartienedunque al gruppo di monodromia H. }Osserviamo in�ne 
he l'aggiunta della quantit�a irrazionale 
os2�p �e ne
essariase si vuole abbassare il gruppo di Galois G su Q(z) al gruppo H. Infatti adesempio la relazione w1 +w�12w0 = 
os2�presta invariata per tutte le sostituzioni (5.4) di H.92



Esempi. Vediamo ora gruppi di Galois e di monodromia di al
uni polinomiTn(x) � z 
os�� 
ome sono stati determinati 
on il sistema di 
al
olo simboli
oMaple 

.1. f(x) = T2(x)� z = 2x2 � 1� z, jGj = jHj = 2.2. f(x) = T3(x)� z = 4x3 � 3x� z, jGj = jHj = 6.3. f(x) = T5(x)� z = 16x5 � 20x3 + 5x� z, jGj = 20; jHj = 10.4. f(x) = T7(x)� z = 64x7 � 112x5 + 56x3 � 7x� z, jGj = 42; jHj = 14.Il gruppo G di 3. �e il gruppo L5 delle trasformazioni lineari x ! kx + t,(k; p) = 1, t = 0; 1; : : : ; p � 1 mod p, di ordine 5(5 � 1) = 20. Analogamente ilgruppo G di 4. �e il gruppo L7 di ordine 7(7 � 1) = 42.
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