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Cap.11.

SEAZl L INEARI

5.- Spaz1 lineari: definizione ed esempl.

DEF .i.- Uno spazioc geometrico, (5,.4), prende 11 nocme di
spazio lineare, se =soddisfa alle sequenti proprieta’:
(3.1 VEEL, lel22;

(9.2 vwx,g€%5, x¥wuw, = 3IJ! PEL : x,0ECl

Gli elementi di S prendornoc 11 mome di punti, guelli di
4 51 dicong rette Le (9.1) & (3.Z) si enunciarno allora
dicendo che: cani retta ha slmeno due puntil €& per duse
puritl distimt: passa uwna ed una s$o0la retta. Daremo orsa

svarlati esempl 81 spazl linearl .

ESEMFIO 1 -~ Spaz1l prozettiviy fsinistri) dy dimensicne

r su wun corpce K, Fre.

ExEME)D Z - Strutturs g1 epazio lineare 1ndotite 1n wun

sottoinsieme H gl uno spazio lineare(S, L)

(HCES, (Hi2Z, Ly={HME © L€ L, [HMElZ

#Z¥, th, Lur B° uno spEzlc lineare che =i

gice sub—-1mmersc 1rn (S,4L)).



ESEMPIO 3. - Struttura di spazio lineare indotta in un

sottoinsieme H di P , |HI22 (cfr. Esem_

pio 2). Come caso particeolare si hanno

all spazi affini: A,y = P~ , dove II e’

un iperpiano di Pry.

ESEMPIO 4. - Spazi di chiusura geometrici i1-matroidali

ricpetto alle rette, definite come chiu

sura di due punti distinti.

ESEMFIO & - Pilamni prolettivi

Dicecsi piano proiettivo uno spazio lineare (5,4), con

Ll 2z, tale che:

W £,8 € L = e¢NE = 0.

w
)

Urn pianc prolettivo i dice irriducibile =e cani sus

retta ha s&lmernc tre punti; altrimenti: esso  s1 dice

riducibile. Si prova facilmente che:

1 pilamny irriducibilyl oosseaaonc auattro punti a tre a

tre rmon allinmneati, da cui seaue che tutte le rette

hzrnc la cstessga cardinalita’. S1 chiama alleora ordine

cgel pil1aro la cardinalita’ 61 una retta mermnc un punto.

Se 1]l pianc preoiettivo e’ finito, di ordine a, =i prova




che:

(S5.4) im| = a*+a+1,

(5.5) Ll = a®*+a+1,

(3.6) Oani fascioc di rette ha a4+ 1 rette.

Un piarno proiettivo riducibile, (I, L), &' necessaria_
mente dato da:

o =tU({x), ove x¢¢,; 4 = insieme delle rette costitu_
ito da ¢t e dalle coppie {x,4y)}, ove y€tl.

Un pianc proiettive irriducibile, (I7,L), dicesi desar _
guesiano se per ecssc vale la seauente prcopriets’ ded
triangoll omolooicl:

dati due triangolir ABC, A’B’C’, aventi wvertici e
lati distinti, se le rette AA’, BB, CC’ concor_
rono in un punto 0, allora i tre punti A1 =

= BCNBC’, Bs = ACNA'C’ e C1+ = ABNA'B’,

sonc allineati.

51 prova 11rncocitre che un pianc desarauesiano (IT,4L) €
coordinabile sopra un corpc K, cioe’ e’ isomorfo ad A,
€ viceversa.

ESEMFID 6. - Sistema di tteirner S(Z,k,v). E’ uno spazac




lineare (5,4) tale che:

(S5.7) ISl=v; VYe&EL, t]|l=k;

Si prova che:

e ) _v—4i. o= Mlv—1).
r=n"rette per un punto = =%, H2 | Kik—1)"'

cse u=n°rette per un punto P parallele ad una data
retta & (non per P), si ha v=(u+k)(k—-1)+4. Ne segue
che wu non dipende dalla coppia (P,8) e che:

(a) vek(k—1)4+1.

(b)) v=k(k—-1)41 & u=0 o (5,4L) &’ un pianc preoiettivo

di erdine ag=k-—-1 e (8,8 e’ un S(2,c041,0+g4+1).

() u=1 & (£,4) e’ un pilarno a2ffire & v=k® o (5,4}
e’ un S(2,k,k%).

(ad) Fer u==<2, non esicstono sistemi di Stainer.

ESEM=I0 7. - Somma Ol spazi lineari.

Siernc (E7,4) e (57,4) due spazi limeari tali che

n
[

x“ES“}, i ha che (&,L) e uric spazic lineare che
gice somma dealil spazi (9,4 e (&”7.,4Y. In modo snalooco

€1 definlsce la somma dl una famialia dil spazi lineari.




©€.- Sottospazl di uno spazloc llneare.

DEF .1 .- 5Si1a (S,4&) uno espazio lineare. Un sottsinsieme T
di S prende il nome di sottospazioc di (£,4) aquando:
(6.4 Vx,y €T, X ¥4 = retta xyeiT.
Evidentemente 1’ 1nsieme vuoctoc ©, ogrni singolcoc punto
di S, ogni retta di (5,&L), e tutto & sono sottospazi.
Inoltre 1' intersezione di <csottospazi e’ a&ancora un
sottospazio, come subitc s1 prova. Dunque denctata con
J9&>la famialia dei socttcocspazi di (S,4L), €1 ha che J;ﬁ e’

un sistema di chiusura di £ Lo spazio di chiusurs (&,

n

é?(), €1 cira’ associato ad (£,4) Essc e’ unc spazic di

chiusura geometrico, 1nm quanto @& T e YxE€E&, {x3JE€ :;KA
In (&, L) rimane allora definito 17 cperatore di
chiusura, € gquindi le nozicorml d1 aeneratore, insleme

indipendenrnte, base. Tte (S,c9f) e’ matrocidale, =i dira’

che (S,L) e metroidale. In tal cas rer cani scottosps _

mn
o]

zi10 TES, T fimitamente oeneratc, =i puo’ definire 11
rar2o di1 T, dato dalle cardinmnalita’' dl urna, € quincl di
cant bacse di T. lnoltre, se U, V& Jyfe U,V sono finmita _

mente aernerati, 1o sono znche UNY e ULV, e sussaste 1z




disuguaalianza di Grassmann:
(6.1) rangoVU + rangoV 2 rango(UNV) 4+ rango(UUV).
In particolare, se (S5,4) e’ finitamente generato, si ha
che la (6.1) vale per ogni U e V appartenenti ad J??
Sia (8,C) uno spazio di chiusura geometrico, {(cfr.
DEF.5. del n. 1), i-matroidale. Allora, per ogni x,4€sS,
x#y, il sottospazio {x,u)=120(x,y) = retta ¢ per x e y,
ammette come bacsi coppie di punti distinti. Si
consideri la famiaglia &L = {8(x,4y) : x,4u€S, x #u) di par_
ti1 di1 S. Si ha, per qgquanto ora dettc, che:
(& Z) Ve, L'€L, 22’ = (ENMRLE.
Ne =eoaue che (5,L) e’ unco spazio lineare (per come ab_
biamc costruito L, e perche’ la (6.2Z) implica la (5.2)).
Eceo zlleore 1ndividua 1o spazio di chiusura (5,57%, dove
é?(e’ la famiglia dei sottospazi di (5,4). Evidentemente
i - 57? In aenerale non e’ dettc che C= £7f Quando cio’
accade, diremoc che lo spazio di chiusura geometrico, 1-
-matroidale, (5,C), risulta completo. La nozione di
epazic lineare coincide allora con quella di spazio di

chiusursa eecmetrico, {i-matroidale, completo.
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Diamo un esempio di spazio di chiusura geometrico, 1-

-matroidale, non completo.

Sia P((r,K) =P uno spazio proiettivo di dimensiocne

r(>23) scorra un ceorpo K. Sia € la famialia costituita da

P(r,K) e da tutti i esuoi sottospazi di dimensione

minore o wvauale ad n, dove n e’ un intero minore di

r—1. Evidentemente, (F,C) e’ wuno spazio di chiusura
aeometrico, {i -matroidale, che pero’ non e’ completo,
rerche’ ala lperplani di F(r,K) non conoc tra i

csottcocepazi di (F,C), mentre socno sottospazi dello spazio

lireare (F,4&)., ove L =f{ti(x,4) @ x,29€P, xzul}.

Daremo ora uri esempic di sEpazio lineare non

matroldale.

Nello spzzic proilettive FP=F{(Z.K), g1a I urn pianc ed

&4, B punti ©r NI, con Aa=x=E. Denctata corn L la famialia

delle rette ocr F{(2,K), definiamo l& cseauente famialilsa

L’ ¢ci1 party di P. L’ =13 costituita dalle rette di

FizZ K che rnon stanmo 1n T, da guelle di A non passanti

per B: inoltre ceni retta £, di1 4

srpartenente a 11 e pacsante per A, sia sostituita con




1’ imcieme Ej=(8,—A)UE; analcgamente ogni retta &; di
L appartenente a I e passante per B, sia sostituita con
1’ insieme £;==(£2—B)LJA. (La retta AE rimane dunqgue
invariatal). La coppia (F,L) risulta, come subito si
prova, uno spazio lineare. Froviamo che (F,4‘) non e’
matroidale. Infatti, scelto un punto Z€#I, non sulla
retta AB di L, siarc X,Y due punti di (F-1l) distinti,

allineati con Z. Ebbene, si dimeostra che la terna di

punti (A, X.Y?, i (FP,L), e’ 1indipendente & genera F.

Guingy (F,L’) ammette una base con tre elementi. D°
altra parte, scelti aguattro punti indiperdenti in
FI(Z, K, tali crhe ciascuna gdelle quattro fscce da ecss:
determinata nom passi re' per A, ne’ per E, essi

costituiscone una btase per (P,4L). Dunaue (F,4L) ammette

1 con tre elementl e bazesl con guattrao elementi e

o
o
tn

aquinrncl norn &’ metroidale.

L esemplo grecedente =1 aggneralizza nel modo cse_
aUENt & Nellz egazico prolettive FP=F(r ,K), con rz3,
£1a I un csottospazio propric € s1a f 0 —= 17 urma b1_

lezicrne dir II 1n se’ che non si1a una cocllilineazione




(cice’ esista almeno una retta & di I tale che f(2) nan
sia una retta). Sia XL’ la famiglia di parti di F
costituita dalle rette di F hon su I € dalle
trasformate mediante { delle rette di H. §Si prova
subito che (P,L’) €’ uno spazio lineare che non soclo rion

e’ matroidale, ma non e’ neppure 2-matroidale.
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7.- Spazi arafici proiettivi.

DEF .1 . - Urno spazio 1lineare (8,4), chiamasi spazio
grafico proiettivo se e’ matroidale e ce:
(7 1) vu,ve . F, U,V finitamente gererati =

= ranacld 4+ rangoV = rangoc(UNV) + rango(UUV).

Proviamo che:

~3
N

Se (S,4) e’ uno spazio grafico proiettivo,

la chiusura di tre suoi punti indipendenti,

X,4Y,2, €’ un piano proilettivo.

LiM  MNctisme che rznecix.u,z)= 3. Dunagus 1’ assertc
ceque dalla (7. 4) relativa & due rette distinte di
Enurnciamo ora 11 seauente acssicma, detto assioma di
Veblen:
(N2 Sieric AA’° & BE’ due rette distinte che si 1in

4

contrarmc Irn un purnta C (#&a,47, E.E’)Y. Allcocra le

rette AB e A‘BY, &' incontranc 1n un punto D.

[OCE' In uno spazio grafico proiettivo (5,4),

vale 1' assioma di Veblen.

Dim L' asserto cseaue dalla (7.2, cND.




DEF . 2 - Uno spazlio arafico proiettivo si dice
irriducibile se ogni sua retta ha almerc tre punti,; ri_
ducibile, in caso contrario.

Si puo’ provare il seguente:

TEOREMA |1 - Sia (5,4) uno spazio grafico proiettivo di

dimensione r 23, irriducibile. Allora esiste un corpo K

tale che (S,4L) e’ isomorfo a P(r,K).

Ne <c=segue che un qQualsiasi spazio grafico proiettivo,

irriducibile, finitamente agenerato, che nen si riduca

ad una sola retta, o e’ un piano proiettiveo

irriducibile (desarangouesiano © no), ovvero. e’ uno

spazio proiettivo P(r,K).

Sia ora (5,4) un qualsiasi spazio grafico proiettivo.

Definiamo, per ogni x,4 di §, la seguente relazione ¢:

X=4 ovvero,
(7.4) ¥ @u =3 {
la retta xu ha almenco tre punti.
Proviamo che e’ una relazione di equivalenza.

DI Essa e’ manifestamente riflessiva e simmetrica.
Proviamone la transitivita’. Siano x¢4y e ypz. Possiamo

supporre x;ty;ﬁz#X e x,4,z norn allineati (altrimenti




l'asserto e’ owvvic). Allora la retta xy contiene un
punto ugx,y, e la retta yz contiermne un punto vs#y,z. 1
punti u e v sono distinti e la retta uv appartiene al
piarmc proiettivo T={x,9,z), aquindi la retta uv incontra
la retta xz in un punto t f(diverso da u e v), il quale
e’ certamente distinto sia da x (altrimenti v
coinmcliderebbe con y), e sia da z (altrimenti u
coinciderebbe com w). Dungue xz ha almeno tre punti
distimti, (x,z2 e t), e dunqgue xX¢z. c.v.D.

Ogni classe di eguivalenza ¢{(x), che sara’ detta
componente connessa di x, e’ costituita da tutti gli y
tali che la retta yx abbia almeno tre punti. Inoltre
¢(x) e' un sottospazio, perche’ se y,z€@{(x), ys£z, 1la
retta yz ha almenoc tre punti e quindi appartiene a
©ix).

A

Proviame che S —¢(x) e’ un sottospazio. Siano u,zE
€S —¢ix), uxz. La retta uz e’ ad intersezione vuota
corn Vix), altrimenti, posto t=4uzN@Y(x), essa conter _

rebbe tre punti distinmnti (y,z,t) ed essendo tE€g¢eix),

apparterrebbe tutta a @ix), mentre y,z€¢(x). Ne segue




che (S,4L) e’ somma del due spazl ©wix) ed S—¢({x).
Se ne deduce che (5,4) e’ somma di wuna famiglia di
spazi arafici irriducibili dati dalle componenti con_

nesse di (£,4) rispetto a . Se (S,4L) e’ Finitamente

aeneratoc e di rango r+i1, le componentil connesse sono in

numerc finito s. Siane ry4l1, re+4,...,r¢+1 1 loro
rispettivi ranahi. Dalla formula di Grassmarn i ha
allors

(7.8) ry+re4 .. . +re+s=r.

Dzl Tegrema ] & da guantec cra provaeto, i1 ha che:

TECOREMA 1]l . - Uno spazio grafico proiettivo finitamente

agenerato {(riducibile) e’ somma di un numero finito di

sottospazi che sono o punti, o rette, o piani non

desarguesiani, ovvero spazi proiettivi coordinabili

ciascunc sopra un corpo K




8.- Assioma di Veblen in uno spazio lineare.

Sia (5,4) uno spazio lineare e (S,Jgﬁ) lo spazio di
chiusura dei suoi sottospazi. Riportiamo qui 1’ enun_
ciato dell’ assioma di Veblen, (proprieta’ che puo’
valere o0 meno in un (S,&) generico):

(Ag) Siano AA’ e BB’ due rette distinte che si- in_
contrano in un punto C (#£A,A’,B,B’). Allora le
rette AB e A’B’, s’ incontrano in un punto D.
La (Ay) &’ eqguivalernte alla seguente proprieta’, come
subito si prova:
(A3) Date due rette ad intersezione vuota ed un
punto P non su tali rette, esiste al piu’
rLa g
una retta’incidente le due rette date.

DEF .1 - Un scttospazio propric H di S (HES) =i dice

primo se
YEeEEL = ELNH=z@,

cioe’ se ognl retta lo i1rmcontra almeno 1in un puntoc.

affini non esistono

o
2]
[

Evidentemente, negli sp

sottospazi (propri) primi .

Enurcieremoc ora varie proprleta’ di cul (8,4) puoc’




godere 0 merno,; proveremo poi che esse sono eaguivalenti
all’assioma di Veblen.
(1) Per ogni terna di punti indipendenti {x,y,z) di

S, la chiusura {x,y,z} e’ un piano proiettivo.

(p) VeEEL, YVx€S5—-L, la proiezione di £ da x, data
da p(x,t) =}%cxz, risulta un piano proiettivo.

(P) VTG% Vx€S5~-T, la proiezione di T da x, data
da p(x,T) =;ngz, risulta un sottospazio che
ammette T come primo. lnoltre risulta:

(8.1) p(x,T) =TU(x].

Proviamo che:

(8.2) (Ay) =2 (p).

DIM. Sia t€L e x€S5-~¢. Cominciamo a provare che
pi{x,8) e’ un sottospazio e cioe’ che se a’,b’€ p(x,¢)
con a’‘’#b’, la retta a’b’ e’ contenuta in p(x,8). L’
asserto e’ ovvio se la retta a’b’ passa per x.

Supponiamo dunqgue che la retta a’b’ non passi per x. Le

rette xa’ e xb’ incontrano £ in due punti distinti a, b




(in quanto a’,b’€p(x,8) e le rette xa‘’, xb’ sono
distinte). Segue allora da (A;) che le rette t=ab e
a’b’ si incontrano in un punto c¢. Proviamo che per ogni
y’ della retta a’b’ (y’#a’,b’), la retta xy’ incontra ¢
in un punto y, ne seguira’ che vy €p(x,8) e quindi che
la retta a‘b’ e’ contenuta in p(x,f). Le rette ya’'=
=a’b’ e ab=¢ si incontrano nel punto ¢, onde, per (Ay),
le rette u’b e aa’=ax si incontramo in un punto d. Da
(A;) segue allora che le rette ab=¢ e xy’ si incontrano
in un punto y. Si e’ cosi’ provato che p(x,8) e’ un
sottosbazio. Posto ¢‘= a’b’, si ha evidentemer?te che
p(x,8)=p(x,8). Se £ =a’"b’ e’ una gualsiasi retta di
p(x,8) non passante per x, ragionando in modo analogo a
auanto precede, relativamente &alle rette ¢’ =a‘b’ e
£ = a’b’” (invece che zalle rette £=ab ed ¢’'=3a3a’k’), si
ha che & ed & si 1incontrano in un punto c¢’. Data 1°
arbitrarieta’ di &’ ed £ si ha che p(x,L) e' un pianc
proiettiveo. Cio’ prova la (8.2). cwvoD.
Proviamo ora che:

(8.3) (p) = (P).




DIM. Sia TE€E Ly?e x€8-~T. Proviamo che per oani
a’,b’e€p(x,T), con a‘'#b’, la retta a’b’ appartiene a
p(x,T) e che a’b’NT # ©; ne seguira’ che p(x,T) e’ un
scttospazio che ammette T come primo. Se la retta a‘b’
passa per x 1’asserto e’ ovvio, 1in caso contrario sia
fal=xa’NT e {(b})=xb’'NT: evidentemente sara’ a#bk;
incltre la retta ¢=ab e’ contenuta in T e quindi

4

p(x,L) e contenuto in p(x,T). Per la (p) si ha che
p(x,£) e’ un piano proiettive che contiene a‘’ e b’,
orde la retta a’b’ appartiene a8 p(x,8) e dunogue a
p(x,T);, inoltre, sempre per la (p), a’b’'Nt £ @ e quindi
a’b’NT#@. Proviamo infine la (8.1). S§i ha (essendo

p(x,T)E-_%:

(T, x3C€p(x,T) = TU{x)Cp(x, T)=p{(x,T);

viceversa

(T, xS TU{x) = p(x,T)=U x2C TU{x}),
zZE€ET

perche’ TU{x)} e’ un scttospazio. Dunque da
TU{x}Cp(x, T C TU{x)

4

seaue la (B.4). Si e’ cosi provata la (8.3). c.v.D.

Proviamo ora che:




(8.4) (P)Y =2 ((HO).

DIM. Siano x,4y,2 tre punti indipendenti di & e sia

E=uz la retta per y e z. Poiche’ per la (P), (con
T=¢), p(x,8) e’ un sottospazio, si ha intanto:
(8.4 1) {x,y,2)=p(x,8).

Sia ora ¢ una retta di p{x,f£) non passante per x e
siano a‘,b’ due suoi punti distinti, onde a’,b’"€p(x,¢L)
e guindi £Na’'x={al}, ¢Nb’x={(b), ove a,b sono due punti
distinti di £. Si ha, essendo p(x,8) e p((x,8&)
sottospazi di (5,L):

{x,a,bl=p(x,8)=0x,a’,bl=p(x,8)
Quindl per ogni retta ¢ Cpi(x,8), con x€L&, si ha:
(8.4.2) {x,9,2)=p(x,2)=p(x,0").
Sia allora £ una qualsiasi altra retta di {x,g,z) non

acsante per x, 7% L,07, dalla (8.4.2) si ha:

o)

(Y. 9,z2)=p(x,8)=p(x,2)=p (x,0).
Ma allora, escsendo & un primo di p{(x,¢) per la (F),
deve essere:
LN e % 0,

cioe’ {x,y,z)} e’ un piano proiettive. Queste dimostra




l’asserto. cVv.D.

Dimostriamo infine che:

(B.3) (D) =2 (A;)

DIM. Siano 2,8’€4L e sia x un punto di S, x€¢t, x€¢’,
tale che per esso passino due rette incidenti
rispettivamente £ nei punti a,b e &’ nei punti a’,b’.
Vogliamo dimostrare che tNE’#@. 1 punti a,b,x, sono
indipendenti e dunaque, per la (H), {a,b,x} e’ un piano
proiettivo. Ne segue che 1e rette

ab=¢, ax, b x
sono contenute in {a,b,x), da cui
a’,b’ € {a,b,x) = a'bt'=¢' €{a,b,x3;
ma zllora si ha che sia t che ¢’ appartengono a {a,b,x) e
guindi esse necessariamente si intersecano in un punto.
Cioc’ dimostra 1’ asserto. cwv.o.
Da (B.Z), (8.3), (8.4), (B8B.3), segue:

TEQOREMA |1 . - In uno spazio lineare (5,4), le proprieta’

(A), CAz), (D), (p) e (P) sono equivalenti.

Dimostriamo infine il seguente:

TECREMA 1]1.- Ogni spazio lineare (S,4) soddisfacente 1’




assioma di Veblen (o0, equivalentemente, le (Az), (W),
(p) o (P), (cfr. Teorema precedente)), e’ uno spazio
grafico proiettivo (cfr. (7.1)5).

DIM. Cominciamo col dimostrare che
(8.6) (5,4) e’ matroidale
e, precisamente, che in (5,4) vale (&). Sia T un chiuso
diJ;& € siano x ed 4y due punti distinti appartenenti ad
8S—T, tali che x€TU{g); vogliamo dimeostrare che
y€TU(x). Per la (B.4), (valida stante 1la (P) per
ipctegi), si ha intanto che TU{4} = p(y,T). Allora da
x€pl(y,T) segue
(8.6.1) p(x, TYEC p(y,T),
perche’ VY z€T, =sia 2z che x appartengono a pil{y,T) e
aquindi tutta la retta xz appartiene a p{(y,T) essendo
gesso un sottospazio. Inoltre si ha anche uv€p(x,T),
perche’ tra le rette che da x proiettanc T ritroviame
anche oquella passante per y. Dunque, con analogo
ragicnamento, scambiando la x con la 4, otteniamo che
(8.6.2) p(y,T)YC p(x,T);

guindi, per le (8.1), (8. 6.1), e (8.€.2) si ha che:




TUXI=p(x,T)=p(y,T) =TU{Y].
Ma allora e’ chiaro che
x € TU[W) = y€TUXJ,

cioe’ (8,4L) e’ matroidale. CV.D (8.6

Ne segue, (cfr. Teorema | del n. 4) che se U e V scro
due sottospazi digsziinitamente generati, per essi vale
la disuguaglianza di Grassmann (4.6). Proviamo ora che
nella suddetta (4 €6) wvale 11 seganoc di wuguaglianza,
ossia proviamo la (7.14): ne seguira’ che (5,4L) e’ uno
spazio arafico proiettivo.

Premettiamo la seauente proprieta’ (sempre nell’
ipotesi che 1n (S,4) wvalga 1’assioma di Veblen):
(8.7 Siano U, V GQE?? U finitamente generato,

UNV =@, per ogni WCU, sia T=WUV. Allora
TNU =W.

DIM. Bastera’ dimostrare che TNUEW, essendo evidente
l’inclusione cpposta per come sonc stati scelti U, W e
T. Frocederemo per 1induzione.

Sia rangol =1, cioe’ sia W={w). Si ha che

T={(wlUV =p(w,V) perche’, per 1’'ipotesi, vale la (8.1).




Quindi TNU=p(w,V)NU. Se, per assurdo, esistesse un
xX €U, X %W, tale che xE€Epw,V)INU, la retta WX
apparterrebbe a p(w,V), guindi wxNV={t]. Ma wx, e
guind: t, appartiene anche ad U. Allora avremmo trovato
un punto t che sta sia in U che in V, mentre per
ipotesi era UNV=0: assurdo. Sia ora rangoW=n, n2Z;
supponiamo vera la tesi per n-41 e dimostriamola per n.
Sia B={xy,%z,...,%Xpn) una base di W; considerando i soli

puriti {xz,...,x,), pPoniamo w*=(x2,._.,xn}. w¥ e

un

sottospazio di W tale che rangoN*:n—i. Facciamo ora
. . . * ) *. . . '

la proiezione di W™ da x5, p(xy,W"), possiamo senz’'altro

scrivere p(xi,w*)=N*U{x13 perche’, per 1’ipotesi, wvale

la (8.1). Evidentemente si ha che N*U(x,}:N. Poniamo

T=TUv e T¥=w¥UV. Fer 1’ ipotesi induttiva,

possiamo intanto affermare che per gli spazi U, \V, T e

w¥ vale la (8.7, cioe’: T*ﬁU:H*A Sia ora
p{xy, T7)=T"U{x;} la proiezione di T da xy. 851 ha che
¥ .
T U{x} 2(x1.,%z,...,%Xp} da cul

T¥Ux, ) 2 (X %2, X = W)

inpoltre si ha anche T "U{x4} 2V, per cui, in definitiva,




(8.7.1) p(x, TH2WUV =T
D’altra parte si ha pure che TQT*

seaue che

T2 THU(x) = p(xg, TH);

~J
[\

(8.

allora dsa (8.7 .4 e (8.7.2) seaue che

¥

(8.7.3) T=p(xg, TT).

e T2({xy), da culi

Per coani y&€TNU, consideriamo ora la retta x;y: essa

appartiene a T (perche’ x; e 4y € T), aquindi, per

(8.7 .3), deve essere

(8.7.4) wiu N T = (2);

poiche’, inocltre, la suddetta retta appartiene .anche
U, (perche’ x; EWEU e y€U), si ha che pure
appartierne ad U e quindi, dalla (8.7.4) segue

zeT*nu=uw¥cu;

la

ad

infine, poiche’ anche x, appartiene a W, si conclude che

X;2 =X;9CEW = g W

Atbliamo dungue dimostrato che TNUCW, 11 che era cio’

che volevamo. cV.D. (E.7)

Ceserviamo ora che la seguente implicazione

(8.8 VLL\IG:57? UeV finitamente generati tali che




UNV=@ = rangoVU + ranaoV =rangoUUV,
equlivale alla:
(8.9) siano Y ={4y,,4,...,4,} una base di Ueye Z=
={zy,22,...,2,}) una base di VG% UNV=0e
=2 YUZ e’ un insieme indipendente.
Infatti |[YUZl=1Y|+|2]=rangoU+ rangoV; inoltre, se la

(8.2 e’ wvera, YUZ costituisce una base per UUV e

guindi &i ha anche |YUZ|=rangoUUV, cioce’ rangolU +
+ ranacoV = rango ULV, viceversa se rangoclU 4 rangoV =
=ranac UV, significa che YUZ neon sclo genera UUV,

ma e’ anche un indipendente, cioe’ la (8.9).

Proviamo ora la (8.8) (o, equivalentemente, la

(8.9)), cioe’ la tesi del Teorema 11.

IM. Posto n=u+4+v=rangocU+rangoV, osserviamo che

la (8.8) e’ wvera per n=0,1,2, 3: infatti per tali

valori di n si ha che U (oppure V) e’ © 1l’'insieme

vuoto, (cioe’ ranmgoVU=0), oppure si riduce ad un punto

(cioce’ ranaolU = 1), casi in cul la (8.8) e’

manifestamente vera. Supponiamo allora nz2a4 e

dimostriamo che vale la (8.98), (cioce' la (8.8)).




Ragioniamo per assurdo. Se YUZ non fosse indipendente,

almeno un suo elemento (e non e' restrittivo supporre

che =ia ad esempio 4;), apparterrebbe alla chiusura

del rimanenti, cioe’:

yy €(Y —={u,; HUZ.

Posto {uyz,.. . ,4yyt =MW, dove {yz,...,4y) &’ indipendente,

sia T=WUV, da cui, per la (8.7), segue che TNU=W.

€1 ha che (Y-{gWUZ 2K e inoltre

(Y={9DUZ22Z = (Y—(J9NUZ2Z = (Y—-(gypUzZ2V,

Quindi

(8.9.1) Y (9 WUZ2WUV,;

d’altra parte i ha anche che WUV 2V=7Z

1Y)
N
"

WUV 2 W2(Y={y,), aquindi

(8.9.2) WUV 2((Y-{g,hVUZ,

e dungue., da (B8.9.1) e (8.9.2) seaque che

(Y ={w;HUZ =WUV =T,

Allora, dall'ipotesi per assurdo, £i ha che y,€T e
poiche’ e’ anche y,;€U, in definitiva abbiamo trovato
che u;€TNU=W. Ma cio’ e’ assurdc perche’ l’'insieme

?

{yy,492,...,49y) e irndipendente. Cio’ dimostra la (8.9)




nel caso in cul sia UNV=0. CvD. (8.8) = (8.9)

€1 e’ cosi’ dimostrata la (7.1) nel caso in cui
UNV =0©. Pocniamoci ora nel caso piu’ generale, U e V
aricora finltamente generati, ma UNV £ @, Sia X una base
per UNV e siano XUY e XUZ basi rispettivamente per U

e per V. Se dimostriamo che XUYUZ e’ una base per

UUV, da cio’ seguira’ che

rango VUV = XUYUZ|I=[X|4+|YI+]|Z]|=(rangoUNV)+
+(rangoVU—rangoUnNvV)+(rargoV—rangoUnNv) =
= rangoU+4+rangoV-—-rangony,
ossia che
(8.10) rangoU+rangoV =rangoUUV +rangoUNV,
che e’ quanto resta ancora da dimostrare della nostra
tesi.

Dimostriamo allora che

(8.141> Xuyuz e’ un 1insieme indipendente,
data che, per le posizioni assunte, cio’ basta ad
assicurare che XUYUZ e’ una base per vuv.

Sia V*:f 1l sottospazio di V generato da Z. Foiche’

XUZ e' un indipendente di vV, =i ha che:




(B. 11 .1 XNzZz=XNV =0,
(efr. (3.3)) Inoltre si ha arche che
(8.11.2) vnv¥ =g,

perche’ se esistesse un elemento t tale che tELJﬁV*,
si avrebbe che teU e tEV*QV, dal che seguirebbe che
te¥ e aquindi che te€Xnv¥® contro la (8.11.1). Ma
allora, poiche’ valendo la (8.14.2) ci troviamo nelle

ipotesi della (8.8), si ha, analogamente alla (8.9),

che (XUY)YUZ e’ indipendente, come volevamo. CV.D. (8.44)
Riassumendo, possiamo concludere che la (B.6) e 1la
(8.11) dimostrano il Teorema 11. c.v.D.

Dalla (7.2) e dai Tecremi I e Il di questo paragrafo

segue:

TEQREMA 111 - Uno spazio lineare (5,4), e’ agrafico

proiettivo se e solo se in esso vale 1’assioma di

Veblen (A;) (o una delle proprieta’ (Az), (H), (p) o

(P) ad esso equivalenti).

Dzl Teorema 111 e dal Teorema ! del n. 7 si ha:

TEQREMA [V . - Uno spazio lineare (S,4), con |L]|22, fi_

nitamente generato e soddisfacente 1’assioma di Veblen,




0o e’ un piano proiettivo, oppure e’ isomorfo ad unc

spazio proiettivo an su un corpao K.




Car.111.

RETICOLI E SPAZI LINEARI

9 - Reticeoli e sistemi di chiusura

Si1a (L,€ un insieme ordinato e sia XCL (con Xz@);

DEF 1. - Un elemento 2€L dicesi confine inferiore di X
se:
(9.4) ¥YxeX , z£x.

Chiamasi poi massimo confine inferiore di X un confine
inferiore di X, sia y, tale che:

(8.2) ¥V 2z = confine inferiore di X, i ha: z<{y.

Se esiste un massimo confine inferiore di X, sia 4,
esco e’ urnico. Infatti se y’ e’ un altro massimo confine
inferiore di X, risulta: ufy’ e 'y onde w=y’.

DEF 2. - Analogamente si1 definisce confine superiore di
X un elemento uw€l tale che:

(8.3 YxeEX , xgu.

Chiamasl poi minimo confine superiore di X un confine

superiore v di X tale che:

EN
w

. 4) Y u = confine superiore di X, viu.




Se esiste, e’ uniceo il minimo confine superiore di X.

|}

EF . 3. - S8i definisce reticolo un insieme ordinato (L, <)
tale che per oani x,y€lL esistonoc 1l massimo confine

inferiore di {x,y)}, che i denota con xMNu, ed il minimo

cornfine superiore di {(x,yl}, che si denota con xlUy.

=}

EF 4 - Un reticolo dicesi completo se, per ogni XCL,

esistonc 11 massimo confine inferiore di X, e si denota
con ﬂxx, ed il minimo confine superiore di X, e si

dericta con U x.
xeX

-

Se &# @, l'insieme delle parti di 8, ¥P(8), e’ un
reticoclo completo rispetto alla relazione d’inclusione
€, l'unione e l'intersezione essendo quelle classiche.

Sia ora (5,C) uno spazio di chiusura. Si1 consideri
l’insieme ordinato (C,€) , ove € e’ l’inclusicne di &.
Esso e’ un reticolo; infatti se C;,C:€C, si ha che
CynC, (€C) e’ il massimo confine inferiore di {C,;,Cz) e
T,UC;, (€¢) e’ il minimoc confine superiore di (C,,Cz).
Tale reticolo inoltre, e’ completo. Infatti se

{Cxleo: @ e’ una famialia mnon vuota di chiusi, si ha
4 ~ # /]

che




c, «(g¢)

C, (EC) e C.
114

N
JEY N

m~

sorc rispettivamente il massimo confine inferiore e il
minimo confine superiore della famiglia (Ci);€€3‘¢®' Il

reticolo (€,€) dicesi associato allo spazio di chiusura

(S,C).

DEF.5.- In un insieme ordinato (L,<) si dice che x €L
copre y&€L, con xs#y, se:

(9.5 YzeEL @ uz4<x = 2=X, Oovvero z=y.

DEF . 6.- Un reticoclo (L,%) si definisce sovramodulare se

rer carni x,4 tali che x (ovveroc y) copre xMNy, si ha che

x Uy copre y (ovvero x).

o)
m

EF. 7. - Si dice poi che il reticolo (L, 5D e’

sottomodulare se per ogni x,y tali che xUy copre x

(ovveroc J), i ha che y (ovveroc x) copre xMNu.

o

EF 8. - Diremo infine che (L,<€) e’ modulare se esso

|

risulta €sia <ecovramodulare che sottomodulare.




10 - Reticolli e spazi lineari.

Sia (5,4L) unoc spazio lineare, (S,LS?% lo spazio di
chiusura deil suoi sottospazi e uf??g) il reticolo
fcompleto) associato ad (S,J;f. Consideriamo la seguen_
te proprieta’ (a) per (S,4&):

(a) VTE% ¥Vx ES~T = TU{X] copre T.
Evidentemente si ha:
(10.1) (LSZ?S) sovramodulare = (a).

Proviamo che:

TECREMA | - (S,1) soddisfi alla (a). Allora Mﬂ(S,J??

vale l’assioma dello scambio, cioce’:
(10.2) (a) = (o).
Dunque, uno spazio (5,4) soddisfacente alla (a) e’
matroidale.

DIM. Proviamo che da (a) segue (T). Ne seguira’ 1°
asserto, essendo (T) eguivalente a (o).

FPer ogni x,uESeTEytale che x€T e x€TU{y)}, =i
ha che gy@T (altrimenti x €TU{y)=T=T) e quindi per la

proprieta’ (o) relativa ad ¥4 e T si ha che TU{y) copre

T; d’altra parte TU{x)CTU{y) ed incltre TU{xIDT,




onde TW{x)=TU{y) e quindi yEeETU

=
bad
L ]
)]
[

e’ cosi’
provato che:

Z —_— _—
VTELY, Yx,9€S8 : x€T e x€TUW) = v€TU{x)

oscsia la (). 81 ha cosi’' 1l’asserto. c.v.D.
TECOREMA 11 .- Se (5,4) e’ matroidale, allora(ggy?g) e’
sovramodulare, cioe’:
(10.3) (c) = (Q;Zig) sovramodul are.
DIM.  Osserviamo che:

(10.4) U,V E€ J;? VEU, =&allora
[U copre V] & [¥Yx€U=-V, VU{x)=Ul.
Siamo ora U,VE J;Zje supponiamoc che U copra UNV;
vogliamo provare che, se vale (o), UUV ccpée V, ne

seauira’ l’'asserto. Sia weEU-UNvV,; poiche’ U copre

Unvy, per la (10.4) si ha che U (UNVHIYU{y) e

guindi

UUV = (UnVv)I)U{glJuv cVU{yl cTUV
cioce’
(10.5) V(g =00V,

dalla (10.5) e dalla (o) si ha:

{

Vx ETUV -V = x€V, x€eUUY =VUrg3 &

gyeVU{x} =




= UUVY =VULYCSC VU{(xICECUUY = VU{x}=UUV
e ouindi per la (10.4) i ha che UUV copre V, onde
l asserto. c.v.D.
Da (10.2), ¢10.3), (10.1) segue che:

(10.6) (a) = (o) o (LSZ?Q) e’ sovramodulare,

TEOREMA 111 .- Uno spazio lineare (S,L) e’ matroidale

se, e soltanto se, ( :;ng) e’ sovramodulare, se, e

soltanto se, (5,%) soddisfa alla condizione (a?).

11 - Reticoli modulari e spazi grafici proiettivi.

Proviamo il seguente

TEOREMA 1.- Sia (S,4) uno spazio lineare 2-matroi_

dale tale che (.Sz?g) risulti sottomodulare. Allora la
chiusura di tre punti indipendenti di (S,4) e' un piano

?

proiettivo, cioe’ (S5,4) e uno spazio agrafico proiet
tivo. (cfr. Teorema 1] del n.8).

DIM. Siaro x, 4, 2z tre punti indipendenti di S e =sia

T ={x,9,2) Poiche’ (8,4) e’ Z-matroidale, anche (II,Lyn)




’

sara tale e quindi ogni terra di elemenrti indiperndenti
di 7 e’ una base per . Siano u, v due rette distinte
di I, da quanto oraz detto sia ha che uUv =0 e che @
ccpre u. Dungue v deve coprire ufny (essendo (S,XL) sot _
temocdulare). Ne segue che ufNv #@ (in quanto ogni punto
t di v e’ tale che CtCv). Si e’ cosi’ provato che
(I ,Lyn) &' un piano proiettivo. Ne segue 1l’asserto. cCv.D.

Sussiste incltre 11 sequente

TEOREMA 11 .- Sia (S,4) uno spazio lineare, arafico

proiettivo. Allora 1lo spazio di chiusura dei suoi
sottospazi, (J;?S). e’ un reticolo modulare.
DIM. In virtu’ del Tecrema [l del n. 10, bastera’
provare che:
(11 . 1) (S,4) grafico proiettivo =
= (LSZ?Q) sottomodulare.

Siano U,V € gszptali che UUV copre V. Da cio’ seaue

intanto che

(11 .29 Wx € (UUV=-V) =2 xUV=UUV=p{x,V).

Dunque, per ognl 4y appartenente a U-UNV, essendo

U-UNVE UUV-VEUUV-UNY,




per la (114 .2) segue che

(11 . 3) VUV =p(yu,V),
e che
£11 . 4) gyu(unNv) = plyg,UNV).

Dcbbiamo provare che wU(UNY)Y =U. L'inclusione €
e’ opvvia,; sia allora z un gualungue punto di U—-(UNV),
z#u. Per la (11.3), essendo z€ UUV, la retta zy deve
intersecare V in un punto t. Tale punto t (diverso da
2, perche’ 2 non sta in V) appartiene dungue a UnNvV
(poiche’ zy sta in U) e guindi tu=zy&piliy,Unvy,
cice’, per la (11 4), z€gU(UNV). Quindi wU(UNV) 2
2U e cic’ dimostra 1’asserto. cv.o.
Dai Tecremi 1, 11, & dal Teorema !]l] del n. 10, segue:

TEOREMA 111.- Sia (S,4) uno spazio modulare e (ng?g)

lo spazio di chiusura dei suoi sottospazi. Si ha:

(Lsz?g) modulare & (S,4) e’ uno spazio agrafico proiettivo.
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