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Sia ¥ uno spazio vettoriale di dimensione n, e fissiamo una base 5 = {v1,0. -, Un}-
Clome gia detto pill volte, ogni elemento v € V si serive in modo unico come COI-
. bivazione lineare degli elementi della base, v = Tyv1 e+ 2,0, Quindi possiamo
definire un’applicazione vi: V — R che associa a ogni v € V la sua i-csima coordinata
rispetto alla base B. In simboli, vi(v) = @ per ¢ =1,...,n, o anche

3 (v)
F 5('0) = .
va(w}|
In particolare,
i) = bij) (8C.1)

dove 6;; & il delta di Kronecker introdotto nell’Osservazione 7.4.
It facile vedere (csercizio) che ogni v} & lineare, per cui appartiene allo spazio
duale V/. Di piil, possiamo dimostrare la seguente

Proposizione 8C.1 Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finita, e scegliamo

una sua base B = {v,...,vn}. Allora B = {v,,...,v,} & una base di V. In
particolare, dim V' =dim V.

Dimostrazione. Prima di tutto, v},...,v;, sono linearmente indipendenti. Infatti,

sapponiamo che si abbia
4
a1t + oy, = 0,

dove qui 0: V — R indica 'applicazicne nulla. Allora {(8C.1} ci dice che
0= O(vy) = (ev] + - + anvy ) () = @y

peri=1,...,n,8 Uindipendenza lincare & dimostrata.
Prendiamo ora @ € V', e poniamo f; = wlv;) per j=1,...,n. Allora

(B1v} + - + Buvi )v3) = B = 0(v3)
per 7 =1,...,n; dunque il Corollario 5.3 ¢i da

Brvs+ o+ Bty = ¢,

e B’ & anche un sistema di generatori. N

Definizione 8C.1  La base B = {v], .-, vp} di V' & detta la base duale delia
base B = {v1,...,vn} di V.

Ro[t]. Ci sono alcuni elementi del dusale parti-

Esempio 8C.1  Prendiamo V = _
Pissato {p € R la valutazione in {o &

colarmente facili da definive: le valutazioni.
semplicemente 1'applicazione lineare v R{t] — R data da

o (p) = plto) € R




170 Complementi al Capitolo 8

Pit1 in generale possiamo usare le derivate, e per k > 0 definire la k-valutazione ufu

in 1y ponendo

vE (p) = p® (o) ER,
dove p*) indica la k-esima derivata del polinomio p. Per esempio, se pt) = 2¢% - 2,

allora
vi(p) = p(1) =G, viipy=7p(3)=4" 3 =12, Vi = p”{*‘ﬂ') =4,

e cosi via. In particolare, se p(f) = ap + a1t + a2t2, atlora

i 4
w=w), @w=wE o w=450) - (8C2)

Consideriamo la base B = {po,p1, P2} di-V data dai soliti polinomi pp = 1, ;1 = 1,
e pa = %, Allora (8C.2) ci-dice esattamente che la base duale di V' & data da :

1
{po) = o, ;Y = v, (p2) = 5”3:

dove stavolta Papice indica che si tratta degli elementi della base duale, e non una ]
derivata. Se invece come base di V prendiamo la base C = {q0, ¢, q2} dove go = 12, By
g = (L +12)/2 e gu = (t2 —t)/2, allora rispetto a questa base i polinomi di V si

esprimono

ag + a1t + ast® = apgo + (ag + a1 +az)q + (ap — a1 + a2)q2,

per cui la base duale stavolta & data da
(@) =w, (@) =n (@)=

In questo caso le due basi individuano due isomorfismi fra V e V' diversi. Infatti la
base B individua l'isomorfismo

1
ag + a1t + ast? v agig alvé + iagug,

mentre la base C individua 'isomorfismo

ag + a1t + 0:2’52 =3 gglp + a1¥y + Gev1.

Clome conseguenza della Proposizione 8C.1, ghi spazi V e V' hanno la stessa di-
mensione (ammesso che V' abbia dimensione finita), per cui pure V7= (V'Y il duale
del duale, ha la stessa dimensione di V.

Definizione 8C.2 Lo spazio V= (V') & detto il biduale av.
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8C.1 Duale e biduale di uno spazio vettoriale

Abbiame visto che V e V' sono isomorfi, ma Pisomorfismo dipende dalla scelta di
una base. Invece V e V" sono isomorfi in modo canonico, ovvero esiste un isomorfi-
smo indipendente da qualunqgue scelta arbitraria. Infatti, definiamo un'applicazione
W:V — V¥ in questo modo: & ogni v € V associamo Pelemento ) = 4h: V' = R
del biduale tale che ¥, (@) = ©(v) per ogni ¢ € V! {nota che gli elementi del biduale

-sono applicazioni da V’/ in R, ciod applicazioni che associano a ogni applicazione

lineare da V' in R un numero reale}.

Proposizione 8C.2 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita. Allora Pap-
plicazione ¥:V — V" appena definita & un isomorfismo.

Dimostrazione, Verifichiamo prima di tutto che & lincare. Prendiamo vy, va. € V
epe V' Allora

T{vy + v2) () = Py 4w (90) = w(v1 + w2}
= p(u1) + (v2) = Pu, (9) + 1, (0} = [F(01) + ¥{v2)] (),

ciot (v + ) = W(vy) + Ulvs) per ogni vy, v € V. Analogamente si dimostra che
T & omogenea, per cui & lineare.

Ora, noi sappiamo gia che dim V" = dimV; quindi per dimostrare che ¥ & un
isomorfismo ci basta far vedere che & iniettiva, Ma infatti, supponiamo che ¥(v) = 0.
Fissiamo una base B = {v1,...,v,} di V, e scriviamo v = zv1 + - - + 2,9, Allora

0 = W(v)(v}) = vi{v) = z;
peri=1,...,n, e dunque v = 0. [

Osservazione.8C.1 Se V non & di dimensione finita, questa proposizione & in generale
falsa. Certo, possiamo ancora definire la U:V -» V¥ come prima, e dimostrare che
& iniettiva; sfortunatamente, perd, se V ha dimensione infinita la ¥ pud risultare
non surgettiva. La classe degli spazi vettoriali di dimensione infinita in cui ¥ & un
isomorfismo (detti spazi riflessivi) & molto importante per lo studio deile equazioni
differenzial.

A ogni sottospazio di uno spazio vettoriale & possibile associare un sottospazio
dello spazio duale {e viceversa):

Definizione 8C.3 Sia § un sottoinsieme di uno spazio vettoriale V. Lannullatore

(di S 2 il sottoinsieme S° del duale V' dato da

S ={peV |p)=0 YveS5}

Analogamente, se R & un sottoinsieme di V" il suo annullatore °R C V' & il sottoin-
sieme °R di V dato da

“R=TweV]|p) =0 YpcR}

Nota che °R & I'annullatore di R nel biduale, riletto in V' tramite I'isomorfismo W.
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Proposizione 8C.3 Sia V- uno spazio vettoriale, e V/ 1'1. suo duale. Allora:
(i} Se S & un sottoinsieme di V, allora 5° & un sottospazio di V.

(ii) Se R & un sottoinsieme di V', allora °R & un sottospazio di V.

(iti) Se S & un sottoinsieme di V, allora S° = (Span (S))°.

(iv) Se R & un sottoinsieme di V, allora °R = *(Span (R)}.

“(v) Se S & un sottoinsieme di V, allora °(5%) = Span (5).

(vi} Se V- ha dimensione finita e U & un sottospazio di V, allora
dimU° = dimV — dimU.
(vii) Se V ha dimensione finita e W & un sottospazio di V', allora
dim W =dimV — dim W.
Dimostrazione. (i) Siano g1, p2 € S°. Allora
Ywe s (o1 +p2) () = @1 (V) + pa{v) =0+ 0 =0,

per cui 1 + 2 € S°. Analogamente S° & chiuso rispetto al prodotto per scalari.
* (i) Come in (i). ‘
(iii) Siccome S C Span (S), & chiaro {Esercizio 8C.2) che (Span (5))° C 5°. Vice-
versa, se @ € 5%, v1,...,Ug €S e on,...,0p € R st ha

wlagu + -+ apve) = ayp(vy) + - - +app(vg) =04 +0=0,

e quindi ¢ € (Span (S))°. Ma ¢ & generico; quindi S° C (Span (8))°, come richiesto,

(iv) Come in (iii).

(v) Prendiamo ¢ € S° e v € §; allora p{v) = 0, per cui v € °(S°). Dun-
que S C °(8°); da (ii) e {iv) otteniamo che Span{S) & °(8°). Viceversa, pren-
diamo un elemento w € V \ Span (S). Per I'Esercizio 8C.3, esiste ¢ € Span (S)° tale
che p(w) = 1; quindi w ¢ °(Span (S5)°), per cui *(Span ($)”) C Span (5), e ci siamo.

(vi) Sia {wi,...,ux} una base di U; completiamola a una base

5= {uh-":uk)’uk-{‘l)" : ,'Un}

di V, e consideriamo la base duale B’ = {u}, ..., u}, Viy1s- > ¥n}. Cibasta far vedere
che {v}4y,..-, vy} & una base di U®. Prima di tutto, ogni elemento di IJ si scrive come

w=2ug + o+ Tptp + Qugpy + - Oup,
percuivi(u}=0perogniveUej=k+L, . ..,n eiod vy q, ..., Uy, € U°. Inoltre, se
P = ot + A ol + Qrp Vg + oo oty €U

si deve avere 0 = w{u;) = o; per i = 1,..., k. Quindi v}, ,,...,v, formano anche un
sistema di generatori di U°, e ci siamo.
{vii) Segue subito da {(vi) considerando il biduale (esercizio). 0

m-r,kﬁm}l@y\t

fythns
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8C.2 ‘Trasposta di un’applicazione lineare

Vediamo ora che relazioni ci sono fra gli spazi duali e le ‘applicazioni lineari.

Proposizione 8C.4 Sia T:V — W un’applicazione Jineare. Allora esiste un’unica
applicazione lineare T W' — V' tale che

P(T()) = T'(#)(v) | (8C.3)
perognivCV epe W'

Dimostrazione. Per ogni i € W' Papplicazione v — @{T{v)} € R & lineare per
cui & un elemento univocamente individuato di V', elemento che chiameremo T”(i).
Dobbiamo solo dimostrare che 77 & lineare. Ma infatti :

T'(Mp)(w) = (o) (T(w)) = Alp(T()] = AT (p)(v)
per ogni v € V, ciod T"(Ap) = AT"(ip). Analogamente si dimostra che T & additiva. O

Definizione 8C.4 Lapplicazione T': W' — V' cosl definita si dice trasposta (o
duale) dell’applicazione lineare 7V — W.

Osservazione 8C.2 1l motivo del nome & che la matrice associata a T’ & esattamente
ia trasposta della matrice associata a 7. Infatti, fissiamo una base B di V e una
base C di W, e indichiamo con B’ e £’ le basi duali di V' & W’. Prendiamo @ € W/,
e indichiamo con a = Fg:(p) € R™ le sue coordinate rispetto alla base ¢’. Sew € W
ha coordinate y = Fe(w) € R™, allora & facile verificare (esercizio) che

p(w) = wa{y),

dove p.:R™ — R 2 la solita funzione definita nell’Bsempio 5.9. Indichiamo con
A € My, o{R) la malrice che rappresenta T rispetto a Be C, e con A’ € My m (R) la
matrice che rappresenta 7" rispetto a €' ¢ B'. Se indichiamo con « = Fg{v) € R" le
coordinate di un vettore v € V- allora la (8C.3) & equivalente a

palAc) = paalz).

Ma noi conosciamo gid una matrice che soddisfa questa ugraglianza: la matrice tra-
sposta AT (vedi il Temma 5.10). Siccome P'unica mairice che la pud soddisfare &

quella che rappresenta T” rispetto a C’ e B, ne deduciamo che A’ = AT, come voluto.

Mettendo insieme annullatori e applicazione trasposta otteniamo la

Proposizione 8C.5 Sia T:V — W un’applicazione lineare fra spazi vettoriali di
dimensione finita. Allora si ha

KerT = °{ImT"), KerT'=(ImT)°, Im7T =°(Ker7"), ImT'=(KerT)".
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Dimostrazione. Siav € KerT, e p = T'(3) € ImT". Allora

o(v) =T (@) (v) = P(T(®)) = $(0) =6,
per cni Ker T C °(ImT"). Viceversa, se v € °(ImT") si deve avere

0= T = $(T()
per ogni ¥ € W', e questo impiicé (Esercizio 8C.1) che (v} = O. Essendo v generico,
questo vuol dire che °(ImT7) C Ker T, e la prima uguaglianza & dimostrata.
La seconda si dimostra nello stesso modo (esercizio); vediamo la terza. Prendiamo
w=Tw eImT, e c KerT’. Allora :

W) = $(T()) = /() () = O) =0,

per cui Im T C *{Ker 7). Ma ora

dimIm7T = dimV — dimKer 7" = dim V — dim *(Im T")

8C4
=dimIm7" = dim W — dim Ker 7" = dim *(Ker T"), (8C4)

dove abbiamo usato il Teorema della dimensione e Ia Proposizione 8C.3, per cui anche
la terza ugnaglianza & dimostrata. La quarta si verifica analogamente, e ¢i stamo. O

Osservazione 8C.3 TUna conseguenza di (8C.4) & che un’applicazione lineare e la sua
trasposta hanno lo stesso rango.

Esercizi
8C.1 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita. Dimostra che @{v) = 0 per
ogni ¢ & V' se e solo se v = 0.

8C.2 Siano U;, Uy C V sottospazi di uno spazio vettoriale V. Dimostra che se si

ha Uy CUs allora U5 C UY; che (Uy + D) = U NUS; e che (U, Uy)° =UT + Us.

8C.3 Sia U un sottospazio vettoriale di uno spazio vebtoriale V', e prendiamo un
vettore w € ¥V \ /. Dimostra che esiste ¢ € U° tale che p(w) = 1. (Suggerimento:
completa una base di U & Rw a una base di V')

8C.4 Sia TmV — W un’applicazione lineare fra spazi vettoriali di dimensione fi-
nita, e consideriamo la sua trasposta T": W’ — V' e la trasposta della trasposta
TV - W Dimostra che TV = ¥y, OTO\P;1, dove Ty V — V¥ e Wyt W — WY
sono gli isomorfismi canonicl. In altel termini, se identifichiamo V e W coi lore biduaii, -
allora la trasposta della trasposta coincide con 'applicazione originaria.




