1.4. Sistemi lineari di curve

» Esercizio 1.22. Sia X : AC + pD un fascio di __cume- di gra-
do n. Si dimostri che se Ip(CND) = k, allora Ip(C ND) = k, per o-
gni C, D curve distinte di X.

Soluzione:

Tnfatti se C: F(X) =0e D : G(X) =0, allora

Ip(€ND) = Ip(\F + pG; NF + waG),
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con (A, #t) non proporzionale a (X, 1').
Intanto osserviamo che se A = 0 (oppure x = 0) (e analogamen-
te si ragiona se X' = 0 oppure p/ = 0), allora

Ip(CND) = Ip(uG; NF + i'G) = Ip(F; G),

per la Proprieta 3 della molteplicita d’intersezione.
Sia allora A £ 0, p#0, N #0, ¢/ #0. Si ha
Ip(CND) = Ip(NAF 4+ NuG; AN F 4+ M\ Q) =
=Ip(MAF + MNpuG = ANF = M/ G AN F + M/ G) =
=Ip((Np— MG INF + M G) =
=1Ip(G; F),

essendo X — Ap’ # 0, dato che, per ipotesi, (), p) e (X, &) non so-
no proporzionali. <

» Esercizio 1.23. Fasci di coniche.

In P2(C), con coordinate omogenee (Xo, X1, X5), sia

2 2
X /\( Z ain.in) + ,U-( Z bin.,;Xj) =0

1,5=0 1,§=0

Pequazione di un fascio di coniche. Scritta 'equazione data nella, for-

ma, equivalente
2

Z ()\aij -+ ,Ll,b”)Xl,,Xj =0 y
i,§=0
la matrice associata ad una conica di ¥ &

Aago + oo Aaoy + pbor  Aagz + pboz
A\ ) = | daro +pbio Aain + pbin  Aaiz + pbiag
Aago + pbag  Aagy + pboy  Aage + pboo

Le coniche degeneri del fascio si ottengono in corrispondenza del-
le coppie (A, p) # (0,0) per cui det(A(A, u)) = 0, che & un’equa-
zione omogenea di terzo grado in A e p, se non & identicamen-
te nulla, nel qual caso ogni conica & riducibile. Abbiamo pertan-
to:
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in un fascio di coniche, non tuite degeneri, vi sono tre coni-
che degeneri (eventualmente coincidenti).

Se si deomogenizza 1’equazione di 3, si ottiene un fascio di co-
niche di A%(C) e equazione

dot [ A0 +pbin Aaig + pbia | _ 0
Aag1 + pbar  Aaan + 1ibao

fornisce i valori di A e p in corrispondenza dei quali si han-
no le parabole del fascio e poiché si tratta di un’equazione di se-
condo grado, ogni fascio di comiche affini contiene due parabo-
le.

I punti base di un fascio di coniche di P?(C) sono i punti comu-
ni a due diverse coniche del fascio. Per il Teorema di Bézout un fa-
scio di coniche contiene quattro punti base, se non ¢’¢ una compo-
nente fissa. Inoltre, per un punto diverso dai punti base passa u-
na ed una sola conica del fascio.

Nello studio dei fasci di coniche & utile la seguente osservazio-
ne. Siano C e D due coniche di un fascio e sia Ip(CND) =k > 1,
con P punto base del fascio. Allora (v. esercizio precedente), tut-
te le coniche del fascio hanno in P, a due a due, molteplicitd d’in-
tersezione k. Se £ & una conica di P?(C) tale che Ip(CNE) =
Ip(DNE) =k, per ogni punto base del fascio, allora € & una coni-
ca del fascio.

I punti base possono variamente coincidere. Se 4, B,C, D so-
no i quattro punti base di un fascio di coniche, privo di componen-
ti fisse, si hanno le seguenti possibilita:

(1) A,B,C,D tutti e quattro distinti. Le tre coppie di ret-
te

(AB,CD), (AC,BD), (AD,BC)

sono coniche riducibili che passano per i punti base del fascio e quin-
di sono le tre coniche riducibili del fascio. Si noti che i punti base so-
no a tre a ire non allineati, perché altrimenti il fascio avrebbe u-
na componente fissa.

Un’equazione del fascio pud ottenersi rapidamente combi-
nando linearmente le equazioni di due delle tre coniche degene-
ri.

(2) Due punti base coincidenti. Per esempio, A = B. Per il Teo-
rema di Bézout, se C e D sono due coniche irriducibili del fascio, al-
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lora Ip(CND) = 2. Pertanto, poiché ogni punto di C e di D & sempli-
ce, necessariamente C ¢ D hanno in A la stessa retta tangente (con-
seguenza della Proprieta 4 della molteplicithd d’intersezione). Quin-
di (v. esercizio 1.22) tutte le coniche hanno in A la stessa retta tan-
gente, che indichiamo simbolicamente con AA. Si parla in tal ca-
so di fascio di coniche tangenti.

Le coniche degeneri del fascio sono

(AA,CD), (AC,AD),

ove la conica degenere (AC, AD) va contata due volte.

Un’equazione del fascio pud ottenersi combinando linearmen-
te le equazioni delle due coniche degeneri. .

(3) Punti base coincidenti a coppie. Ad esempio, A = B e
C = D. Ragionando come nel caso precedente, si ha, per ogni cop-
pia di coniche irriducibili del fascio, 4 (CND) = Io(CND) = 2. Quin-
di tutte le coniche (irriducibili) del fascio hanno in A e in C le stes-
se rette tangenti (fascio di coniche bitangenti). In tal caso le coni-

- che degeneri del fascio sono le coppie di rette

(AA,CC), (AC,AC),

ove la scrittura (AC, AC) significa conica spezzata nella retta dop-
pia AC. Quest’ultima conica degenere va contata due volte.

Anche in questo caso un’equazione del fascio pud otténer-
si combinando linearmente le equazioni delle due coniche degene-
ri.

(4) Tre punti base coincidenti. Per esempio A = B = C,
In- tal caso, per ogni coppia di coniche non degeneri del fa-
scio, 14(C N D) = 3. Tutte le coniche (non degeneri) del fa-
scio hanno in A la stessa retta tangente, A4, e a due a due han-
no molteplicitd d’intersezione tre in A (fascio di coniche osculan-
tisi). Le coniche degeneri del fascio si riducono alla coppia di ret-
te (A4, AD) da contarsi tre volte.

(5) Quattro punti base coincidenti. Per ogni coppia di coni-
che non degeneri del fascio, I4(CND) = 4. Tutte le coniche (non de-
generi) hanno in A la stessa retta tangente, A4, e a due a due han-
no molteplicitd d'intersezione quattro in A (fascio di coniche ipe-
rosculantisi). Le coniche degeneri del fascio si riducono alla cop-
pia di rette (A4, AA) da contarsi tre volte. «




