8 Cap. 1 Curve algebriche plane
(c) 88-7999-051-9

te chiuso. Per fissare le idee si pud supporre K = C.

Studiare l'intersezione di due curve, ciog determinarne i pun-
ti comuni, equivale a risolvere 'un sistema algebrico di due. e-
quazioni. Iniziamo, in questo paragrafo, dal caso pili sempli-
ce, ciot l'intersezione di una curva, algebrica di grado n con una ref-
ta. : ‘

Sia C una curva algebrica proiettiva i grado n di equaszio-
ne F(Xp, X1, Xa) = 0. Se 7 & una rebta, essa pud essere individua-
ta da due suoi punti distinti, P(a,b,c) e Q{a’,b’, '), sicché ogni al-
tro punto di 7 ha coordinate (Aa-+ua’, Ab-+pb’, Ae+uc’), con (A, p) #
(0,0). Tale punto pud sinteticamente denotarsi con AP + ul). Ov-
viamente AP + u@ € C se, e soltanto se, F(AP + p@Q) = 0, o
ve PP + u@) = F(ha+ pa', Ao+ pb, Ao+ pc’).

L’equazione F(AP + p@Q) = 0 & omogenea di grado n in' A e
1 e le sue soluzioni danno i punti di 7 NC. Se F(AP + Q) & i-
denticamente nullg, allora la retta » & contenuta nel suppor-

to di C. Bscluso questo caso, Vequazione F(AP + uQ) = 0 & del ti-

po
ao)\ﬂ + a,lz\”—l,u, e = C&n_l)\,u,ngl -+ anl-’fn = {).

Sia A > 0 la molteplicitd di A come fattore di F{(AP + p@). Allo-

Ta
FOP + uQ) = NGO\, 1),

ove (A, ) & un polinomio omogeneo di grado n — A, non divisi-
bile per A. Il polinomio G(1, i}, essendo K algebricamente chiu-
s0, si fattorizza in

G, p) = alp—b) .. (p=ba_p), a0,
Omogeneizzando otteniamo

GO\ ) = a = b A) . (o= bnp ).

FOP + 10Q) = aM (= b0 ... (1 — b n V).

Pertanto 'equazione. F(AP + p)) = 0 ammette n soluzioni omoge-
nee, ciascuna contata con la sua molteplicita, Cio permelie di da-

re la seguetite:
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Definizione 1.5. Sianor eC, rispettivamente, una retta e una cur-
va algebrica di P2(K). Si dice che r e C hanno molteplicita di inter-
sezione Ip,(C N 1) nel punto Py = AP + po@ di 7, se {Xo, o) & u-
na radice di molteplicita I'p, (C1r) del polinomio F'(AP--u@Q)}. Si po-
ne Ip(CNr)=0se P ¢ Celp{CNr)=ocoser CC.

’ La definizione data non dipende dalla scelta di P e () sur, co-
me si pud verificare. Da quanto abbilamo visto nel caso in cui
F(AP+ p@Q) non sia identicamente nullo e dalla definizione sopra da-
ta, si ottiene il seguente: | '

Teorema 1.1. (Corollario del Teorema di Bézout) Siano C ed r, ri-
spettivamente, una curva algebrica di grado n ed una retta di P*(K)
non contenuta in C. Allora

> o IpCnr)=n.

FPoer

(A parole: il grado di una curva aelgebrica proiettiva uguaglia il nu-
mero dei punti comuns alla curva e a una retta non contenuta n es-
sa, purché ciascun punto sia coniato con le propria molteplicite d’in-
tersezione).
La nozione di molteplicita d’intersezione di una retta e una cur-
va in un punto si d& anche nel caso affine. Infatti se C & una cur-
v, affine di equazione f{X,Y) = 0 e la retta.r.ha equazioni parame-
triche ¢ = a +1t, y = b+ m¢, dal sistema fra queste equazioni si ot-
tiene I'equazione f(a+[t, b+mt) = 0, le cui soluzioni danno le coor-
dinate dei punti di » NC.

Definizione 1.6. Si dice che larettar e la curva affine C hanno mol-
teplicita d’intersezione Ip, (CN7) in Py = (a-+lto, b+mty), seto & u-
na radice di molteplicita I'p, (COr) del polinemio f(a+t, b+mt}, con-
venendo di porre Ip,(CNr) =0se Py ¢ Celp,(CNr)=ocoser CC.

Passando alle chiusure proiettive, 7, C*, si vede che questa de-
finizione & ben posta.

In particolare, se Py(0,I,m) & il punto improprio di 7, si
ha che Ip_{C N r) & uguale alla massima potenza di A che divi-
de F(AP + u@), ove F & il polinomio omogeneizzato di f. Pertan-
to il grado di f(a+ It,b+mt) & ugnale an— Ip, (CNr). Sihaal-
lora:
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Teorema 1.2. Siano C ed r, rispettivamente, una curva di grado n

ed una retta affini, conr ¢ C. Allora > Ip(CN7) < n. L'ugna-
Byer

glianza vale se, e soltanto se, il punto improprio di v non é un pun-
to improprio di C.

1l concetto di molteplicitd d’intersezione di una curva ¢ una ret-
ta & invariante per sostituzioni lineari.

Segnaliamo infine I'utile osservazione:
se una curva di grado n intersece una refta n piv di n puntz, allo-
ra la curve é riducibile e si spezza nella retta e in una curve di gro-
don— 1.

1.3. Studio locale delle curve algebriche piane

_Sia € una curva (affine o proiettiva).definita su un campo alge-.. .

bricamente chiuso.

Definizione 1.7. La molteplicita mp(C) di un punto P per C (o
di C in P) & il minimo di Ip(C Nr) al variare della retta r nel fa-
scio di centro P. :

Ovviamente, 0 < mp(C) < gr(C) e mp(C) = 0 se, e soltan-
to se, il punto non appartiene alla curva.

Se mp(C) = 1 il punto si dice semplice o non singolare, men-
tre quando mp(C) > 1 il punto si dice multiplo o singolare. Pitt pre-
cisamente, se mp(C) = s il punto si dice s-plo. Se s = 2 il pun-
to si dice doppio.

La molteplicita di un punto & invariante per sostituzioni linea-
i, .

Indichiamo ora un criterio che permette di determinare 1 pun-
ti singolari di una curva algebrica. Prima abbiamo bisogno di alcu-
ni fatti sui polinomi.

Sia A un anelio commutatlvo con unitd. Se f(X) = ap +
arX + -+ a; Xt k- 4 @, X7 & un polinomid di A[X], si defi-
nisce derivata di f rispetto-ad X, e sard denotata con f(X), oppu-
re con D(f), il polinomio

FX) =0+ 20X + co g X -F---Jrnaan_l.




