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DIMOSTRAZIONE: Se t & una indeterminata

}g(t‘){'i):t—;{l)3
mA, AL ... ... Ay O... ... ... D
0 . P
t"B, "By, ... ... Bo ... ... ... O
0 ver  aws Bg

Moltiplichiamo ora la k—esima riga dei coefficienti 4; per " *+1 ¢

la h—esima riga dei coefficienti B; per " " (k=1,...,m, h =
1,...,n). Allora R{tXo,tX;) viene moltiplicato per ¢, con

p_;_m___-f_«_f(a—l—i--‘-—i-l-!-n-f-n—l-!—---+1= (m;l—l)+(n—é—1)
| —

1l determinante t?R{£ Xy, tX1) vguaglia t2R{Xp, X1), con

g=nt+mt+nt+m—1l4- +1= (nﬁr?;z—i—l) !

giacché il determinante tPR(tXO, tX1) ha la prima colonna moltipli-
cata per "™, la seconda per t*T™~% | 'ultima per t.
Otteniamo allora

R(t}fo, tXl) = tQ—PR(XO: Xl) = tmnR(X{], Xl),

ciog B(Xo, X,1) & omogeneo di grado mn. O

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente
Teorema 1.3. Siano C e D due curve algebriche di P2(K), con
K algebricamente chiuso, di grado n ed m rispettivamente. Al-
Jora se C e D sono prive di componenti comuni, esse si Interseca-
no in al pitt mn punti. Inolire, CN'D # §. '

DIMOSTRAZIONE: Siano F(X) =. 0 e G(X) = 0 equazioni di
C e D, rispettivamente, con gr(F) = n e gr(G) = m. Poi-
ché F' e G non sono identicamente nulli, esiste un punto F del pia-
no che non appartiene alla curva riducibile C + D. Possiamo sup-
porre che Py sia il punto di coordinate {0,0,1) (se cosi non fos-
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se, basta operare sulle due curve con una medesima sostituzione li-
neare omogenea). Sia allora R(Xp, X1) il risultante di F* e G ri-
spetto ad X,. Intanto R(Xp,Xi) non & identicamente nullo, poi-
ché, in caso contrario; F' e G avrebbero in comune un fattore di gra-
do positivo in Xy, e qumdl le due curve avrebbero una componen-
te a comune. Inoltre, poiché Py ¢ C + D, risulta AqBg £ 0, o-
ve A{) & By sono, rispettivamente, i coefﬁmentl di X7 e X7* dei poli-
nomi F e G. Pertanto, per la Proposizione 1.9, R(Xg, X1) € un po-
linomio omogeneo di grado mn, che ammette al pilt mn radici o-
mogenee in K. Siano esse {a;,0;),i=1,..., k< nm.

Per la Proposizione 1.8, R(a;,£;) = 0 & condizione necessa-
ria e sufficiente perché il sistema

{ F(ai)ﬁi:XQ) =0
G(ai:ﬁ‘i:XQ) =0

abbia almeno una soluzione. Poiché F(ay, B, Xa) e Gloy, Bi, Xa)
hanno al piti n, rispettivamente m, zeri in K, segue che C N D
consiste di un numero finito di punti. In particolare si osser-
viche CND #£ .

Allora se Py, Py, ..., P, sono i puntl comuni a C e D e se 7y
¢ la retta congmngente R— con FP;, per ogni ¢ # j, possiamo sup-
porre che Fy non appartenga alla curva riducibile le cui COMPponern-

ti sono C, D e le rette ry; (cid & sempre possibile, operando even-.

tualmente con una sostituzione lineare su C e D). In queste ipo-

tesi, ciascuna delle rette FoP;, 1 = 1,...,h, contiene un solo pun-
to di CND.
Poiché K & algebricamente chiuso,
k
R(Xo, X1) = [ J(au Xy — B Xq)"
i=1

e, per quanto gia osservato, R{o;, ;) = 0 & condizione necessaria

& sufficiente perché il sistema F(ay, f5;, X2) = G(a, £, X2) = 0 ab-

bia almeno una soluzione. Dall’ipotesi fatta su I segue che tale si-
stema ha esaftamente una soluzione. Se infatti vi fossero due so-
luzioni distinte, U = (a;, 0, 22) e U’ = (e, fi, ), allora la ret-
ta UU’ conterrebbe il punto Py, contro le ipotesi.

Allora, poiché gr (R(X,, X)) = mn, CN'D consiste di al pia
mn punti. 1
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La -conclusione di questo teorema pud affinarsi introducen-
do, come si & fatto nel caso di una curva e una retta, il concet-

to di molteplicita d’intersezione.

Definizione 1.11. Siano C: F(X)=0e D : G(X) = 0 due curve
di P2(K). Sia P € CND. Supponiamo che C e D non abbiano com-
‘ponenti comuni, che la retta congiungente n(0,0, 1} e P non con-

tenga nessun altro punto di CND e che P, ¢ C+D. Allo-
ra se -

: k
R(Xo, X1) = [ [(e: X1 — BiXo)™
i=1

e se ey, B; sono le prime due coordinate del punto P, la moltepli-

cite, dintersezione di C e D in P, denotata con Ip(CN D) =

Ip(F;G), & la molteplicita del fattore lineare o Xy — ﬁ@Xg che com-
“pare neHa fattorizzazione di R(XoyXrf—————— - -
Se P ¢ CND, si pone Ip(CND) =0; se P appartiene ad u-

na componente comune a C e D, si pone I p(C nD) =

Definizione perfettamente analoga si da nel caso di due cur-
ve affini. Si suppone che le due curve di equagzioni rispetti-
ve f(X,Y) = 0 e g{X,Y) = 0 non contengano il punto impro-
prio Py(0,0,1) e che la retta congiungente Py con P € CMD non con-
tenga altri punti di C ND. Si calcola quindi R(X). Se

k
R(X)}= aH(X —ay)™

e a; & l'ascissa del punto P, allora Ip(f;g) eguaglia la moltepli-
cita del fattore lineare X — a;.

Vale la pena di sottolineare che, per la determinazione della
molteplicitd d'intersezione, se si calcola R{X, X1) (risp., R(X)) bi-
sogna supporre che il punto Fy{0,0, 1) non appartenga a nessuna del-

le due curve. Ovviamente, se si calcola R{ Xy, X3) (visp., R(Y)) bi- -
sogna supporre che il punto (0,1,0) € € 4 D e che la retta congiun-
gente tale punto con un punto P dell’intersezione non contenga, ol
tre P, aliri punti dell’ intersezione delle due curve.
Con questa definizione di molteplicita d’ intersezione il teore-
ma precedente afferma che le due curve proiettive hanno esatto-
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A

mente mn punti a comune, purché ciascun punto venga conta-
to con la sua molteplicita d’mtersezmne Si ha ciot il seguente Teo-
rema di Bézout.

Teorema 1.4. Siano C e D due curve algebriche di P?(K), con
K algebricamente chiuso, di grado rispettivamente n ed m. Al-
lora, se C e D sono prive di componenti comuni, esse si interseca-
ne in mn punti, purché ciascun punto Venga contato con la sua mol-
teplicita d’intersezione.

Se Ay,..., P, sono i punti di C ND, il teorema afferma che

k
> Ip(CND)=mn.

f==31

Della definizione di molteplicitd d’intersezione ora data van-
no sottolineati due aspetti che ne Hmitano fortemente 'uso.

Primo, bisogna dimostrare che tale definizione & invarian-
te per sostituzioni lineari (si ricordino le ipotesi fatte sul pun-
to Fy). Questa dimostrazgione sard omessa.

Secondo, la determinazione della molteplicita d’ mtelsemone
coinvolge il risultante di due pohnorm strumento ch calcoio DOCO a~
gevole da;maneggiare: T

Cid nonostante, & possibile dedurre, dalla definizione data, alcu-
ne proprietd-di Ip(F; @), che ne permettono quasi sempre la deter-

minazione senza ricorrere al calcolo del risultante. Elenchiamo que- .

ste proprieta, omettendone la dimostrazione.
Proprieta 1. Ip(F;G) = Ip(G; F).
Proprieta 2. Se G = H;:l Gy, allora

8

P(F5G) = In(Bs [ G1) = S 1B ).
i=1

i=]

Proprieta 3. Per ogni A € K[Xo, X1, X2,

IptF, G = Ip(F;G + AF).
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Proprieta 4. Sia P € CND e supponiamo che P sia r—plo per
C ed s—plo per D. Allora Ip(CND) = s e il segno di uguaglian-
zo vale se, e soltanto se, le tangenti principalt di.C in P sono tut-
te distinte da quelle di D in P.

» HEsempio 1.13. Sia dato il sistema

XYy =Y2-X3=0
{g(X,Y)-:YzéXs:O.

I facile calcolare 1 punti comuni alle due curve: si ottengono subi-
to, dato che Y2 = X3 ¥? = X5 implica X? =0, X = +1. Si han-
no i punti

(0,0), (1,1, (1,-1), (1,9), (1, —1).

e cid impedisce di applicare direttamente la definizione di molte-
plicitd d’intersezione, utilizzando R{X). Si potrebbe ricorrere al-
lora a R(Y). Utilizzando perd le proprietd enunciate, la moltepli-
citd d’intersezione nel vari punti si calcola agevolmente.
Applicando successivamente le Proprieta 2 e 3, si trova:

Tooy(f39) = Looy(fs9 — F) = Tpo) (/; X* — X°) =
Loy (i X3 (1 = X)) = Ty (F; X3} + Lo,y (fs 1~ XP) =
3Lo,00(f; X) + Tig (51 — X9,

Ora, Iin,0)(f; X) = 2, dato che il punto (0,0) & doppio per f = 0, con
unica tangente principale ¥ = 0, mentre Ig,0)(f;1— X =0, da-
to che 1 — X2 = 0 non contiene (0,0). In definitiva allo-
ra I,0y(f; 9) = 6.

I punti (1,1),(1,-1),(1,4), (1, —%) sono semplici per entram-
be le curve, che hanno in essi tangenti distinte. Perfanto in es-
si la molteplicith d'intersezione vale 1, tenendo conto della Pro-
prietd 4.

In base al Teorema di Bézout allora Ifg0,1)(f; ) = 5. Caleolia-
mola esplicitamente.

* Passiamo in coordinate omogenee, ottenendo

F(Xo,Xl,'Xg) = XQXQQ - .X% =90
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EON 3 TR

G(Xo, X1, X2) = X3X2 - XV =0.

e

Allora, indicato con 2 il punto (0,0,1),

Ip(FG) = Ip(F G — X2F) = o
Ip(F; XoX3(X§ — XT)) = Ip(F; Xo X3) + Ip(F; X3 — X3) =
Ip(F;Xg) —+ ZIP(F;Xg)-l-
Ip(F; Xo — Xa) + Ip(Fy Xo + X1) .

Ora, Ip(F; Xo) = 3, dato che Xy = 0 & la tangente in P, che ha mol-
teplicita d’intersesione 3; Ip(F; X5) = 0, dato che X5 = 0 non con-
tiene P; Ip(F; Xo — Xy) = Ip(F; Xy + X;) = 1, essendo il pun-
to P semplice per F' = 0, con tangente la reita Xy = 0. In conclu-
sione, Ip(F;G) = 5. . «

1.6. Formule di Pliicker

Sia C una curva algebrica proiettiva di grado n > 2 aven-
te equazione F(X) = 0, ove X denota la terna delle indetermi-
nate (Xg, X1, Xq). Se Pf{ag,a1,02) & un punto del piano, si de-
finisce prima polare di C rispetto a P la curva algebrica di gra-
do n — 1 di equazione

ag FQ(X) +a Fl(X) + Gg FQ(X) = 0,

ove, come al solito, F(X) denota la derivata parziale del polino-
mio omogeneo F rispetto alla indeterminata X;, i=0,1,2. Que-
sta curva sara denotata con ApC.

Quando P & uno dei punti (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), la prima po-
lare ha, rispettivamente, equazione

FO(X):O> Fl(X)IO, F2(X)=O

Vogliamo ora studiare le intersezioni di C con le sue prime po-
lari. A tal proposito supporremo che il campo sia algebricamen-
te chiuso e che C sia irriducibile.

Osserviamo preliminarmente che 4 € ¢ & un punto singo-
lare se, e soltanto se, A € ApC, per ogni punto P: infat-
ti A & singolare se, e soltanto se, F;{A) = 0, ciod se, e soltan-
to se, A € ApC.




