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Esercizio 1. Dimostrare che Γ(1/2) =
√
π e che

Γ(n+
1

2
) =

√
π

n−1∏
k=0

(k +
1

2
) , n ∈ N∗ .

Esercizio 2. Dimostrare che Γ(s) è limitata in ogni striscia

{s ∈ C : σ0 ≤ Re(s) ≤ σ1}.

La proprietà di limitatezza appena enunciata (di facile dimostrazione) insieme
all’equazione funzionale Γ(s+ 1) = sΓ(s), s ∈ C \ (−N) determinano la funzione Γ
a meno di una costante. Vale infatti il seguente risultato:
Teorema (Wielandt, 1939) Sia E un dominio contenente la striscia {s ∈ C : 1 ≤
Re(s) ≤ 2}; sia f una funzione olomorfa soddisfacente le seguenti proprietà:

(i) f è limitata nella striscia {s ∈ C : 1 ≤ Re(s) ≤ 2}
(ii) f(s+ 1) = sf(s) se s ∈ E, s+ 1 ∈ E.

Allora f(s) = f(1)Γ(s) ∀s ∈ E \ (−N).

Esercizio 3. Assumendo il teorema di Wielandt dimostrare la formula di dupli-
cazione di Legendre:

Γ(
s

2
)Γ(
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2
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√
π

2s−1
Γ(s) .

Esercizio 4. Dimostrare che per Res > 0 si ha che

Γ(s) =

∞∑
n=0

(−1)

n!(n+ s)
+

∫ ∞

1

e−tts−1dt

Riottenere da questa scrittura l’estensione meromorfa di Γ con poli in {−n, n ∈ N}
e residui corrispondenti uguali a (−1)n/n (Suggerimento per la seconda parte: per

R > 0 fissato spezzare la somma in
∑N

n +
∑∞

N+1 con N > 2R.)

Esercizio 5. I numeri di Bernoulli {Bk} sono definiti tramite i coefficienti della
serie di potenze della funzione f(z) := z/(ez − 1) 1: più precisamente,

z

ez − 1
=

∞∑
k=0

Bk

k!
zk .

(i) Dimostrare che B0 = 1, B1 = −1/2 e che B2k+1 = 0 per k ≥ 1.
Suggerimento: la funzione f(z) + z/2 è pari.
(ii) Dimostrare che

πz cot(πz) =
∑
k∈2N

(2πi)k

k!
Bkz

k

1è immediato che la singolarità in z = 0 è eliminabile
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Suggerimento: utilizzare la definizione di cot z in termini dell’esponenziale.
(iii) Dimostrare che

ζ(k) = − (2πi)k

2k!
Bk , k ≥ 2, k pari.

Suggerimento: utilizzare lo sviluppo della cotangente in frazioni semplici visto a
lezione.


