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Esercizio 1. Siano f(z) =
∑∞

n=0 anz
n e g(z) =

∑∞
n=0 bnz

n due serie di potenze,
con raggi di convergenza Rf ≥ r e Rg ≥ r. Consideriamo

∞∑
n=0

(an + bn)zn e

∞∑
n=0

cnz
n con cn :=

n∑
k=0

akbn−k .

Dimostrare che il raggio di convergenza di queste due serie è ≥ r e che per |z| < r
si ha

∞∑
n=0

(an + bn)zn = f(z) + g(z) ,

∞∑
n=0

cnz
n = f(z)g(z) .

Per gli esercizi che seguono definiamo:

sin z =
eiz − e−iz

2i
, cos z =

eiz + e−iz

2

sinh z =
ez − e−z

2
, cosh z =

ez + e−z

2

Esercizio 2. Verificare utilizzando la definizione che

cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2 , sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2

cos2 z =
1 + cos(2z)

2
, sin2 z =

1− cos(2z)

2
.

Verificare anche che 1 = cos2 z + sin2 z e che cos(iy) = cosh y e sin(iy) = i sinh(y).

Esercizio 3. Verificare che per z = x+ iy si ha

sin z = sinx cosh y + i cosx sinh y , | sin z|2 = sin2 x+ sinh2 y .

Dimostrare le analoghe formule per cos z:

cos z = cosx cosh y − i sinx sinh y , | cos z|2 = cos2 x+ sinh2 y

Suggerimento: utilizzare l’esercizio precedente: sin(z) = sin(x+ iy) = . . .
Vero o falso: le funzioni sin z e cos z sono limitate.

Esercizio 4. Verificare che sin z = 0 se e solo se z = kπ, k ∈ Z.
Verificare che cos z = 0 se e solo se z = π/2 + kπ, k ∈ Z.

Esercizio 5. (i) Sia E = {z = x + iy, x ∈ [−1, 1], y ∈ [0, π]}. Sia f(z) = ez.
Determinare l’immagine dei segmenti verticali x = x0, y ∈ [0, π]. Determinare
l’immagine di E tramite f . Fate dei disegni.
(ii) Sia E = {z = x + iy : x ∈ [−π/2, π/2], y ≥ 0}. Sia f(z) = sin z. Descrivere le
immagini tramite f dei segmenti orizzontali y = y0 ≥ 0, x ∈ [−π/2, π/2]. Descri-
vere l’immagine di E tramite f . Fate dei disegni.
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