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Settimo compito a casa (del 14/4/2023)

Definizione. Sia f : R — R, f Riemann-integrabile su ogni intervallo limitato;
definiamo il valore principale di f come

“+o0 +R
VP / f(z)dz := lim / f(z)dx
R—+o00

—o0 —-R
se tale limite esiste.
Osserviamo che una funzione dispari ha sempre valore principale uguale a zero;
quindi una funzione puo avere valore principale finito ma non essere integrabile in
senso improprio. ! Ad esempio la funzione uguale ad 1 per > 0 ed uguale a —1
per z < 0 ha valore principale finito ed uguale a zero, ma non ¢ integrabile in senso
improprio.
Analogamente se xo & un punto singolare per f, f : [a,b] \ {zo} — R, definiamo
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VP / f(z)dx = liH(l) / f(z)dx + / f(z)dz
e—
a a xo+e€
Possiamo ovviamente anche definire il valore principale di f definita in R\ {z¢}.

E anche chiaro che se f € integrabile in senso improprio allora il valore principale
¢ finito ed uguale all’integrale improprio.

Esercizio 1. Dimostrate il
Lemma di Jordan. Vale la stima
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e la funzione sin # & concava in [0,7/2]: sin(g) > 26

Suggerimento:

Esercizio 2. Calcolare
+oo 1
VP/I27+1cos(asc)dnc7 a>0

Suggerimento: osserviamo preliminarmente che il nostro integrando & la parte reale
di
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lf © R = R & integrabile in senso improprio se esistono i limiti lim J f(z)dz e
R—+o0 0
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lim [ f(z)dz ed in tal caso si pone [ f(z)dz uguale alla somma di questi due limiti
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Consideriamo allora f(z) = 221+16mz e Yr =1 + 72 con

n(t)=t te[-R,R e y= C’E(O).

Integrate f(z) su g e applicate il teorema dei residui; mandate poi R a 400

Esercizio 3. Dimostrate il seguente risultato: Sia a > 0 e sia Ry > 0. Sia f una
funzione che é continua in |z| > Ro. Sia M(R) il massimo di |f| su Cr(0)*", la
semicirconferenza del semipiano superiore,

Cr(0)* :={Re” 6 c[0,7]}, R> Ry.
Se limp— 400 M(R) = 0 allora

lim 2)e'%dz = 0
R—+00 C$ (0) f( )
Suggerimento: segue facilmente dall’esercizio 1.

Esercizio 4. Utilizzate i risultati precedenti per dimostrare il seguente risultato:
sia a > 0 ed f una funzione reale che ammette un prolungamento analitico al
semipiano superiore, tranne un numero finito di poli {z1,...,zx} tutti contenuti
nel semicerchio di raggio Ry e con parte immaginaria positiva. Se f soddisfa le
ipotesi dell’esercizio precedente allora
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VP /_Oo f(x)e"**dx = 27rij§::lRes[f(z)emz,zj]

Esercizio 5. Dimostrate il teorema dei residui frazionario:
. . 2 . . o ) . .
Sia zo un polo semplice = di f(z) e sia v& Uarco di circonferenza

Y (t) = 20 +ee’ t € 0,0 + o

con 0 fissato. Allora risulta

lim /a f(z)dz = aiRes[f(2), z0] -

e—0
Suggerimento: scrivete lo sviluppo di Laurent di f intorno a zg.....

Esercizio 6. Utilizzando f(z) = ¢%*/z ed il teorema di Cauchy dimostrate che
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Suggerimento: considerate la curva y(R,€) = v1 + v2 +¥3 + 74, con 1 il segmento
reale da —R a —¢, 72 = —CF (quindi orientazione oraria), v il segmento reale da
ea Revy(t) = Re' t €]0,n]. Fate una figura.

Dovrete prendere il limite per € | 0 e per R — +00....

Esercizio 7. Sfruttando il teorema dei residui verificare che
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