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Ottavo compito a casa (del 21/4/2023)

Esercizio 1. Sia f una funzione olomorfa in B/ (0) (quindi 0 & una singolarita
isolata di f) e supponiamo che f sia iniettiva. Dimostrare che 0 non puo essere una
singolarita essenziale.

Suggerimento: procedere per assurdo ed utilizzare Casorati-Weierstrass.

Esercizio 2. Stabilire I'uguaglianza
o g2 T
Y dr = —
/m 1+ 2

Suggerimento: utilizzare I'usuale yg = 71 + C;F(O), con 7 il segmento reale da —R
a R, ed il teorema dei residui.

Esercizio 3. Sia a € (0,1). Stabilire 'uguaglianza

et ™
VP dr =
/Oo Tter ™ sin(wa)

Suggerimento 1: sia R € R; utilizzate il rettangolo di vertici —R, R, R + 2mi,
—R + 2mi.

Suggerimento 2: la derivata di e*, e cioe il limite del rapporto incrementale, vale
—1in 7.

Esercizio 4. Verificare che per a € B{(0) si ha

/2” 1 g 27

o 1—2acosf + a? 1—a?’

Suggerimento: procedete come nell’Esempio 12.4 delle Note; il polinomio di secondo
grado che otterrete in maniera naturale da quei passaggi ha radici a e 1/a.....

Esercizio 5. Utilizzando il teorema di Rouché verificare che il polinomio P(z) =
22 +222+52+1

e ha un solo zero in By (0)

e ha tutti gli zeri in B4(0).

Esercizio 6. Considerate il Teorema di Rouché nella forma che trovate nelle Note,
Teorema 13.8.

Dimostrate direttamente questo risultato ragionando come segue: considerate ¢ €
[0,1] € () := 9 + t¢; quindi ®(0) = ¢p e B(1) = ¢ + ¢. Sia Z(t) il numero di zeri,
con molteplicita, di ®(¢) in Br(0).

Dovete dimostrare che questo numero & costante in ¢. Dimostrate che basta stabilire
la continuita in ¢ e poi dimostrate tale continuita...



