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Premessa

In questa sezione introduttiva cerchiamo di illustrare i prerequisiti (alcuni di essi saranno
ridiscussi durante lo svolgimento del programma) necessari per seguire il presente corso
di Istituzioni di Fisica Matematica. Premettiamo che tale corso si colloca nell’ambito di
un cammino che parte dallo studio della Meccanica Razionale (studio di sistemi meccanici
a un numero finito di gradi di libertd), prosegue con lo studio di sistemi a un numero
infinito di gradi di liberta (campi) come si incontrano nello studio dell’elettromagnetismo,
continui, fluidi e gas ed altro. Lo scopo é di rendere lo studente familiare con tecniche
matematiche necessarie a risolvere problemi che nascono dalla Fisica e, pii in generale,
dalle applicazioni.

Lo studente avra realizzato che un primo importante passaggio dalla Meccanica alla
Fisica Matematica é consistito nel cambio di metodologia nello studio dei fenomeni evolu-
tivi. In Meccanica essi erano descritti da Equazioni Differenziali Ordinarie (EDO), mentre
in Fisica Matematica i fenomeni evolutivi pii frequenti (esempio equazioni delle onde e
calore) sono naturalmente descritti da Equazioni alle Derivate Parziali (EDP).

Nel presente corso si intende proseguire il cammino iniziato con lo sudio della Fisica
Matematica, affrontando problemi pit generali e complessi che richiedono familiarita con
tecniche matematiche piu sofisticate. L’obiettivo é quello di fornire conoscenze e metodolo-
gie valide oltre la soluzione di problemi motivati dalla Fisica, ma ben presenti in altri settori
della Matematica.

Quali sono i prerequisiti necessari alla comprensione di queste note?

Certamente lo studente dovra conoscere le prime nozioni della teoria delle funzioni
armoniche. Riassumo brevemente, per comodita dello studente i punti salienti della teoria
delle funzioni armoniche.

Sia D C R™, con n = 2,3 un aperto con frontiera regolare. Una funzione u € C?(D) si

dice armonica in D se accade che:

Au(z) = Z@fu(m) =0, xeD
i=1

(dove 0? = 8‘9—;).
(Si richiami la forma dell’operatore di Laplace in coordinate sferiche e polari).
La funzione di Green (libera) é definita da:
1

Glz) = —loI = eRY{0}

G(z) = ~5- log |z r € R?/{0}



in dimensione 3 e 2 rispettivamente.
GG ¢é armonica nel suo dominio di definizione.
Vale l'identita
AG(z) = —6(x)

nel senso delle distribuzione. (Dimostrare Iasserto).

La conoscenza della G ci permette di risolvere I'equazione di Poisson (Au = —p) nello
spazio (o nel piano). (Precisare e dimostrare questa affermazione).

Le funzioni armoniche godono di notevoli proprieta alcune delle quali sono descritte
dalle affermazioni seguenti.

Sia u = u(z) sia armonica in D, continua in D assieme a Vu. Denoteremo con 9D la
frontiera di D, con n la sua normale esterna, con o(dy) 'elemento di superficie in 9D e
con 0, = g—z la derivata normale.

Allora:

1) Se u(y) = 0 per ogni y € 9D allora u = 0 in D. Se d,u(y) = 0 per ogni y € 0D
allora u = cost in D.

2)

/ Opuo(dy) =0
oD

3) (Rappresentazione integrale delle funzioni armoniche)

Vale la seguente formula:

uw) = [ Glpduloldy) - [ u(w)o,Glev)oldy)

oD oD

Si osservi che, sulla base del punto 3, una funzione armonica in D, é nota quando é
noto il suo valore al bordo e il valore della sua derivata normale.
4) (Teorema della media) Posto B(z, R) = {y||x — y| < R}, sia B(z, R) C D. Allora:

1
W)= o |, vl

5) (IT Teorema della media)

3
= d
U(ZL‘) 4T R3 /B(x,R) U(y) Y

6) (Principio di massimo)

Se u é non costante, il massimo e minimo valore di u sono assunti sul bordo.



7) (Inversione del Teorema della media)
Sia u € C*(D) che soddisfa alla proprieta del punto 5 per ogni z e R tale che B(x, R) C

D. Allora u é armonica.

Una importante equazione in Fisica e nelle applicazioni é I’equazione di Laplace in D:
Au=0

con condizioni al bordo u = f oppure d,u = f dove f € C(9D) (condizioni di Dirichlet o
Neumann rispettivamente).
Questi problemi si risolvono esattamente in dimensione uno o in domini con particolari

simmetrie, ad esempio il cerchio. Lo studente é invitato a ricordare tali soluzioni esatte.

C’e un’interessante connessione tra la teoria delle funzioni analitiche di una variabile
complessa e le funzioni armoniche in R?, non necessariamente nota allo studente che non
abbia conoscenze di variabile complessa. Questo é ammesso nei piani di studio, ma lo

studente deve essere conscio che tale lacuna é grave.

Per quanto rigarda i fenomeni evolutivi, si supporra che lo studente sia familiare con la
soluzione di problemi relativi all’evoluzione delle onde e del calore, per mezzo dell’analisi
di Fourier (serie e trasformata di Fourier, assieme a cenni di Teoria delle Distribuzioni,
sono argomenti assunti come noti).

Da un punto di vista pratico, come esercizio di autovalutazione, lo studente dovra essere
(facilmente) in grado di risolvere i seguenti problemi.

Risolvere ’equazione delle onde e del calore in (0,1):

rispettivamente, con condizioni iniziali assegnate, e dati al bordo:
u(0,t) = u(l,t) =0

oppure
u(0,t) =u(1,t) =0

oppure
uw(0,t) =0, '(1,t)=0.



Per migliorare la sua preparazione, lo studente dovra aggiungere nuovi elementi ai

problemi indicati, per esempio per mezzo dell’aggiunta di termini forzanti e/o viscosi, es.

’L.L:U//—Bu‘l—f,

oppure complicare le condizioni al contorno:
uw(0,t) =1 wu(l,t)=0

oppure
uw(0,t) =1 u'(1,t) =0.

Il presente corso dovra affrontare casi multidimensionali in cui la tecnica dalla serie di
Fourier non pué essere applicata, ma é assolutamente necessario che lo studente sia del
tutto familiare con i problemi unidimensionali descritti sopra.

Un’ ultima osservazione. Cosa serve sapere dagli altri corsi?

Si assumeranno note (oltre a nozioni elementari di Topoplogia) i primi rudimenti di
Analisi Funzionale e Analisi Reale. In particolare gli spazi di Hilbert (separabili).

Per dirimere un equivoco é opportuno precisare che la conoscenza degli spazi di Hilbert
non si esaurisce con 'acquisizione della loro esistenza. Ad esempio sapere che L*(0,1) é un
caso particolare degli spazi LP(0,1) con p # 2 non serve a nulla. Lo studente deve essere
consapevole delle notevoli proprietd ulteriori che lo spazio L? possiede rispetto agli altri
L?. Meditare su questa affermazione come esercizio di autovalutazione.

Nella prossima sezione illustreré meglio gli scopi del corso.

Introduzione

In questo breve sezione introduttiva cercheremo di illustrare, in poche parole, lo spirito
del corso di Istituzioni di Fisica Matematica. Lo studente ha gia affrontato, nel corso di
Fisica Matematica, lo studio di qualche equazione alle derivate parziali di interesse per le
applicazioni. Ad esempio ’equazione del calore in (0, 1).

11 problema si formula nel modo seguente. Vogliamo trovare una funzione u = u(x,t)
con x € (0,1), t > 0, tale che

Owu(z;t) = Au(x;t)

ove

Au = 02 u.



E’ ben noto che per ragioni di carattere sia matematico che fisico, occorre specificare,

per la soluzione, le condizioni al contorno, che per semplicita assumeremo nulle:
u(0,t) =u(l,t) =0; per t>0,

e le condizioni iniziali
u(z,0) = ug(x)

ove ug é una funzione assegnata (la cui regolarita al momento non discutiamo).

Sappiamo che tale problema ammette una soluzione unica e che tale soluzione si puo
determinare in maniera abbastanza esplicita per mezzo della serie di Fourier.

Questo problema ha delle strette analogie con un’altro problema pit semplice che é il
seguente.

Sia A una matrice (n x n), a coefficienti A; ; reali. Supporremo che A sia simmetrica:

A=A

0] VEN

Supponiamo ora di voler studiare il problema di evoluzione in R"
T = Ax.
Se x € il dato iniziale del problema, allora

z(t) = ey,

dove e

* 6 un’ opportuna matrice che puo essere costruita in vari modi. Se A fosse diagonale
sulla base {e;},i = 1...n, allora potremmo espandere la soluzione del problema in esame

nella forma: .
2(t) = wilt)e;.
i=1

Lo studente osservi che z;(t) sono le componenti del vettore z(t) e quindi numeri reali,

mentre z(t) e e; sono vettori in R™. Allora
n
i=1

n

=1

Siamo dunque ricondotti al facile problema



la cui soluzione é
.I‘l(t) = GAit([Eo)i.
In particolare la matrice e! é diagonale sulla base {e;} ed ha la forma

eAteZ- = e’\itei.

Per un teorema che lo studente gia conosce, ogni matrice simmetrica e diagonale in
un’opportuna base. Dunque il problema e facilmente risolto attraverso la procedura alge-
brica di diagonalizzazione di una matrice.

Con la stessa tecnica lo studente puo cercare di risolvere altri problemi quali
T = Az,

oppure i problemi stazionari Ar = 0 e Ax = y con y € R" assegnato, ben noti al lettore
dal corso di algebra lineare.
Torniamo ora al problema originario dell’equazione del calore. Sappiamo che 1’'operatore

di di Laplace ¢ diagonale su un’opportuna base di L%([0, 1]):
Aei = )\zez
dove
er = sinkmx, k=1,2...

e \y = —(mk)2.
Espandiamo allora ogni funzione u € L?([0, 1]) e, in particolare, la soluzione del nostro

problema, nella forma

u(t) = Zui(t)ei.

Allora .
Ouu(t) =Y i(t)e;,
=1
Au(t) =3 ui(t)es,
=1
e dunque:

(stiamo usando l'unicitd della serie di Fourier). Pertanto la soluzione del problema ha la

n
u(t) = Z eritee;.
i=1
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dove le costanti ¢; devono essere calcolate in termini del dato iniziale:

n

Uy = E C;€;.

i=1

Con la stessa tecnica possiamo risolvere il problema della corda vibrante,
O2u(w;t) = Au(x;t)
con condizioni al bordo nulle e dati iniziali:
u(z,0) = ug(x); Oru(z,0) = vo(z).

oppure con condizioni al contorno diverse.

Questo modo di procedere sembra legato al fatto che stiamo considerando problemi in
dimensione uno, oppure problemi in dimensione maggiore con proprietd di simmetria che
vengono meno in generale.

In questo corso vogliamo invece mostrare come le idee guida dell’approccio appena
descritto possano estendersi a problemi multidimensionali per domini regolari, ma arbitrari.
Per fissare le idee, concentriamoci ancora sul problema relativo all’equazione del calore in
un dominio regolare D C R". E’ evidente che possiamo sperare di applicare la stessa classe
di idee che abbiamo fino adesso illustrato, se siamo capaci di risolvere il problema agli

autovalori relativo all’operatore di Laplace A:

Ae A€

J — NjCy

dove {e;} é una base in L*(D). Per risolvere questo problema siamo per¢ portati a discutere
la teoria degli operatori lineari su spazi di Hilbert, cosa che faremo in Cap.2. Tale teoria
culminera con il teorema di decomposizione degli operatori compatti.

Si noti, incidentalmente, che tale teoria é utile anche come struttura matematica per
la Meccanica Quantistica ed ha molte altre applicazioni in Matematica e in Fisica.

Un altro argomento di interesse, che é cruciale per la soluzione dell’equazione di Laplace
con condizioni di Dirichlet al bordo sviluppata in Cap.3, é la teoria di Fredholm per le
equazioni integrali, che sara introdotta nel Cap. 1 e poi proseguita nel Cap. 2 nella sua

formulazione pii generale.

Riferimanti bibliografici degli argomenti svolti

Per le equazioni integrali



1- A.V. Bitsadze: Equations of Mathematical Physics, Ed. MIR (1980)

2-A.V. Bitsadze: Partial Differential Equations

3-M. Krasnov, A. Kiselev, G. Makarenko: Problems and exercises in Integral Equations,
ed. MIR (1971)

Per la teoria degli operatori su spazi di Hilbert:

4- A. Kolmogorov, S. Fomine: Elements de la Theorie des Functions et de 1’Analyse
Functionelle, Ed. Mir (1974)

5- M. Reed, B. Simon: Methods of modern Mathematical Physics Vol.1, Academic
Press (1970)

Per le equazioni lineari su spazi di Hilbert (ed altro)

6-Mikhailov: Equazioni differenziali alle derivate parziali, Ed MIR

Le equazioni alle derivate parziali piu’ comuni sono trattate (oltre che in 1,2,6) anche
in

7-G. B. Folland: Introduction to Partial Differential Equations

8- S. Salsa Equazioni alle derivate parziali: metodi, modelli e applicazioni.

Altre monografie di interesse sono

9- G. Evans: Partial differential equations

10- Vladimirov: Equazioni differenziali della fisica matematica, Ed. MIR

11- Brezis: Analisi Funzionale, Ed. Liguori



1. Equazioni Integrali in R!

1. Equazioni di Fredholm e Volterra in R!

La formalizzazione matematica di molti problemi della fisica e delle scienze applicate si

riduce allo studio di equazioni integrali lineari. Esse sono relazioni del tipo:

ﬂw—xljamwﬂw@=9@> 1)

dove D C R™ é un dominio assegnato, K : Dx D — Re g : D — R sono funzioni assegnate
(le ipotesi di regolaritd su questi dati le faremo quando affronteremo rigorosamente il
problema) e f : D — R ¢é la funzione incognita che vorremmo determinare. Infine A\ é un
parametro reale anch’esso assegnato. K si dice nucleo dell’equazione integrale.

In questo Capitolo cominceremo a studiare questo problema nel pit semplice caso uni-
dimensionale, quando il dominio D si riduce ad un intervallo finito. Pertanto il nostro

problema si scrive: .
F@) = [ Ky = g0 )

Supporremo g : [a,b] = R e K : [a,b] X [a,b] — R funzioni continue assegnate. Senza
scapito di generalitd assumeremo a < b.
L’equazione (2) si dice equazione integrale di Fredholm (di secondo tipo).

In letteratura per equazione di Fredholm si intende:

mmﬂ@—x/fammﬂm@:g@> 3)

dove a é una funzione nota. Tali equazioni si dicono di primo, di secondo o di terzo tipo
a seconda che « sia uguale a zero, a uno o sia una generica funzione. Noi non useremo
questa terminologia, ma chiameremo semplicemente equazione di Fredholm ’equazione (2)
perché sard l'unica che studieremo in dettaglio.

Nel caso che I’eq. (2) abbia un nucleo K che gode della proprietd K(z,y) = 0 se x < y,

I’equazione si riscrive nella forma:

ﬂ@—A/Wmeﬁ@Myzmw (4)

Equazioni di questo tipo si chiamano di Volterra e, per quanto detto, sono casi parti-
colari di equazioni di Fredholm. I nomi Fredholm e Volterra provengono dai matematici

che hanno studiato questi tipi di equazioni integrali.
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L’equazione (2) ha una soluzione formale, esprimibile per serie, che andiamo a costru-
ire. Il procedimento si basa su una successione di approssimanti dello stesso tipo di quelli
incontrati nella costruzione delle soluzioni del problema di Cauchy per le equazioni differen-
ziali ordinarie del primo ordine. Infatti si definisce una successione di funzioni { f,, }n—o1..

attraverso le formule di ricorrenza:
b
fo@) = 9(e) 4+ [ KGg)fualo)dy iz
fo=yg (5)

da cui, iterando, possiamo esprimere f, nella forma:

fulz) =) A bdl bdg... bd K(z,y)K(y1,v2) ... K(yr—1, y)9(yr)  (6)
g/ay/ay/ayk Yy Y,y Yk—1,Yk)g\y

Ci aspettiamo che, se la serie indotta dal membro di destra della (6) é convergente, il
limite di questa serie é una soluzione dell’equazione integrale. Ci6 é quanto espresso dal
teorema seguente che fornisce anche delle condizioni sufficienti alla convergenza della serie.

In ipotesi di continuita per g e K possiamo introdurre le quantita:

b
My = max |g(x)], M, = max/ dy|K (z,y)| (7)
z€a,b] z€la,b] J,
Teorema 1.1 Supponiamo che
1
Al < — 8
N <57 (s)

allora la serie di funzioni

ZA’“/ dyl---/ dyp K (2,y1) - K (yk-1,Yr) 9 (yn) (9)

¢ uniformemente e assolutamente convergente in |a,b]. Come consequenza la successione
{fn} € una succesione di Cauchy. Denotando con f =1lim, . f,, [ risulta essere il limite
della serie (9) e l'unica soluzione dell’equazione (2).

Dim La prova é molto semplice. La serie (9) é maggiorata dalla serie numerica
My 37 N ) (10)
k=0

che é geometricamente convergente nelle ipotesi (8). Sia f il limite della serie (9), allora f
é il limite (uniforme) delle {f,}. In particolare f é continua e soddisfa alla (2), (possiamo

passare al limite dentro il segno di integrale).
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L’unicita segue dal solito argomento. Supponiamo che f; e fo siano due soluzioni

continue, posto d(z) = fi(z) — fa(z), si ha:

@)= [ Ky (1)
Dalla (11) se d = SUD,e(a |d(2)], s ha
d < |\NMd (12)
che implica d = 0 perche |A\[M; <1. W

Si noti che 'equazione omogenea associata all’equazione (2), cioé:

b
fla) =2 [ Kw.r)y =0 (13)
non ha soluzione non banale (f # 0) nelle ipotesi di piccolezza (8).

Nel caso dell’equazione di Volterra, la soluzione formale per serie che si ottiene iterando

lo schema approssimante:
fulw) =gla) 4 [ Ko furidy 021
Jo=y (14)
é convergente per qualunque valore di \. Infatti, posto

M, = max |K(z,y)| (15)
(z.9)€la,b]?

la serie
S8 . x Y1 Yk—1
> A / dyl/ dyg---/ dye K (@, y1) K (y1,92) - - - K(yo-1,yx)9(ye)  (16)
k‘ZO a a a

¢é controllata dalle serie a termini positivi:

k=0 ’

che é convergente per qualunque valore di A. Per ottenere la (17) abbiamo applicato la

z Y1 Yk—1 T —a)*
/ dyl/ dy2---/ dyk:% (18)

12
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che pué essere facilmente provata per induzione. La convergenza della serie (16) rende
ovvia la prova del Teorema seguente.

Teorema 1.2 La serie di funzioni

i z Yk—1
S [ [T ) K mg() (19)
k=0 a a

¢ uniformemente e assolutamente convergente in |a,b] a un limite f. La successione { f,}

¢ una succesione di Cauchy convergente a f che € l'unica soluzione dell’equazione (4).

Lasciamo al lettore la semplice prova di unicité.

2. Teoremi di alternativa

Come abbiamo visto nel precedente paragrafo, mentre ’equazione di Volterra é sempre
risolubile (rimane naturalmente I'importante problema di risolvere esplicitamente o almeno
di studiare procedure di approssimazione della soluzioni), ’equazione di Fredholm é, per
ora, risolubile solo sotto opportune ipotesi di piccolezza. Vedremo in questo paragrafo che
tali ipotesi possono essere rimosse, almeno sotto certe ipotesi sulla struttura del nucleo K.

Assumeremo che K abbia una particolare forma:

K(z,y) = ZPk(I)Qk(y) (20)

In questo caso si dice che K é un nucleo separabile.

L’equazione (2) diventa:

o anche:

dove:
e — / 0 (0) f (w)dy (23)

sono dei numeri incogniti. Possiamo ora cercare di determinare i numeri c;, k = 1...n che,

in virtd della (22), forniranno la soluzione del problema.
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Integrando la (22) dopo aver moltiplicato ambo i membri per g, si ottiene ’equazione

lineare:

Cs — A Z As,kck = G87 (24)
k=1

dove abbiamo posto:

Ay — / G@pe(@)dz, G, = / 4a()g(z)dz. (25)

Introducendo la matrice n xn: A = Ay, eivettoriin R": C' = ¢; e G = Gy, 'equazione

lineare (24) si scrive, in forma pid compatta, nel modo seguente:
(1-)XA)C =G. (26)

Dunque il problema si riduce a invertire la matrice (1 — MA). Dall’algebra lineare
sappiamo che tale matrice é invertibile se e solo se det(1—AA) # 0. D’altra parte I'equazione
(in A):

det(1—AA)=0 (27)

ha n soluzioni (detti autovalori) in campo complesso (eventualmente coincidenti) A; ... Ay
che soddisfano la (27) e dunque, se A non é un autovalore, (1 — AA)~! esiste, i valori
¢1...¢, possono (almeno in linea di principio) essere trovati e 'equazione (21) ammette
una soluzione che risulta essere unica come conseguenza dell’unicita del vettore C'.

Se invece A é un autovalore, allora esistono soluzioni dell’equazione omogenea:
(1-XA)C =0. (28)

In questo caso é risolubile I'equazione di Fredholm omogenea associata:

n b
Fl@) =AY o) [ o))y =0 (29)
k=1 a

e le soluzioni costituiscono una varietd lineare n dimensionale. L’alternativa tra la risol-
ubilitda di un’equazione di Fredholm e quella dell’omogenea associata, che abbiamo per il
momento visto solo nel caso di nuclei separabili, é la chiave della teoria delle equazioni di
Fredholm che sara sviluppata in tutta la sua generalita, alla luce della teoria degli operatori
compatti su spazi di Hilbert, nel prossimo capitolo. Per il momento possiamo enunciare il
seguente:

Teorema 2.1 Si consideri 'equazione (2) con K separabile, della forma (21), con

{p}al, e {qu}il, funzioni continue in [a,b]. Allora vale la sequente alternativa:
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1) lequazione omogenea ha soluzioni non nulle ¢(x)

A/Jﬁ%wdw=¢@) (30)

e l’equazione non omogenea non € risolubile per ogni g,
oppure

2) lequazione non omogenea € risolubile per ogni g.

Commento L’equazione agli autovalori (27) ha al pitd n valori di A per cui pué essere
risolta in maniera non banale. Quindi, in qualche senso, i valori di A per cui la non

omogenea ¢é risolubile per ogni g sono molti di pit.

Il Teorema 2.1 non risolve completamente il problema. Infatti, pur essendo A un au-
tovalore dell’equazione omogenea, pud anche darsi che la non omogenea sia risolubile per
qualche g che é opportuno caratterizzare. A questo problema riponde il Teorema seguente.

Prima di enunciarlo peré abbiamo bisogno di un’altra definizione. L’equazione:

ﬂ@—A/i«%mﬂw—gm> (31)

viene detta equazione aggiunta alla (2) e, procedendo come sopra, si ottiene ’equazione

lineare:

(1 - \AHC =G,

dove A! denota la matrice trasposta.

Teorema 2.2 Nel caso in cui l’equazione omogenea (30) abbia k soluzioni non nulle,
linearmente indipendenti {¢; ... ¢r}, allora anche l'equazione omogenea aggiunta ha k
soluzioni non nulle indipendenti {1y ...y }. Perché l’equazione non omogenea abbia soluzione,

occorre e basta che g sia ortogonale (nel senso Lo([a,b])) a ogni iy, i =1...k:

[ @it =0 (32)

Dim Poiché la dimensione del nucleo della matrice (I — AA) é uguale alla dimensione

del nucleo della matrice (I — AA") (vedi Appendice), se 'equazione

E—XAE =0 (33)
ha k soluzioni indipendenti {E* ... E*}, anche I'equazione

D — AA'D =0 (34)
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ha k soluzioni indipendenti {D'... D¥}.
Inoltre, ponendo f; qx¢; = E}, risulta che E’ é un autovettore della (33) e valgono le
uguaglianze:

¢i(x) =AY pr(z)EL =0
vi(@) =AY ax(w) Dy = 0.

Tornando ora all’equazione:

(I-AA)C =G (35)

usando il fatto che il codominio di (I — AA) é ortogonale al nucleo di (I — AA") e la somma
di questi due sottospazi esaurisce R", (vedi Appendice), si ottiene che la (35) é risolubile
se il vettore G é ortogonale ai vettori {D’}

In questo caso dall’identitd . , Gin = 0, segue:

> Gl = / dx / dyK ()9 ()b () = A / dzg(z)d; (z) (36)

e dunque il teorema é dimostrato. W

I teoremi 2.1 e 2.2 possono essere generalizzati a nuclei K (z,y) continui in [a, b]?. Infatti

per ogni € > (0 posso trovare N sufficientemente grande per cui:
K(z,y) = Ki(z,y) + K(z,y) (37)
dove K, é un nucleo separabile e K, é un resto piccolo:
|Ko(z,y)| <¢

Ci6 é conseguenza del teorema di Weierstrass di approssimazione di funzioni continue in

un compatto. L’equazione (2) diventa:

f(z) = A / Ko(2,9) f(y)dy — A / K.(2,9)f(y)dy = g(z) (35)

D’altra parte il Teorema 1.1 ci garantisce la risolubilita per serie dell’equazione:

b
Fz) - A / K.(z.y)F(y)dy = G(x) (39)

se ¢ ¢ scelto sufficientemente piccolo in rapporto a A\. Se S, é 'operatore soluzione della
(39):
F=5.G, (40)
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possiamo porre, pensando nella (38) A fab Ky(z,y)f(y)dy + g(x) come noto:

f(x) = A / S.K(x.y) [ (y)dy = Sg(z) (41)

dove l'operatore S; agisce su K rispetto alla prima variabile.

Si osservi ora che 'operatore S; é lineare e dunque 1’equazione (41) é a nucleo separabile:

f@) =AY [ Sn@a) f0)dy = S.g(a) (42)

Dunque le affermazioni contenute nei Teoremi 2.1 e 2.2 si estendono a nuclei K che siano
continui in [a, b]?. Nel prossimo capitolo, comunque, la teoria delle equazioni integrali sard
rivista alla luce della teoria generale delle equazioni lineari su spazi di Hilbert.

Concludiamo il paragrafo con un semplice esempio che illustra la strategia discussa in
astratto fino adesso.

Si consideri ’equazione integrale a nucleo separabile:

o) - [ )y = o).

In questo caso il nucleo integrale é formato dal prodotto di due sole funzioni e dunque il

problema algebrico associato é di dimensione uno. Infatti, posto

c—/ola:f(x)dx

che é una quantita incognita, risulta:
c—Xxc=G

dove G' = fol zg(z)dx che é una quantita nota. Da cui, se A # 1,

e la soluzione dell’equazione integrale é:

e,

f(@) = g(x) = Ace™ = g(x) + A

1—A

Vediamo ora che succede se A = 1. In questo caso l’equazione integrale omogenea associata
1
fla) =2 [ urtwdy =0
0
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ammette senz’altro la famiglia di soluzioni f(z) = Ce” come si verifica immediatamente.
La costante C' non pué essere determinata dall’equazione.

D’altra parte, anche ’equazione omogenea associata all’equazione aggiunta :

(@) = A /0 e f*(y)dy = 0

ammette le soluzioni f*(z) = C'z. Dunque se g gode della proprietd di essere ortogonale a

/0 1 zg(z)dz = 0

la funzione f(x) = g(z) é soluzione dell’equazione integrale con A = 1.

queste soluzioni:

3. Motivazioni, esempi ed esercizi

Come gia detto, alcuni problemi di interesse per le applicazioni possono essere formal-
izzati in termini di equazioni integrali. Consideriamo, ad esempio, un fascio di particelle,
tutte con velocita lungo I’asse x, che viaggia in un mezzo che ha la proprieta di rallentare
o accelerare le particelle, senza modificarne la direzione. Se v il modulo della velocita di
una data particella, é possibile avere una transizione v — v’ con una probabilitd P(v',v)
che, naturalmente, dipende dalle proprieta del mezzo. Assumiamo anche che le velocita
ammissibili siano nell’intervallo [a, b].

Se f(v)dv é il numero di particelle con velocitd compresa tra v e v 4+ dv, tale numero
nel tempo [t, ¢ + dt] aumenta perché alcune particelle hanno avuto una transizione v’ — v.

La variazione dovuta a questa transizione é P(v,v') f(v")dv’ e la variazione totale é:

dt /b P(v,v") f(v")dv'.

Nel contempo é possibile anche una transizione v — v’ che causa una perdita alla quantita
f(v)dv. Tale perdita é:
b
dtf(v) / P, v)dv' = —dtf(v)
Qui abbiamo usato che [ P(v',v)dv’ = 1.

Dunque:
df (v, t) = dt /b P(v, o) f(v', t)dv — dtf(v,t) + g(v)dt

Il termine gdt descrive la variazione del numero di particelle con velocita v, dovuto ad

un agente esterno noto e indipendente dal tempo.
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In definitiva il nostro fenomeno é schematizzato dall’equazione intergrodifferenziale:

9 b

L= [ Pe)sw 0w - 10,0 + 90 (3
dove g = g(v) é una funzione nota e f = f(v,t) é I'incognita del nostro problema. Se siamo
interessati a sapere se esistono soluzioni di equilibrio (stazionarie) per il problema appena

descritto, dobbiamo dunque studiare I’equazione di Fredholm:

/ P(v,o") f(v', t)dv" — f(u,t) + g(v) =0 (44)

Sulla base del teorema di alternativa visto nel precedente pragrafo o il sistema ha la
possibilita di raggiungere un equilibrio senza interventi esterni e questo equilibrio é descritto

da una soluzione non banale della omogenea:

b
/ P(v, o) f(v', t)dv" — f(v,t) =0 (45)

oppure ci6 non é possibile, ma allora ho un regime stazionario, descritto dalla (44) per ogni
scelta di azioni esterne g.

In realta ci6 non é del tutto vero. Il problema sotto esame richiede soluzioni positive
e 'analisi svolta fin qui non mi dice molto circa la positivita delle soluzioni che possiamo
ottenere. Un’analisi della positivita delle soluzioni sotto opportune ipotesi sul nucleo P é
al di 1&4 degli scopi di queste note e, del resto, I’esempio citato non vuole essere altro che

un’idea su come le equazioni integrali possano apparire nelle applicazioni.

Lo sudio di equazioni lineari a coefficienti non costanti, pué essere ricondotto allo studio
di equazioni tipo Volterra.
Consideriamo il caso del problema di Cauchy associato ad un’equazione del secondo

ordine:
Y'+ary +agy = F (46)
con condizioni iniziali:
y(0)=c1,  yY(0)=c
Posto f = y” e dunque y/(z) = fox f(z)dz + ¢5 otteniamo:
y(x) =c1 + cor + /Ox dxy /Oxl drof(xg) = ¢1 + cox + /Ox dxi(x — x1) f(21).

Infine utilizzando la (46) si ottiene:
az(z)er + caag(x)x + as(x) / dry(x — x1) f(21)+
0
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ar(2) / " f(@)de 1 ar(@)es + flz) = F(a)

da cui si perviene ad un’equazione di Volterra con:

g(x) = F —as(x)(c1 + cox) — ay () ey

K(z,t) = a1(z) + az(z)(z — 1)

Quanto visto si pué facilmente generalizzare al caso di un’equazione lineare:
Y™ +a, 1y 4ty fay=F (47)

con condizioni iniziali
yB0)=c, k=1...n—1

Lasciamo al lettore per esercizio la riduzione del problema (47) ad un’equazione di
Volterra.
Esercizio 1 Derivare un’equazione integrale corrispondente ai problemi di Cauchy
seguenti:
y" =5y + 6y =0; y(0) =0;¢(0) =1

2)y" +y=cosz; y(0)=0;y(0)=1
3y +ay+y=0; y(0)=1y(0)=0

Equazioni integrali del tipo:

f() - / k(e — )/ (9)dy = g(a)

si chiamano equazioni di convoluzione perché 'operatore integrale é un prodotto di con-
voluzione. Tali equazioni si possono risolvere con la tecnica della trasformata di Laplace,

definita da:
+oo

f(p) = i (z)e P dx

per p € C, che permette di ridurre il problema dell’equazione di Volterra ad un problema
algebrico. Infatti ricordando che la trasformata di Laplace di un prodotto di convoluzione

¢ il prodotto delle trasformate, I’equazione di convoluzione considerata diventa:

fp) — K(p)f(p) = d(p)

che fornisce la soluzione calcolando la trasformata di Laplace inversa.
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Esercizio 2 Si risolva:
f(z) =sinz + 2/ cos(x — y) f(y)dy
0

Svolgimento: Le traformate di sinx e cosz sono 1)2;“ e pQLH rispettivamente. Si trova

dunque facilmente:
. 1
o) = ——
) (p—1)?

da cui risulta f(x) = ze” dopo aver calcolato 'antitrasformata di Laplace in campo com-

plesso.

Esercizio 3 Risolvere le seguenti equazioni integrali:
1) f(x)= ex+/ "L f(t)dt
0
2 Jlo)=1-20- [ )y
0

5 [ e —a

0

Esercizio 4 Risolvere I'equazione di Fredholm:
2
fa)+ A [ sina cosyf(y)dy = g(a)
0

Svolgimento. Posto a = fo% f(x) cos xdx, moltiplicando 1’equazione per cosz e integrando
si ottiene:
2m
a :/ cos xg(x)dx
0

da cui f(x) = g(z) — Asinz fOZﬂ cosyg(y)dy
Esercizio 5 Risolvere le equazioni di Fredholm relative ai seguenti nuclei:
K(r,y)=22-y  K(z,y) =2’y -y’
con termine noto g.

Esercizio 6 Calcolare autovalori e autofunzioni dei seguenti problemi

s

DS =2 [ sintas() <o
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)\/0 sinzcosyf(y) =0

- A cosm—l—y (y) =0

o\é

Appendice

Ricordiamo preliminarmente alcuni fatti di algebra lineare che dovrebbero essere gia
noti al lettore.

Consideriamo lo spazio H = C" e denotiamo il prodotto scalare nel modo seguente:
(f,9) =71 figs-

Sia ora data I’equazione lineare
Af =g (48)

in H. A é una matrice n Xn, g é un vettore assegnato e f € il vettore incognito. Si denotera
con A* la sua matrice aggiunta ((A*);; = (A);;). Denotiamo con KerA il nucleo di A,
con R, il codominio di A e con RanA = dimR 4 il suo rango (cioé la dimensione del suo
codominio).

E’ ben noto che se KerA = () allora I'equazione (48) é risolubile per ogni g € H.

Teorema A.1

Sia KerA # () e dim (KerA) = k. Allora dim (KerA*) = k. Siano {uy...u;} €
KerA*, k vettori linearmente indipendenti. Allora I'equazione (48) é risolubile se e solo se

(9,u;) =0 perognij=1...k.
Dim. Se v € KerA* allora:
(A*u, ’U) = (u, AU) =0 (49)

per ogni v € H. Ci si convince allora che KerA* 1 R,4. Inoltre segue che se v € Ry, allora

v L kerA* e dunque:
H = KerA* @ Ry

H=FKerAEQR; (50)

Quindi per un generico u € H possiamo scrivere in maniera unica:
U= Uy + Us (51)

con u; € KerA e ug € Ry-.
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Dalla relazione:
Au = Au1 + AUQ = AUQ

possiamo poi dedurre che:
RanA = dimA(Ra+) < dimR s+ = RanA*.

Scambiando i ruoli tra A e A* si evince che RanA = RanA* e, passando ai sottospazi
complementari:

dim(KerA*) = dim(KerA).

Infine se g é ortogonale a KerA* ne segue che g € R4 e dunque 'equazione (46) é risolubile.
|

Come corollario abbiamo il seguente teorema di alternativa.

Corollario.

Vale una e soltanto una delle affermazioni seguenti

1) I'equazione (I — A)f = g ha soluzione per ogni g € H (R(;_a) = H);

2) lequazione A*f = f ammette soluzioni non banali (Ker(l — A*) # () . In
quest’ultimo caso (I — A)f = g ammette soluzione per g L Ker(I — A*).

Le precedenti considerazioni valgono naturalmente anche nel caso che la matrice A sia

considerata in R". In questo caso alla matrice aggiunta va sostituita la matrice trasposta.
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2. Operatori lineari sugli spazi di Hilbert

1. Richiami sugli spazi di Hilbert

In questo paragrafo richiameremo alcune nozioni di base sugli spazi di Hilbert e fisseremo
le notazioni. Sia H uno spazio di Hilbert complesso. Denotiamo con lettere ordinarie
f,g,u,v... isuoi elementi, con (-,-) il prodotto scalare, con || - || = |(-,-)|'/? la sua norma
e con lettere greche a, 5 ... gli elementi di C. Assumeremo la convenzione che il prodotto

scalare é lineare a destra e antilineare a sinistra:

(f,ag) =alf,g9), (af,9)=alf,9)

Esempi classici di spazi di Hilbert sono L?(R"), L*((0,1)) e ¢*(Z). Essi sono lo spazio
delle funzioni quadrosommabili in R™ e (0,1) rispettivamente e lo spazio delle successioni
{a}rez tali che Y, |ax|* < 0.

In realtd tali spazi sono Hilbertianamente isomorfi e costituiscono esempi concreti di
uno spazio di Hilbert separabile.

Sia { f,}o°, una successione di elementi di . Si dice che f,, é convergente ad f (talora

fortemente convergente) se accade che:

quando n — oo. La successione f, si dice debolmente convergente ad f, se per ogni

elemento g € J accade che:

(g7f_fn)_>0

per n. — oo.
E facile verificare che una successione convergente é anche debolmente convergente

mentre 'inverso non é vero.

Nota. H = L*(R). Sia h una funzione continua supportata in [—1,1]) e sia f,(z) =
h(x —n). Allora per ogni g € H:
+00 n+1
(g, fn) = / g(x)h(z —n)dx = / g(x)h(z —n)dx
—00 n—1
da cui, utilizzando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz:
n+1

(g, f)| < VEIRI( / 9(x)2de)? 0,

n—1
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per cui f,, — 0 debolmente. D’altra parte si ha che || f,|| = ||| per cui la successione non

converge fortemente a zero.

Esercizio Costruire esempi di successioni debolmente, ma non fortemente convergenti

in L?([0,1]) e [?. (Suggerimento: si usi il Teorema di Riemann-Lebesgue).

Una serie di elementi {f,}, denotata con:

> s
n=0

si dice convergente in H se le somme parziali costituiscono una successione convergente.

Una condizione sufficiente alla convergenza ¢é la convergenza della serie delle norme:

> Ul
n=0

Verificare per esercizio ’asserto.

Un insieme di elementi {e;} con j € S, si dice una base ortonormale in 3 se (e;,e;) =0
per ogni coppia ¢ # j in S (S é un insieme qualunque di indici) e se la varieta lineare
generata da S é densa in J. Ricordiamo che uno spazio di Hilbert H{ con una base
numerabile si dice separabile.

In queste note considereremo solo spazi separabili.

Sia dunque {e;}jen una base ortonormale per H. Allora ogni elemento f € H si scrive,

in maniera unica, nella forma:
F=> cie;=> (e, e
jEN jEN
e vale l'identita (detta di Parseval):
AP =D Lol
jEN

Inoltre si ha che, se f =3 ycjej e g=>_iydje;, allora (f,g) = >,y ¢d;.

Prendendo spunto dalla teoria della serie di Fourier, é possibile stabilire un isomorfismo
Hilbertiano tra gli spazi [* (delle successioni quadrosommabili) e L%([0,2n]). Per questa
ragione i coefficienti ¢; di uno sviluppo di un elemento f € H secondo una qualunque base

ortonormale, vengono detti coefficienti di Fourier.
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Un funzionale lineare [ : H — C é un’applicazione lineare, cioé tale che

laf +Bg) =al(f) +Bl(g), «o,BeC; fgel

Un funzionale lineare [ si dice continuo se, per ogni successione f, convergente a f,
risulta che {(f,) converge a [(f). Un funzionale lineare [ si dice limitato se accade che
1L(f)| < Cf]l, per ogni f € H, con C indipendente da f. Il minimo C' che soddifa questa
disuguaglianza si chiama norma di [ e si denota con ||/|.

Si dimostra facilmente che i funzionali lineari continui, sono tutti e soli quelli limitati.
Dimostrare per esercizio I'asserto e, se non ci si riesce, vedere il Lemma 2.2 seguente.

Fissato g € J(, 'applicazione [, : f — (g, f) é un funzionale lineare limitato, con
Ilg|l = Ilg]|- Viceversa tutti i funzionali lineari limitati (e dunque continui) sono di questo
tipo. In altre parole dato [, funzionale lineare continuo, dg; € H tale che, per tutti gli
f € H, risulta che I(f) = (g, f). Questo é quanto affermato dal teorema di Riesz.

2. Operatori lineari

Sia Dy C H un sottospazio lineare. Un’applicazione A : Dy — H si dice un operatore

lineare se agisce linearmente sugli elementi di D4. In altre parole:
Alaf +Bg) =aAf+BAg  a,B€C; f,g€Da

D 4 viene detto dominio di definizione di A. L’insieme di vettori Ry = {Af|f € Da},
viene detto codominio di A.

In quanto segue si considereranno sempre, salvo contrario ed esplicito avviso, operatori
densamente definiti in H o definiti su tutto H (cioé D, si assumerd essere un sottospazio
denso di H o coincidente con H).

Un operatore lineare A si dice continuo se, per ogni successione f,, convergente al limite
f, risulta convergente la successione Af,, e il suo limite é Af.

Un operatore lineare A si dice limitato se vale la disuguaglianza:
[AfI<Clfl feX (52)

(con C indipendente da f). L’estremo inferiore di tutti gli C' per cui la disuguaglianza (52)
¢ verificata si chiama norma di A e si denota con ||A||. Esplicitamente:

IASI

Al = =
resir2o LfIl gresansi=1y

IAF]-
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Esempio H = L*([0,1]), h € C([0, 1]). Definiamo I'operatore lineare:

My f(x) = h(z)f(x)

(operatore di moltiplicazione per la funzione h) definito su tutto H. Risulta:

[MafIF< NAllooll /]

e dunque | M| < |||l Vogliamo mostrare che vale 'uguaglianza. Sia H = maxh =
h(xg) e si scelga f € H tale che: f = 1su [xg—e,20+¢] e f =0 al di fuori di tale
intervallo. Allora, posto He = mingemy—c,zo+e M():

xo+e
|MifI2 = / h(a)? > 2H?%

0—€
e dunque
1M fll = Hov/'2e > H| [

da cui
| My > H.

Poiché H. — H per € — 0, ne segue che |[My|| > H = ||h]|w-

Lemma 2.1 A € continuo se e solo se € continuo in zero, cio€ per ogni successione f,
convergente a zero, anche Af, é convergente a zero.
Dim Se A ¢é continuo ¢ anche continuo in zero. Se é continuo in zero, per ogni f,

convergente a f, A(f — f,) é convergente a zero. A é dunque continuo per la linearitd. W

Lemma 2.2 A € continuo se e solo se € limitato.

Dim Supponiamo A limitato e sia f,, convergente a zero. Dunque ||Af,|| < ||A|||| f.ll —
0, per cui A é continuo in zero. Viceversa se A é continuo, supponendo per asssurdo che
A non sia limitato, deve esistere una successione f,, tale che ||Af,|| > n||fa| con || fa] =1
(infatti deve essere sup{||Af|| : || f|| = 1} = o0). Allora, posto g, = f,/nrisulta ||g,|| = 1/n
e ||[Agn]] > 1 e quindi non é convergente a zero, contrariamente all’ipotesi di continuita.

Lemma 2.3 Sia D4 denso e A limitato. Allora esiste un’unica estensione A, operatore
limitato, definito in tutto JH.
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Dim A é definito per continuitd. Se f ¢ Dy, sia {f,,} C D4 una succesione convergente
a f. Poiché A é limitato, Af, é di Cauchy. Infatti ||A(f. — f)ll < Al — fiull — O.
Sia g = lim Af,,. Si definisce Af = g. E facile vedere che g non dipende dalla successione

fn scelta e dunque la definizione é ben posta. W

Esempio Sia 5 = L*([0,1]) Af = &L f, D4 = C'([0,1]). A é densamente definito, ma
non limitato. Infatti la successione di funzioni f,(x) = e ™" tende a zero in H, ma Af,

non é convergente (la successione delle norme é divergente).

Esempio Si consideri l'operatore trasformata di Fourier:

1 —ipx
THw) = = / P f(2)da

definito nel dominio Dy = 8 C Lo(R).
Ricordiamo che 8 ¢ lo spazio delle funzioni C'"* a decrescenza rapida e cioé che decadono

pit rapidamente di ogni polinomio. Sappiamo che

1FFI = 1AL

Quindi F é continuo. Pué dunque essere esteso a tutte le funzioni di L?(R) ed é questo
il senso che possiamo dare alla trasformata di Fourier di una funzione L? che, a priori, é
definita solo per funzioni L'. D’altra parte una funzione di L? pué essere anche pensata
come una distribuzione temperata su cui ¢ definibile la trasformata di Fourier. Si verifichi

che le due nozioni coincidono.

A causa del Lemma 2.3 gli operatori limitati si assumono sempre definiti su tutto
H. Essi costituiscono uno spazio lineare denotato con B(H). In realtd B(JH) costituisce
un’algebra. Infatti se A; € B(H), i = 1,2, allora Aj Ay € B(H), infatti si ha ||A;As]| <

|A1||||Az2]|, come da verifica immediata.

Sia A € B(H). Consideriamo il funzionale lineare [,(f) = (g, Af). Per il Teorema di

Riesz, deve esistere un vettore h tale che:

(h, f) = (9, Af).

E evidente che I’applicazione ¢ — h é lineare e dunque definisce un operatore, detto

operatore aggiunto e denotato con A*, definito su tutto H:
(A%g, f) = (9, Af).
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Sono di immediata verifica le identitd (AB)* = B*A* e (A*)* = A.
La seguente é una lista di proprieté dell’operatore aggiunto.
Lemma 2.4 L’applicazione A € B(H) — A* € B(JH) ¢ biettiva, antilineare:

(aA; + BA)" = aA] + BAS (53)

e isometrica:

1A%} = (Al (54)

Inoltre, se A ¢é dotato di inverso (denotato con A™!) allora A* é invertibile e vale:

(A7) = (A7)~ (55)

Dim La (53) é ovvia.
Sia f € H. Allora:

IASI* = (Af, Af) = (AAL, ) < [IAIIIASIAL (56)

da cui segue che ||A]| < [|A*||. Inoltre, poiché A** = A segue anche che [|A*|| < ||A]|.
La (55) é ovvia. W

Un operatore A € B(H) tale che A = A* si chiama autoaggiunto (o simmetrico o
hermitiano).

Un esempio notevole di operatori autoaggiunti sono i proiettori ortogonali che andiamo
a definire come ovvia generalizzazione dei proiettori in spazi a dimensione finita. Sia
{€j}jen una base ortonormale e S C N un insieme di indici (finito o infinito). Denotiamo
con My il sottospazio di H generato dai vettori {e;};es, cioé la varieta delle combinazioni
lineari formate con gli elementi di {e;},eg, chiusa per la topologia di 7. Ad ogni elemento

f= Z]EN cje;, associamo 'elemento Pf = ) . _ocje; € Mg. L’applicazione f — Pf é

jes
lineare. Inoltre:

IPAIP =" 1o < Y lesl = I£IP (57)
jes jEN
da cui segue che ||P|| < 1. Siccome per gli elementi di Mg la (57) diventa un’uguaglianza,
d;e;, dall’identita:

si evince che ||P|| = 1. Infine, se g = >y

(9. PF) =) cilg.e)) = > die; = (Pg, f)

j€S jes
ne segue che P é autoaggiunto. E’ anche facile verificare che P? = P.
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Esercizio 1 Sia H = L*([-1,1]) e S € B(H) definito da:

f@) + f(=2)

Sf(x) = 5

Provare che S é un proiettore ortogonale e caratterizzare esplicitamente il sottospazio e il

suo ortogonale in termini di serie di Fourier.
Un operatore U € B(H) si dice unitario se é surgettivo:
Uf,Ug)=(f.9) (58)
per ogni f,g € H. Se U é unitario, allora:
Ur=0"" (59)
Esercizio 2 Verificare che 'operatore:
Uf(x) = flz+1)
in Ly(R) é unitario. Costruire esempi di operatori unitari in Lo ([0, 1]) e Is.

Esercizio 3 Dimostrare che un operatore surgettivo e isometrico é necessariamente
unitario. Un operatore U € B(H) si dice isometrico se |U f|| = || f|| per ogni f € H.

Esercizio 4 Sia H = (*(N), a € H = {as tren. L'operatore U : H — H ¢ definito da
(Ua)y = ags1,a1 = 0.
Allora U é isometrico, ma non unitario. Determinare U*.

Esercizio 5 Sia A € B(HH) un operatore simmetrico. Definiamo:

M= sup |(f,Af)]
{£e3tllf1=1}

Allora risulta che M < ||A||. Provare che M = ||A]|.

Suggerimento. Si usi 'identita:

(A(f+9), f+9) = (A(f —9), f —9) =2(Af,g9) +2(Ag, f)

per provare che:
2(Af,9) +2(Ag, f) < M(|f + gl +IIf —all*)
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Dall’identitd del parallelogramma (|| f + g||* + || f — gl|* = 2|| f||* + 2||g||*) segue poi che:

(Af.g9) + (Ag. f) < M(|IfII* + llglI*)

Si usi infine questa disuguaglianza con g = (Af/|[AfIDIf-

Sulla base di quanto provato in questo esercizio, si evince 'importante identita:

1A Al = [IA]”. (60)

E’ possibile definire varie nozioni di convergenza in B(H). Sia {A,} una successione di
operatori in B(H):
1) si dice che tale successione é convergente in norma (o uniformemente) se esiste
A € B(H) tale che:
|A—A,|l =0

per n — oo,

2) é convergente fortemente se esiste A € B(H) tale che:
IAf = Anfl| =0

per n — oo, per ogni f € H,
3) é convergente debolmente se esiste A € B(H) tale che:

((A=4,)f.9) =0

per n — oo, per ogni coppia f,g € H. E’ facile verificare che la nozione di convergenza 1)

implica 2) che implica 3). L’inverso non é vero.

Esempio Sia {e;} una base ortonormale in H e

N
Pyf= Z(% fe;
j=1

una successione di proiettori ortogonali. Allora Py — I per N — oo fortemente, ma non
in norma (infatti |Py — I|| = 1). La successione di unitari U, f(z) = f(x + n) in Ly(R),
converge debolmente a zero. Ma si ha anche che ||U,f|| = ||f]| e quindi tale successione
non converge fortemente.

Esercizio 5 Si costruisca un esempio di successione convergente in norma.

Esercizio 6 Si costruiscano esempi di successioni fortemente convergenti, ma non in

norma e successioni debolmente convergenti, ma non fortemente, negli spazi ly e Ly([0, 1]).
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3. Operatori compatti

Un insieme compatto in H é un insieme chiuso per cui, presa una qualunque successione in
tale insieme, posso estrarre una sottosuccessione convergente. E ben noto che gli insiemi
compatti di C" sono tutti e soli gli insiemi chiusi e limitati. Questo non é pit vero per
uno spazio di Hilbert 3. Infatti se {e;};en é una base ortonormale, certamente ogni suo
elemento é contenuto nella palla unitria di 3. Tuttavia poiché |le; — e;]| = v/2 per ogni
1 # 7, ne segue che é impossibile estrarre una sottosuccessione convergente. per cui la palla
unitaria non é compatta. Sorge naturale la questione di caratterizzare gli insiemi compatti
in H. Cominciamo con ’osservare che un insieme chiuso e limitato, contenuto in uno spazio
finito-dimensionale, é ovviamente compatto. Cié si dimostra facilmente usando lo stesso
argomento che vale per C". Ci possiamo domandare se tutti i compatti di J sono solo gli
insiemi limitati contenuti in sottospazi finito dimensionali. La risposta, come vedremo tra

un attimo, é negativa. Consideriamo una base ortonormale {e;};en e I'insieme dei vettori

M= {fIf =3 Fe |FI =027}, (61)
jEN

dove C' é una costante positiva. Sia f; una successione in M. Se P, denota il proiettore
su M, il sottospazio generato da {e; ...e,}, possiamo sempre trovare una sottosuccessione
fx, tale che P, fi, ¢é convergente (in M,). Con il solito argomento diagonale (quello del
teorema di Ascoli-Arzeld), é possibile trovare una sottosuccessione comune a tutti gli M,
ancora denotata con fi,. Fissato poi € > 0 ad arbitrio, posso trovare n cosi grande da
avere:

1= Pl < SIA

j>n

P (5 (62)

(uniformemente in k;: é questo il punto importante!), ma anche, per la compattezza finito

dimensionale, posso trovare j sufficientemente grande, per cui per ¢ > j:
€
1P (fie = fi)IP < (3% (63)
Quindi:
ki = S || < N(E = Po) fi

Ci6 prova la compattezza di M.

H = B fus |+ [1Pa(fies = fa)) | <& (64)

Dunque abbiamo trovato l'esistenza di compatti infinito dimensionali.

Riflettiamo sull’esempio appena discusso. Introduciamo l'insieme

M={fIf =3 Fle;, || <C(f)27}.

jeN
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dove C(f) é una costante che dipende da f. Allora si vede che M non é compatto. Nel
confronto tra le definizioni di M e M emerge la differenza fondamentale: nel primo caso la

costante C' non dipende dalla funzione. Tale indipendenza ¢ la causa della compattezza di

M.

La nozione di compattezza dipende dalla topologia che si considera per cui abbiamo
maggiori possibilita di trovare insiemi compatti in topologie piu deboli. Ci domandiamo
pertanto quali sono i compatti per la topologia debole. Questo vuol dire cercare un insieme
debolmente chiuso e tale che ogni successione in esso, ammetta sottosuccessioni debolmente
convergenti.

E facile dimostrare il seguente teorema.

Teorema 3.1 Ogni insieme limitato e chiuso é debolmente compatto

Dim Si consideri una successione f,, uniformemente limitata, tale cioé che ||f,|| <
C. Vogliamo mostrare che siamo in grado di estrarre una sottosuccessione debolmente
convergente.

Sia {er} una base ortonormale in H. Fissato k, (f,,ex) é una serie numerica limitata,
poiché |(frn,exr)| < ||fallllex]| < C e quindi possiamo ricavare una sottosuccessione conver-
gente. Con il solito procedimento diagonale possiamo trovere un sottosuccessione comune
per tutti i k£ (denotata con n;), tale che:

Zlirgo(fmy ek) = Ck-
Lasciamo come esercizio al lettore dimostrare che il vettore f = ) cxex é ben definito e
che é il limite (debole) di f,,. W

Un operatore A € B(H) si dice compatto se trasforma insiemi limitati in insiemi
relativamente compatti. (Si ricorda che un insieme relativamente compatto é un iniseme
la cui chiusura é un insieme compatto). Gli operatori compatti giocheranno un ruolo
importante nelle applicazioni.

Un esempio importante di operatori compatti é dato dagli operatori di rango finito che
stiamo per introdurre.

Un operatore A si dice di rango finito se il suo codominio € finito dimensionale. In altre
parole, sia {y; . ..y, } una successione finita e fissata di vettori indipendenti. Allora per ogni
feH, Af = Z?Zl a;y;, per qualche successione {a; ... a,} (naturalmente dipendente da
f). In particolare se M é il sottospazio generato da {y; ...y,} ed E il proiettore ortogonale
su M, deve essere Af = EAf.

Come esempio semplice di operatori di rango finito consideriamo {e;} una base ortonor-

male di H. Sia P il proiettore ortogonale sul sottopazio eg. Allora
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N
A=Y PPy
k=1

¢ un operatore di rango finito.
Gli operatori di rango finito hanno un codominio finito-dimensionale e quindi trasfor-
mano insiemi limitati in insiemi compatti e dunque sono compatti.

Esempio Consideriamo lo spazio di Hilbert H = Ls([a, b]) e operatore lineare:

Af(z) = / Klep)f)dy feX

K(z,y) =Y pe(@)ay)  proge € H

dove py e qx sono vettori indipendenti. A é un operatore di rango finito. Si osservi che tali

operatori sono gia stati considerati nello studio delle equazioni integrali a nucleo separabile.

E facile dimostrare che una combinazione lineare di operatori compatti é un operatore
compatto.

Il seguenti due teoremi ci forniscono delle caratterizzazioni degli operatori compatti.
Teorema 3.2 Un operatore compatto A traforma successioni debolmente convergenti in
successioni convergenti (fortemente). In altre parole se f, € tale che lim,(g, f,) = (g, f)
per ogni g € I, allora Af,, converge a Af fortemente.

Dim Sia f il limite debole di {f,}. Allora Af, é debolmente convergente a Af. Infatti,
per ogni h € H:

(h,Af) = (A"h, f) = lirrln(A*h, fn) = liTrln(h,Afn).

Si osservi inoltre che se f,, é debolmente convergente allora é uniformemente limitata (vedi
Osservazione seguente).

D’altra parte A é compatto e dunque esistono sottosuccessioni f,, tali che Af, é con-
vergente fortemente (ma anche debolmente) necessariamente al limite Af. Se tutta la
successione f, non convergesse ad Af, per ogni € > 0 potrei trovare una sottosuccessione
fn; tale che ||Af — fn.|l > €, per ogni i. Estraendo da questa una nuova sottosuccessione
fn, tale che Af,, ¢ convergente, dovrei avere ancora ||Af — f,, || > €, ma cié é assurdo
perché tutte le sottosuccessioni convergenti (fortemente e quindi debolmente) convergono

necessariamente ad Af. W

Osservazione Il fatto che una successione debolmente convergente sia uniformemente
limitata, é conseguenza del teorema di uniforme limitatezza, che non discuteremo in queste

note. Una prova diretta ed elementare é presentata in Appendice.
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Esercizio 1 Siano A, B € B(H), con A compatto. Dimostrare che AB e BA sono
operatori compatti.

Teorema 3.3 Se {A4,} ¢é una successione di operatori compatti e A il suo limite in
norma, allora A é compatto.

Dim Data una successione limitata fz, per ogni A,, posso trovare una sottosuccessione
fr, per cui A, fr, é convergente. Con il solito argomento diagonale posso trovare una

sottosuccessione comune, ancora denotata con fi,. Allora:

dove, fissato £ > 0, n é scelto in maniera tale che ||[A — A,| < . Per i, j sufficientemente

grandi, il primo termine del membro di destra della (14) é minore di € e dunque:
AU = fill < =+ 250 [l

Per ipotesi || fx|| < C' e dunque il Teorema é provato.

Teorema 3.4 Condizione necessaria e sufficiente affinché un operatore A sia compatto
€ che, per ogni € > 0, esista n = n(e) tale che A= F + R, ove F' ha rangon e R € B(H)
soddisfa alla disuguaglianza ||R|| < e.

Dim La sufficienza é conseguenza del Teorema 3.3 e dal fatto che gli operatori di rango
finito sono compatti. Per la necessitd, sia {e;} una base ortonormale, M, il sottospazio

generato da {e; ...e,} e M il suo sottospazio ortogonale. Consideriamo:

ln= sup [|Af]|
{feMz|lfll=1}

E facile verificare che [,, 6 una successione limitata (perche A é limitato) ed é decrecente.
Sia [ = lim, [,,. Deve essere [ = 0. Supponiamo il contrario. Allora deve esistere una
successione {g,} € M} tale che ||g,|| = 1 e che ||Ag,| > [/2. D’altra parte g, converge
debolmente a zero. Infatti per ogni u € J,, M, esiste n sufficientemente grande per cui
(u, gn) = 0. Inoltre J,, M, é denso in H per cui, per ogni w € H e € > 0 esiste u € |J,, M,
tale che ||w — u|| < e. Allora lim(w, ¢g,,) = lim(w — u, g,) + lim(u, g,). Ora il secondo
termine va a zero mentre il primo é arbitrariamente piccolo. Di qui la convergenza debole
a zero.

Dunque, per la compattezza di A, Ag, é convergente (fortemente) a zero.

Dunque | = 0. Consideriamo infine I'applicazione:
f=) (e, flAe; = Anf
j=1
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che é un operatore di rango finito. La successione A,, é convergente ad A in norma poiché

¢é facile verificare che:
HAn - A“ =l

che é convergente a zero. M

Osservazione Il teorema pué essere riformulato dicendo che un operatore é compatto
se e solo se é limite in norma di operatori di rango finito.

Esercizio 2 Se A é compatto e dotato di inverso (esiste A~! definito su Ry4), A™! é
necessariamente non limitato.

Suggerimento.

Sia {e;} una base ortonormale. Allora (vedi Teorema 3.2) ||Ae;|| — 0 per j — oco. Si

consideri la successione A~'f; dove f; = Ae; e si traggano le conclusioni.

Il Teorema 3.4 é molto utile per stabilire se un operatore dato é compatto o meno. Si
consideri il seguente

Esempio. H = (*(N). A é un operatore definito da
(Au)k = ZA’“JUJ" u = {uk}iozl e H.
J
Supponiamo che

D Ak < 400 (66)
.k

allora A é compatto.

Infatti si definisca

(Anu), = ZAkyjuj, per k<N, (Anu)y=0 per k> N.

J

Allora Ay é di rango finito. Inoltre per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

1A = Awal® =Y 1> Axgugl® < Jull® Y0 Y 1Akl (67)

k>N j E>N j

da cui segue che, in virtd della (66) , (A — Ay) — 0 in norma.

Esempio: Operatori integrali. Consideriamo lo spazio di Hilbert H = L?([a,b]) e

I'operatore lineare:

Af(z) = / Kleg)f)dy feX
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con K € L*([a,b] x [a,b]) Sia {e;} una base ortonormale in 3. Allora é facile vedere che
e;(x)ej(y) é una base ortonormale in Ls([a, b] x [a,b]). Denotiamo con k; ; i coefficienti di

Fourier di K in accordo a questa base:
K(z,y) = Z kijei(z)e;(y)
k?j

e definiamo:

Ky (z,y) = Z Z kijei(x)e;(y)

i<N, j

Ay f(x) = / Kn(e.y)f)dy [ et

E’ facile verificare che Ay, che é di rango finito, converge in norma ad A e dunque, dalla
compattezza di Ay segue la compattezza di A.

Si osservi che quanto visto vale anche nel caso in cui si sostituisca [a,b] con l'intera
retta reale.

Esercizio 3 Si consideri 'operatore - in Ly([a,b]) definito sulle funzioni C?([a, b]).
Si usi il risultato dell’Esercizio 2 e dell’esempio per dimostrare che tale operatore non é
limitato.

Esercizio 4 A € B(HH) é compatto se e solo se A* é compatto. Dimostrare ’asserto.

Suggerimento.

Sia f,, debolmente convergente a f. Si stabilisca la disuguaglianza:
1A (f = f)lI* < (A + £ IDTAA"(f = fu)l
e si usino i risultati dell’esercizio 1

Esercizio 5 Dimostrare che I'operatore di moltiplicazione M), definito in paragrafo 2

non é compatto

Esercizio 6 Dimostrare che, in uno spazio di Hilbert infinito dimensionale, non esistono

operatori compatti unitari.

Esercizio 7 Si consideri la famiglia di operatori integrali in Ly(R):

00 o—|z—yl?
Tof(z) = /OO mf(y)dy,

in Ly(R), con a € [0, 1].
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Si determinino i valori di « per cui T}, é continuo e due valori ay e g per cui T, sia

compatto e T,, non sia compatto.

Esercizio 8 Si consideri lo spazio di Hilbert [5(Z) e 'operatore lineare

(Au)k = Z ak,huh

h=—00

1
Ukp = = h)?’ k # h, apr = 0.

ove u = {u}?2, € [*(Z). Si dimostri che A é un operatore continuo, ma non compatto.

Appendice

Dimostriamo I'affermazione seguente:
Se f, — [ debolmente, allora esiste C' (indipendente da n) tale che || f,|| < C

Affermazione preliminare. Per ogni g € H e n € N, vale

sup  |(fu, 9 > I fullr.
g":llg—g'll<r

Infatti per ogni h € H

(I g + W)+ 1(far g = D)) = [(far R

N | —

max (’(fmg + R, |(fns 9 — h)|) >

L’ultimo passaggio segue dalla disuguaglianza
la + b| + |a — b| > 2|b).

Quindi:
rllfull = sup [(fa, )] < sup [(fu, g+ h)]

h:||h||=r h:||h||=r
da cui segue 1'osservazione preliminare.
Supponiamo ora che la tesi sia violata. Allora (eventualmente passando a sottosucces-

sioni se necessario)
[ fll = 4"

Costruisco ora, induttivamente, una successione g,, tale che

||gn - gn—l“ S 3_n
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ove go = 0 e, per l'osservazione preliminare,
n2
((fas gl 2 1 full 3773

Siccome g, ¢ di Cauchy, sia g = lim g,. Risulta
—(n 1.,
g — gnll < Z lgrs1 — gl < 23 (n+1) _ 53 '
k>n k>n
D’altra parte:

2 1

L >

()"

| =

Dunque |(f,, g)| diverge, contro l'ipotesi.

4. Equazioni lineari su spazi di Hilbert

In questo paragrafo siamo interessati allo studio di equazioni lineari del tipo

(I-A)f=yg (68)

dove f € H é I'incognita del problema, A € B(H) e g € H é assegnato. Come vedremo, se
A é un operatore compatto si possono formulare dei risultati analoghi a quelli che valgono
per il caso finito-dimensionale, discussi nell” Appendice del capitolo sulle equazioni integrali.
Un modo di porre la questione é quello di stabilite I'invertibilita dell’operatore (I — A).
Si noti tuttavia che, in analogia al caso delle matrici, ’equazione (68) pud essere risolta
per qualche g anche se 1'operatore (I — A) non é invertibile.
Il problema dell’invertibilita di (I — A) ¢ facilmente risolubile se 'operatore A é una

contrazione in H, cioé se vale:

Al <1 (69)

Infatti una soluzione formale del problema (68) ¢ data dalla serie:
f=Y Aq  (A=1) (70)
k=0

che si ottiene iterando la (68):
f=g+Af=g+Ag+A*f = =g+Ag+A%g+.. A"g+ A" f ...

Teorema 4.1 Nell’ipotesi (69) loperatore (I — A)~! € B(H) esiste e vale:

I =47 < = (1)
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Dim Dimostriamo che la serie (70) é convergente in H. Posto f, = >_,_, A*g si ha, per
m > n:
m m
fn = Full <D NA%I < Hlgll D NIAII*. (72)
n+1 n+1
Poiché || A < 1 la serie > 7%, [|A[|¥ é geometricamente convergente e dunque il membro
di destra della (72) tende a zero quando n — oco. Incidentalmente si osservi che lo stesso
argomento mostra che la serie >~ A* é convergente in norma.
L’applicazione g — > 12, Akg = Sg é un operatore lineare limitato e vale:
1
L—lA|

Lasciamo come facile esercizio dimostrare che S(I — A)g = g per ognigec H. B

ISI < —

Il Teorema (4.1) mostra che ’'equazione (68) é unicamente risolubile, cosi come ’equazione
aggiunta definita da:
(I-A)f" =g (73)

Esercizio 1 Dimostrare che nell’ipotesi (69) I'equazione (73) ammette un’unica soluzione.

Nelle applicazioni si incontrano spesso equazioni lineari in cui A non é contrattivo per
cui le considerazioni svolte sopra non si applicano. Alcune volte, perd, 'operatore A gode
della proprieta di essere compatto come nel caso delle equazioni integrali. Ci concentreremo
dunque nello studio di equazioni lineari del tipo (68) nel caso in cui A sia compatto.

Cominceremo col considerare una situazione ancora pita semplice, quella in cui A sia di
rango finito. Usando poi il teorema di approssimazione degli operatori compatti per mezzo
degli operatori di rango finito, estenderemo le considerazioni svolte a un generico operatore
compatto.

Sia dunque A € B(H) di rango finito e {e;} una base ortonormale in 3. Introduciamo

la cosidetta rappresentazione matriciale per A:
CLi,j = (61',146]'). (74)

Poiché A ¢é di rango finito, il suo codominio é uno spazio finito-dimensionale M,, C H ed é

possibile scegliere la base {e;} in modo tale che M, é generato da {e;}}_,. Dunque:
a;; =0  Vi>n,VjeN. (75)

Siano f; i coefficienti di Fourier di f € H. Allora:

(Af)i = (es, Af) = ij ei, Aej) = aif (76)
j=1
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L’equazione (68) si scrive dunque:

fi— Z%jfg’ =Y
j=1

che é un’equazione lineare in cui compare la matrice a; ; con infinite righe e colonne. Non

abbiamo per il momento ancora usato la finitezza del rango di A.
Per la (74) si ha:

oo
fi— Zai,jfj =gi, 1<,
=1

fi=g, i>n (77)

e dunque:

fi— Z@i,jfj =0i + Z ;395 (78)
j=1

j>n+1

La (78) é un’equazione finito-dimensionale e per essa valgono i risultati visti in Appen-
dice nel precedente Capitolo.

Sfrutteremo tali considerzioni al fine di trattare il caso generale di un operatore A

compatto. Si consideri dunque

I—-A)f=g
con A compatto. Per quanto visto in precedenza possiamo decomporre A nella somma
A = Ay + Ay con Ay di rango finito e Ay € B(H) tale che ||As]] < 1 (per cui [ — Ay é

invertibile per mezzo della serie geometrica). L’equazione (68) diventa:
(I —A)f—Af=yg (79)
0, equivalentemente, posto f = (I — Ay)~'h:
h— AT —A) th=g. (80)
Si noti che, poiché A; é di rango finito, anche
A(I—-A) =8B
lo é.

Nota. Siosservi che se A; é di rango finito e B é un operatore limitato, anche BA; é di
rango finito (si dimostri asserto). Per cui se avessimo semplicemente applicato (I — Ay)™?

all’equazione (79), avremmo ottenuto:
f—(U—A) " Af =g
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con (I — Ay)~'A; di rango finito. Abbiamo preferito introdurre la variabile i perché cié

rende 'algebra che segue piu semplice.

In analogia col caso finito dimensionale visto nell’ Appendice del precedente Capitolo,

consideriamo anche ’equazione aggiunta alla (68):
(I =A)f"=g" (81)

Prima di studiare la (81) premettiamo un’osservazione importante. Sia A un operatore
di rango finito e supponiamo che a;; = 0 se i > n. Allora A* é anch’esso di rango finito.
Per dimostrare questa osservazione si osservi che, denotando con (a*);; = (e;, A*e;) gli
elementi di matrice di A*, risulta
(@)ij = aja
e dunque

(A"f)i = Z ajif;

da cui segue che il codominio di A*, pur non essendo la varietd lineare generata da {e;} ,,
¢ finito dimensionale.
Associamo ora all’operatore A* la decomposizione A* = A+ A% dove ||A3|| = ||Az|| < 1.
Dall’invertibilitd di (I — Aj) segue:

(I-A)f = Af =9

o anche
fro (= A A = (- ) =G
Si introducano ora gli elementi di matrice b; ; = (e;, Be;) = (e, Ai(I — Az)"'e;). In

accordo a quanto visto sopra (vedi la (78) ), si perviene all’equazione:

hl_zbldh] :gz—i— Z biJgj’ 1=1...n. (82)
7j=1

j>n+1

Si osservi ora che:

bji = (¢, Bei) = (Bei, ¢5) = (&5, B"¢;)
e dunque l'equazione aggiunta si scrive (poiché B* = (I — A%)~1AY):

fr=Nbuf; =G i=1...c0. (83)
j=1
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La risolubilitd dell’equazione aggiunta (per ogni ¢g*) é dunque equivalente alla risolu-
bilita della (83) (per ogni G7). Supponiamo ora che tale equazione sia risolubile per ogni
G*. Allora anche la (78) e di conseguenza la (68) ¢é risolubile per tutti i g. L’inverso
(I — A)~! é un operatore limitato come segue dalla seguente stima. Infatti se risolviamo
la (82) abbiamo:

S mP<CY g+ > bisgil*

j=1 j=1 i=n+1
Qui stiamo usando che la norma della soluzione di un’equazione lineare é controllata dalla
norma del dato. Pertanto denotando con P, il proiettore sul sottospazio generato da {e;}

con ¢ > n, il membro di destra é controllato da:

ZI%I”ZI Z bijg;l*) < 2C ||g||2+Z| (i, BPag)[?)

=1 j=n+1 i=1
< 2C(||gl* + | BPagl*) < Cllg|l? (84)

dove la costante C (a priori diversa da riga in riga) é indipendente da g.

Abbiamo dunque:

Teorema 4.1 (I teorema di Fredholm) L ’equazione (68) € risolubile (per ogni g)
se e solo se l’equazione aggiunta € risolubile (per ogni g*). In questo caso (I — A) (e anche
(I — A*)) é invertibile e l'inverso € limitato.

Sulla base della riduzione finito-dimensionale discussa sopra possiamo anche enunciare:

Teorema 4.2 (I teorema di Fredholm) Se l’equazione omogenea associata alla (68)
ammette soluzioni non banali, esse sono in numero finito e part a quelle dell’equazione

(omogenea) aggiunta associata.

Concludiamo con il considerare il caso in cui I’equazione omogenea associata alla (68)
abbia soluzioni non banali. Malgrado cié I'equazione (68) potrebbe essere risolta per op-

portuni g (come nel caso delle matrici).

Teorema 4.3 (III teorema di Fredholm) Se ker(I — A) e dunque ker(l — A*)
sono non banali, allora l'equazione (68) ammette soluzioni se e solo se g L ker(I —A*). In
questo caso tutte le soluzioni sono della forma: f+u conu € ker(I—A) e f L ker(I—A)*.

Inoltre f € unica e vale la stima || f|| < C||g]|-

Dim Siano ¢*, k = 1...s, s soluzioni indipendenti dell’equazione omogenea associata

all’equazione aggiunta (<p = B*¢F). Si ha:
;= Z bk oppure  @F=> bk (85)
j=1 i=1
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Dall’appendice del precedente capitolo sappiamo che una soluzione dell’equazione (78) o

della (82), esiste solo in ipotesi di ortogonalita:

0=> &g+ Y bijg) (86)
i=1

j>n+1

da cui, usando la (86) si ha

Y Frait Y g =(pg) =0 (87)
i=1

j>n+l
e dunque la condizione di risolubilita cercata. Inoltre se f é una soluzione, certamente lo
é f+u se v annulla (I — A). Tuttavia ve ne é una sola ortogonale al ker(I — A). Se ve ne
fosse un’altra, f , con questa proprieta, la differenza sarebbe una soluzione dell’omogenea.
Ma poiché f — f deve essere ortogonale a tutte le soluzioni della omogenea, ne segue che
f—f=0. Lastima || f|| < C||g|| si ottiene come prima.
[ |

Da quanto visto i teoremi di Fredholm implicano che per un dato operatore compatto A
vale la seguente alternativa: o (I—A)f = g é risolubile per ogni g (e dunque (I —A)~! esiste
come operatore limitato, oppure (I — A)f = 0 ammette soluzioni non banali. Infatti se
(I—A)f = g non é risolubile per tutti i g, allora (I —A*) f* = 0 e quindi anche (I —A)f =0

ammette soluzioni non banali. Tale alternativa si chiama alternativa di Fredholm.
Sia T' € B(H). Allora vale in generale che
H = KerT* @) (RanT)

da cui

H = Ker(I — A") @ (Ran(I — A))

Se peré A é un operatore compatto allora
H = Ker(I — A*) @ (Ran(I — A)).

Tale identita riassume la teoria della risolubilia delle equazioni lineari su spazi di Hilbert

nel caso in cui A é compatto.
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5. Teorema spettrale per opertori compatti autoaggiunti

ben noto che una matrice autoaggiunta A = A*, definita come operatore lineare su

E
H = C", ha la seguente rappresentazione, detta rappresentazione spettrale:
A= NP (88)
j=1

dove P; é il proiettore ortogonale su e; € H, ove {ej...e,} é una base ortonormale in
H, e A\; sono n autovalori (reali) della matrice A. Infatti consideriamo il problema agli

autovalori:

Au = lu

che ha, per il teorema fondamentale dell’algebra, n soluzioni (eventualmente coincidenti).

Se \; # A; sono due autovalori distinti:
AUZ‘ = )\Z‘UZ‘, A’LLj = /\jUj, (89)

allora (u;,u;) = 0 e gli autovalori sono reali. Infatti supponiamo (senza scapito di gener-
alitd) che |ju;|| = 1, dalla (117) segue:

Inoltre moltiplicando scalarmente la prima delle (117) per u; e la seconda per u;, si
ottiene facilmente:

(A = Aj) (i, uy) = 0.

Se tutti gli autovalori sono distinti ne segue che gli u; sono ortogonali e dunque formano
una base ortonormale e la (88) vale. Se vi é qualche autovalore coincidente, sull’autospazio
associato all’autovalore multiplo (di dimensione pari alla molteplicitd) possiamo scegliere,
in questo sottospazio, una base ortonormale ad arbitrio e la rappresentazione (89) continua
a valere.

Tale rappresentazione é molto utile perché permette di pensare 'operatore A come una
moltiplicazione sui suoi autovettori.

Abbiamo visto che gli operatori compatti sono ben approssimati da operatori di rango
finito e dunque ci aspettiamo che qualcosa di analogo valga anche per gli operatori compatti.
Scopo di questo paragrafo é quello di dare un teorema, detto teorema spettrale, che ci
consente di generalizzare la (88) al caso di operatori compatti. Per far questo abbiamo

bisogno di alcune considerazioni generali di interesse intrinseco.

45



Sia A € B(H) un operatore. A € C é detto nell'insieme risolvente di A (che si denota
con p(A)), se (AI — A) é invertibile e I'inverso é limitato. In altre parole (Al — A) é una

bijezione di H su se stesso. Se A € p(A) allora si denota
(AL — A)™' = Ry(A)

e tale operatore si chiama risolvente di A in A.

Si consideri ad esempio 1'operatore:
Mypf=nhf

con h continua e limitata. Allora M, € B(H) ove H = L*(R). L’operatore (A — Mj)~"

1
A—h"

appartiene al codominio di A allora é nell’insieme risolvente di M. Altrimenti ﬁ puod

se esiste, é I'operatore di moltiplicazione per la funzione E facile vedere che se A non
divergere. Tale operatore di moltiplicazione ¢é allora definito senza problemi solo su un
sottospazio denso di H delle funzioni L? che si annullano opportunamente nei punti in cui

h = X. Dunque per questi valori di A, (A — Mj,)~! é un operatore illimitato.

Esercizio. Sia A un punto del codominio di A . Si discuta una possibile caratteriz-

zazione del dominio di definizione di (A — M)t

I1 complemento o(A) = C/p(A) viene detto spettro di A. Per quanto visto sopra o(M},)
é il codominio della funzione h. Tra lo spettro di A un ruolo importante é giocato dalla

sua parte puntuale, denotata con o,(A) che consiste nell'insieme degli autovalori di A:
A€ oy(A) = Af = \f,

Dall’esempio discusso in precedenza si evince che 'operatore M), (per h non costante)
non ha spettro puntuale.

Teorema 5.1 Sia A € B(H). Allora

1) p(A) € aperto e non vuoto.

2) VA, e p(A), Ry(A) e R,(A) commutano.

3) Vale la sequente formula:

R(A) = Ru(A) = (1 — N Ru(A)Ry(4) (90)
4) o(A) #10
Dim Procediamo formalmente:
1 1 1 1 A,
A=A 1—§:Xn>o(x)' oy



Se A > ||A]| allora la serie definita dalla (91) é convergente in norma e identifica un

elemento di B(H) che é proprio I'inverso limitato cercato. Dunque p(A) # (). Inoltre se

/\()Ep(A)Z
L ! —R(A>§(A°_A)” (92)
A—A M- A 11— d=x o — A

T XA n>0

Se |[A = Xol|| Aol — Al| < 1, (quindi per A sufficientemente prossimo a Ag) il membro di
destra della (92) ha senso e definisce Ry(A). Dunque p(A) é aperto.

La (90) si dimostra facilmente:
RA(A) = Ru(A) = BA(A)(ul = A)R,(A) — RA(A) (A — A)R,(A) =

(1 = M) RA(A) R, (A)

Ci6é dimostra anche la 2).

Infine dimostriamo che p(A) # C. Per A > ||A]| e f, g € H consideriamo la funzione:

1,1
FO) = (F, n(A)g) = 1 3(5) "o
n>0
dove a, = (f,A"g). F ¢ una funzione analitica per A > [|A||, F — 0 per |\| — oco. Per
il teorema di Liouville, se F' # 0, F' deve avere qualche polo nel disco A < ||A]| e dunque
A — A non pué essere invertito per tuttii A € C.

Ci6 completa la prova del teorema. W

I prossimi tre teoremi costituiscono la parte pitd importante di questo paragrafo.

Teorema 5.2

Sia A € B(H) compatto autoaggiunto. Allora o(A) = o,(A) U {0}. Ogni autovalore
non nullo ha al pid molteplicitd finita. o,(A) non ha punti di accumulazione tranne, al
pit, lo zero.

Dim Sia A # 0. Per I'alternativa di Fredholm o (A — A) ha nucleo non banale, e dunque
A € o,(a), oppure (A — A) é invertibile con inverso limitato. A = 0 o é un autovalore
oppure appartiene allo spettro perché un operatore compatto invertibile, ha inverso non
limitato. Quindi 6(A) = 0,(A) U {0}.

Dimostriamo ora la molteplicita finita degli autovalori. Sia, per assurdo, Ae; = Ae;
con {e;} una successione ortonormale infinita. Ovviamente la successione {e;} non ha
sottosuccessioni convergenti. D’altra parte per la compattezza di A, Ae; (e dunque Ae;)
deve aver sottosuccesioni convergenti. Ne segue che la dimensione dell’autospazio associata

all’autovalore A deve essere finita.
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Supponiamo che esista una successione di autovalori A, tale che A\, — A # 0. Sia
{e,} una successione di vettori di norma 1 e mutuamente ortogonali tali che Ae,, = \,e,.
Naturalmente )\, e, non ammette sottosuccessioni convergenti, laddove per la compattezza
di A, Ae,, deve averne.

Si noti che I'autoaggiunzione di A é stata usata per avere I’ortogonalita degli autovettori.

|
Sia A € B(H). Si definsce raggio spettrale di A e si denota con r(A) la quantita:
r(4) = sup A (93)
A€o (A)
Teorema 5.3 Sia A compatto simmetrico. Allora r(A) = ||A|| . In particolare || Al

oppure —||A|| sono nello spettro di A e dunque almeno uno dei due é un autovalore.

Dim Ricordiamo che, poiché A é simmetrico, allora

[All = sup |(f, Af)].
Flfl=1

Allora esiste una successione f,, tale che || f,| = 1 per cui

(fas Afa) = A

dove A = ||A|| oppure A = —||AJ.
Poiché A é compatto, Af, é convergente (passando a sottosuccessioni se necessario).

Inoltre

[A S0 = Mall? =N ALl = 220 (fn; Afa) + N
<|AJI? = 2A\(fn, Afn) + A2 (94)
=2)% — 2X\(fo, Afn) — 0

da cui segue (dalla convergenza di Af,) che anche f, converge. Sia f il suo limite. Allora

necessariamente Af,, — Af e inoltre
Af = \f

e dunque A é un autovalore. W
Siamo ora in grado di provare il teorema spettrale per operatori compatti autoaggiunti.
Teorema 5.4
o0

Sia A € B(H) compatto autoaggiunto. Allora esiste una base ortonormale {e;}32, di

(KerA)* tale che:
Aej = )\jej (95)
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con \j — 0 per j — oo se il numero degli autovalori é non finito. Inoltre vale la rappre-

sentazione spettrale:

n=1 n=1
dove P, ¢ il proiettore ortogonale su e,,.

Osservazione 0 é un punto dello spettro di A. Se (KerA)* é non vuoto allora é un

autovalore. Altrimenti é un punto di accumulazione di autovalori e quindi é nello spettro.

Dim Basta ragionare sulla restrizione di A (denotata ancora con A) allo spazio Hy =
(KerA)*. Sia {e;}32, una base ortonormale associata al sottospazio M generato da tutti
gli autovettori di A (naturalmente associati ad autovalori non nulli). Basta dimostrare che
M- 6 il sottospazio nullo. Supponiamo il contrario. Consideriamo A la restrizione di A a
ML, Allora A : ML+ — ML perché A = A* e AM C M. A é un operatore autoaggiunto
e compatto su ML. Per costruzione A ha spettro puntuale vuoto, ma poiché é compatto
il suo spettro (che é non vuoto) si riduce a {0}. Dall’autoaggiunzione di A segue che
r(A) = |A|| = 0. Ci6 significa che M = {0} e il teorema é dimostrato. M

Si osservi che D'esistenza di una base ortonormale di autovettori e l'esistenza di un
infinitd numerabile di autovalori segue dall’autoaggiunzione di A come si vede risolvendo

’esercizio 2 seguente.
Esercizio 1 Sia H = [?(N), A € B(H)
(Au), = u,(1/n?) n=1...
Dimostrare che A é compatto e autoaggiunto. Determinare autovettori e autovalori.
Esercizio 2 Sia H = [*(N), A € B(H)
(Au), = up_1(1/n%), n>1, (Au); =0

Dimostrare che A é compatto, che non ha autovalori e determinare lo spettro di A.
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3. Applicazioni alle EDP

1. Osservazioni preliminari

Abbiamo visto, in Cap. 2 che gli operatori integrali A : L*([a,b]) — L*([a,b]) con nucleo
K € L*([a,b] x[a, b])), sono compatti. Cié permettere di ritrovare i risultati in Cap. 1 per le
equazioni integrali come casi particolari di equazioni lineari astratte su spazi di Hilbert. Lo

stesso risultato si ottiene, senza argomenti aggiuntivi, se si considera 'operatore integrale

A Ly(Q) = La(Q),
Af(z) = /Q dyK (2, 9)(4), (97)

dove ) C R™ é un insieme aperto limitato di R™, oppure é un aperto limitato, contenuto
in una superficie regolare immersa in R"*!. In quest™ultimo caso alla misura di volume
dy va perd sostituita la misura di superficie. Se K € L*(Q x Q), tutto funziona come
in dimensione 1 e possiamo concludere che A é un operatore compatto, per cui possiamo
ancora applicare i teoremi di Fredholm visti in paragrafo 4.

Nelle applicazioni, tuttavia, capita di dover considerare nuclei illimitati con singolarita

pit forti di una singolarita quadrosommabile. Consideriamo, ad esempio, K della forma:

K(z,y) = @) (98)

CJz—yl

con 2a > n, ove n é la dimensione dello spazio fisico. Si consideri 'operatore integrale (97)
con con nucleo dato dalla (98), ove Ky € C(Q x Q).

Sea < n, K(z,-) € L'(Q) per ogni z € Q, manon ¢ L*(Q x Q) per cui le considerazioni
svolte in Cap.2 non sono immediatamente applicabili.

Si dimostra facilmente che A é un operatore continuo in L*(Q). Infatti:

Af@P = [ [ KooK o) 00 )
Poiché 2| f(y1) f(y2)] < [f(v1)]* + | f(y2)]?, si perviene alla disuguaglianza:
Af@F < [ 1 Gonldn [ 1 )1 o) e
Infine integrando in dz, usando che sup,cq [ |K(z,y)|dy < C, si ottiene:
IAfII” < CIIfII?, (99)

il che prova la continuitd di A.
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In realta si pué dimostrare di piu.

Lemma 1.1 Sia A definito in (97) con K che soddisfa alla condizione (98). Allora A
€ compatto
Dim.

Si consideri il nucleo regolarizzato
KN(Z',Q):K(x,y), |$_y|>N_l
Ky(z,y) = Ko(z,y)N®, |z —y| <N~ (100)
Definiamo poi 'operatore Ay:

Axf(z) = /Q dyK(z, ) f(y) (101)

Poiché Ky € C(Q x @), Ax (che é naturalmente continuo) é anche compatto.
Usando che [f(y1) f(y2)| < 5[1f(0)” + £ (y2) ] si ottiene

(A= An)f(z)] §/|K(x,y1)—KN(x,y1)|dy1/|K(x,y2)—KN(x,y2)||f(y2)|2dy2. (102)

Inoltre:
/ K (2,51) — Kn(a,y)ldy < 2 / K (2, y0)|dy: < C.

Fissato poi v,

1
Klow) ~ Kn(allde <2 [ del ooyl < Ol
/ |lz—y|<N-1 ’.% - y’a Nr-e
Utilizzando queste due stime e integrando la (102) in dx si ottiene:
1
(A — An)fII” < C/ |K (2, y2) — Kn (@, y2)| f (y2)|Pddy, < ONn—a £,

e dunque:

C
JNn—a

Ci6 implica che A é limite in norma di operatori compatti e dunque é compatto. W

|A—Ax| <

Il Lemma 1.1 permette di applicare i teoremi di Fredholm alle equazioni integrali con
nucleo con singolarita integrabile, cosa che faremo nell’ambito della teoria delle equazioni
ellittiche.
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Nello studio delle equazioni differenziali alle derivate parziali é sovente utile pensare
Poperatore di Laplace Af = >, 82 f, come un operatore lineare su L*(Q) dove @ C R"
¢ un dominio regolare (aperto con frontiera C*). Abbiamo visto che tale operatore non ¢
limitato e, necesariamente, il suo studio richiede qualche cautela.

Se il problema fisico in esame richiede condizioni al contorno nulle, é naturale definire
A su CZ(Q) (spazio delle funzioni due volte differenziabili, con condizioni al bordo nulle).
Si osservi che se u,v € C3(Q), il teorema della divergenza e le condizioni al contorno nulle

ci forniscono l'identita:

(u, Av) = (u, divVv) = /

Q

:/ ﬂV'U-n—/Vﬂ-Vv:—/Vﬂ-Vv:—(Vu,Vv),
o0Q Q Q

dove n € la normale esterna a Q) e V = 0,, i = 1...n e 'operatore gradiente.

dz’v(qu)—/Vu-Vv
Q

Analogamente:
(Au7 U) = _(VU, V'U)v

da cui
(Au,v) = (u, Av).

Quindi 'operatore A é simmetrico (o hermitiano). Inoltre é negativo in quanto vale
(Au,v) <0.

Diciamo che A é simmetrico ma non usiamo la parola autoaggiunto perché tale dizione é
usata, nel caso di operatori non limitati, in un’accezione piu restrittiva che non vogliamo
discutere nel presente contesto.

Queste considerazioni e la naturale introduzione del prodotto scalare (Vu, Vov) sug-
geriscono la definizione di un nuovo spazio.

Si considerino gli spazi L*(Q) e C°(Q). Quet’ultimo é lo spazio delle funzioni infinita-
mente differenziabili, a supporto compatto in ). In particolare tali funzioni sono nulle su

0Q. Su C(Q) possiamo definire il prodotto scalare:
(.90 = [ V7 - Vol (103)

Denotiamo con || f||; = (f, f)!/? la norma indotta dal prodotto scalare (103). Il completa-
mento di C2°(Q) per la norma || - ||; si denota con H}(Q).

Si pu6 vedere facilmente che in questo argomento possiamo sostituire C2°(Q) con C1Q).
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R

R; n—i

x|

Lo spazio H] contiene funzioni piti regolari delle funzioni in L?. Per vedere questo fatto
rappresentiamo i punti = (z; ...x,) di R" come la coppia x = (7,y) dove T € R""! dove
7 € R, e y é la coordinata nella direzione ortogonale a questo iperpiano. L’origine degli
assi ¢ poi fissata in modo tale che il dominio () sia interamente contenuto nel semispazio
y > 0. Si consideri poi f € C(Q) come estesa in tutto lo spazio, nulla fuori di Q.
Naturalmente tale funzione, denotata ancora con la stessa notazione f (con piccolo abuso),
soddisfa alla proprieta f € C°(R™).

Allora, poiché f(z,0) = 0:

_ Yof
fx) = f(z,y) = a_(xayl)dyl (104)
0o U1

da cui, usando Cauchy-Schwarz,

FEyP <d / |§—51P<x,yl>dyl

dove d é il diametro di (). Integrando infine in dxdy si ottiene
> 0
1P <a [ do [Canlgt P <@ [ aivit@ =@l o
Rn—1 0o ayl Q
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Questo prova che la topologia di H}, ristretta su Cg°, é pit forte della topologia di L?
e dunque H{ ¢é strettamente contenuto in L.

In particolare una successione in C§° di Cauchy in Hj é convergente in L?. Dunque la
disuguaglianza (105) si estende per continuité a funzioni in Hj. Allora:

Teorema 1.2 (disuguaglianza di Poincare) Sia Q) un aperto limitato con frontiera

regolare in R™. Allora

Il < Clifl (106)
per ogni f € Hy.

La costante ottimale che appare nella disuguaglianza (106) e che dipende dal dominio,

puo essere caratterizzata come vedremo in seguito.

Per vedere pit esplicitamente cosa contiene Hj, consideriamo il semplice caso di un
intervallo finito. Sia dunque @ = [0,7]. Le funzioni f € C°(]0,7]) sono esprimibili per
serie di Fourier (composta di soli seni). Come nel caso della corda vibrante lo sviluppo di
Fourier é fatto su (0, 27) e prendiamo la restrizione in (0, 7) delle funzioni dispari intorno

a 7 per soddisfare automaticamente le condizioni al contorno). Si ha:

flz) = Z o sin na (107)

n>1
L’applicazione:

f— fn = %/Oﬂ f(z) sinnxdx (108)

definita su C2° pud essere estesa per continuité su tutto L? (ed ha come immagine [?). Se

invece muniamo C2° della topologia di H} allora:

Il =171 =D e?lfal? (109)

n>1

da cui ne segue che il completamento dell’immagine in [ dell’applicazione (108) é I'insieme

delle successioni per cui

> 0| ful? < +o0. (110)

n>1
Tale sottoinsieme di [? ¢ infatti la famiglia delle serie dei coefficienti di Fourier delle funzioni
di Hy.

Non é difficile dimostrare che Hj ¢ formato dalle funzioni assolutamente continue, cioé
della forma:

o) = [ dsgls
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con g € L*([0,n]). Dimostrare asserto per esercizio.

Nota. In vista di quanto diremo nel seguito, ¢ bene osservare che mentre la successione
{sinnz}°%, non é una base completa in L?*([—7,7]) (infatti mancano i coseni per poter
rappresentare ogni funzione per mezzo della serie di Fourier), essa é una base completa in
L3([0,7]). Si dimostri I’asserto.

Occorre tenere a mente il seguente importante fatto. Sia { fk} una successione per cui
vale la (110). Consideriamo:
+o0
fay= 3" fae (111)
n=—o0
Ora le funzioni del tipo (111) non soddisfano necessariamente le condizioni al contorno
nulle, pur essendo funzioni abbastanza regolari per le proprieta di decadimento dei coeffi-
cienti (decadono pit di |n|™!). Lo spazio che cosi si ottiene, denotato usualmente con H',
contiene le funzioni assolutamente continue con derivata L2, che non sono necessariamente
nulle agli estremi. H' non é dunque il completamento di Hj, che é gid completo di per se,
ma é uno spazio strettamente piu grande.
Lo spazio H' pué essere definito in generale come lo spazio delle funzioni L?(Q) con
derivata distribuzionale in L?(Q) e con norma || f||3, = || f]|* + [[Vf]]*. Ovviamente Hj é

strettamente contenuto in H'.

Dimostriamo ora un fatto molto importante che fornisce una caratterizzazione dei com-
patti in L*(0, 7).

Vale I'affermazione seguente: le parti limitate e chiuse di H{((0,7)) sono compatte in
L2([0, ]).

A questo fine si consideri una successione f,, in Hj tale che:

LAl = 1fallE = D REIfael < © (112)

k>1

Sia f,, una sottosuccessione tale che (f,,)r — fr per ogni k& > 0. Fissato ad arbitrio
M > O:

. . . « 2 C
timsup S 1(Fude — G = Timsup S |(udi — (o P < 2

. . . . k2 - M2
1—00, J>1t E>1 1—00,  J>1 k>M

e quindi f,. converge fortemente in L.
Quanto mostrato nel caso unidimensionale vale anche in dimensione maggiore e cioé si

pué anche mostrare, pid in generale, che insiemi chiusi e limitati di H}(Q) sono compatti
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in L?(Q). Prima di dimostrare questo fatto, (vedi Teorema seguente) ne considereremo un
importante conseguenza.

Vogliamo studiare, se esiste, I'inverso dell’operatore A, per il momento definito su
C>(Q), con @ aperto limitato e regolare in R™.

Supponiamo dunque che esista un operatore A definito da
A:v— Ave H), veC>®Q)

tale che
(Av, Au) = (v,u), u,v € C(Q).

Allora, dalla precedente identita segue
AT A=AA=1 (113)

e inoltre dalla

(AAu, Av) = (Au,v) = (u, Av) (114)

segue anche
AA =1, A=A"

e dunque A inverte A ed é simmetrico. Osserviamo che le identita (113) e (114) valgono
per u,v € C°.
Per dimostrare l'esistenza di questo operatore A consideriamo v € L?(Q) e il funzionale
lineare [, : H} — C:
Ly(u) = (v,u), u € Hy. (115)

Per la (106):
o ()] < Jvllflull < Cllvllflully

e dunque il teorema di Riesz ci assicura che esiste v € Hj tale che
(v,u) = (v,u)q, veL?ue H. (116)
Denotiamo con —A Poperatore v — o, definito su tutto L?. Per u,v € C° risulta
(v,u) = =(VAv, Vu) = (Av, Au)
Abbiamo dunque costruito 'operatore A. Inoltre

| Av|]T = (Av, Av)y = —(v, Av) < [Jv[]| Av]],

26



da cui, usando la (106) ne segue che A é non solo limitato. ma anche compatto in virti
del Teorema 1.3 seguente.

Si noti poi che, dall’identita
(v,u) = —(Av,u);

(v € L? e u € H}) ne segue che se Av = 0 allora anche v = 0. Dunque A ¢ invertibile in
L?, con inverso illimitato perché A é compatto. A~! estende A che possiamo pensare come
definito sul codominio di A.

La conseguenza fondamentale di questa analisi é che, sulla base del teorema spettrale,

possiamo evincere che esiste una base ortonormale {e;} in L? tale che:
Aej = )‘jej (117)

con gli autovalori A\; < 0 perché A é negativo. Si noti che A ¢é invertibile e dunque 0 non
pud essere un autovalore. Le funzioni e; sono nel codominio di A" per ogni n e dunque
sono funzioni molto regolari perché A, essendo compatto, ha un’azione regolarizzante. Si
puod in effetti dimostrare che e; € C§° come vedremo tra poco.
Dalla (117) ne segue che:
—Aej = pje; (118)

dove p; = —)\;1 sono gli autovalori dell’operatore di Laplace. Naturalmente p; — oo

quando 7 — 0o e possono essere ordinati in ordine crescente py < pg . ...

Si osservi che l'operatore di Laplace A definito come inverso dell’operatore —A, é
definito su un dominio pit grande di C2°, dominio iniziale, ma, essendo in H} descrive
contiene condizioni al contorno nulle. Quest’analisi generalizza infatti la serie di Fourier
per domini ) qualunque e permette di risolvere facilmente molti problemi lineari come ad
esempio I'equazione delle onde o del calore con condizioni al contorno nulle, come vedremo
pit in dettaglio alla fine del capitolo.

Come annunciato formuliamo il Teorema seguente che caratterizza gli insiemi compatti

in L?(Q).

Teorema 1.3 La palla unitaria chiusa di Hi(Q) é compatta in L*(Q).

Dim. La dimostrazione é basata sul teorema di compattezza di Ascoli-Arzela.

Consideriamo una successione {f,} tale che [|f,|i < 1. Vogliamo mostrare che é
possibile estrarre una sottosuccessione convergente in L?. A questo fine introduciamo un

processo classico di regolarizzazione.
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Sia g € C*°(R") a supporto contenuto nella palla unitd di R", positiva e tale che

/x|<1 drg(z) =1

Si definisca poi:

gn(@) =n7"9(0).

che é ancora una funzione C'*°, positiva, di integrale uno ed é anche una approssimazione
della 0. Estendiamo ora la successione { f,,} ad una successione di funzioni, ancora denotata
con { f,}, definite su tutto R” ponendo semplicemente f,(x) =0 se x ¢ ). Consideriamo
infine la successione {g, * f,}. Questa é una successione di funzioni C* equilimitata,
equicontinua, e nulla al di fuori di un compatto di R" (precisamente {z € R"|dist(x, Q) <

n}).

Vediamo 'equilimitatezza. Si ha

C(Q)
nn

C
|9y * fnl(2) = |/9n(5’7 —y)faly)dy| < n—annHLl(Q) < [/l (119)

L’equicontinuita si dimostra analogamente:
0% @) = 90 ) = | [l = 2) = a0 = D)

< Gz —ylllfallzi@) < Clm Q) —ylll fall (120)

dove C'(n; Q) é una costante (dipendente da @) e divergente in 7).

Dunque, per ogni 7, possiamo estrarre sottosuccessioni di {g, * f,}, uniformemente
convergenti.

Denotiamo con g, * f,, una sottosuccessione uniformemente convergente (e quindi con-
vergente in L?) comune per una successione 7 — 0. Questa sottosuccessione pué essere
costruita con il solito argomento diagonale.

Si osservi inoltre che, in virtd dell’identitda di Parceval:

[ dalloys = £)@F = [ dkiL=@rrra,@PIf 0P 2)

D’altra parte

@) 24, (k) — 1] = | / 9(y) (e — 1)dy| < |k, (122)

per cui

[ dalloys 5= £)@F <n [ @RPIEGE=ull =0 (29
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Concludiamo con un argomento ¢/3:

[ = Fonll < Mlgn % frr = g * Fonll + g * foo = Full + Mg * frn = fonl- (124)

Il limite ( per n — 0o e m > n) del primo termine del membro di destra della (124) va
a zero per il Teorema di Ascoli-Arzeld, mentre gli ultimi due sono uniformemente (in n e
m) limitati da n che é arbitrariamente piccolo. Quindi f,, é una successione di Cauchy in

L? e ci6 conclude la prova. W

Torniamo ora ad analizzare le proprietd di regolaritd delle autofunzioni e; del Lapla-
ciano. Vale il seguente

Teorema 1.4 Per ogni j =1...00, e; € C3°(Q). Inoltre vale la stima
|DFesllo < Coult

dove D denota una qualsiasi derivata parziale e col simbolo D* si intende un qualsiasi
prodotto di k derivate parziali.

Dim. Dalla (118) che riscriviamo per comodita
—Aej = pie;
possiamo concludere che
() =15 [ dnGolp)es(w) (125)

dove Gg(z,y) la funzione di Green del problema di Poisson con condizioni nulle al bordo.
In altre parole si ha : —A,Gg(z,y) = d(z —y) e Go(z,y) = 0 per z € 0Q.

Per fissare le idee lavoriamo in tre dimensioni. In particolare ci interessa richiamare che

Go(z,y) = Gl —y) +7(z,y)

dove G ¢ la funzione di Green libera e v é una funzione armonica che aggiusta le condizioni
al contorno nulle violate dalla G.
Come conseguenza, fissato y € Q, Go(-,y) € C*(Q/{y}) vale

Q

Go(z,y)| <

Gala)| < -
C

|z —yl*

Infine Go(z,y) = Go(y, x) e V,Go(z,y) = —V,Go(z,y). In altre parole, per = prossimo

[VGq(z,y)| <

a y, Gg si comporta come la funzione di Green in tutto lo spazio.

29



Per cominciare osserviamo che, usando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, poiché
Go(z,-) e e; sono L?, allora e; € L™,
Ma anche

Ve;(z) = Mj/dyVGQ(l“,y)@j(y)-

e poiché e; ¢ limitata e VGg(z, ) é integrabile, ne segue anche che Ve, esiste e Ve; € L™,
Quindi e; € C.
Possiamo poi usare la stessa tecnica per ottenere regolaritda maggiore. Infatti

D%e;(a) = ~1; [ dyDGiole.)Des(v)

dopo aver integrato per parti.
A questo punto possiamo iterare la procedura e dimostrare che e; € C*(Q). Lasciamo

al lettore provare la dipendenza da ;. W

Osservazione L’esistenza della funzione di Green in un dominio regolare ) é con-
seguenza dell’esistenza e unicita della soluzione dell’equazione di Laplace con condizioni
assegnate al bordo. Questa affermazione sarda provata nel seguito con un argomento in-
dipendente e cioé senza usare le proprieta delle autofunzioni che abbiamo discusso in questo

paragrafo.

2. Equazione del calore

Affrontiamo ora il problema di Cauchy per I’equazione del calore con condizioni al contorno
nulle .

Si consideri dunque il problema:

(@u:Au, n Q

u(z,t) =0, x€0Q (126)

| u(z,0) = uo(x) € L*(Q).

E’ naturale ipotizzare una soluzione della (126) della forma:
(e, t) =Y uy(t)e;(w) (127)
j=1
da cui si perviene facilmente al problema differenziale ordinario disaccoppiato:
I:Lj = —/L?’U/j
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che ha soluzione
u;(t) = (ug)je ™",
da cui

Z up)je *ite;(x) (128)
7j=1
Confrontando con la (127), deve essere

(uo); = (€5, uo)-

Vogliamo ora dimostrare che la (128) é una soluzione (classica) dell’equazione del calore.
Siccome si verifica facilmente che la (128) é una soluzione formale, per dimostrare che essa
soddisfa effettivamente all’equazione del calore occorre dimostare che la funzione u(x,t),
definita dalla (128) ¢ differenziabile in ¢ e due volte differenziabile in z.

Per far vedere cié basta dimostrare che la serie a termini positivi

o0

> etk (129)

=1

é convergente per ogni t > 0 e k intero positivo o nullo. Infatti dall’equazione agli autovalori

segue che
1
~ela) = [ Golop)esto)dy
J

da cui

SO (e Z|/GQ £, 9)e; (v)dy /|GQ v, y)dy.

5 Hi

Si noti che I'ultimo termine ha senso perché Gg(z,y), come funzione di y a z fissato ¢ in
L?(Q) e inoltre

[ 1Gate.v)Payiz < €

Integrando rispetto a x si perviene alla stima

Z(i)2 <C (130)

Hj

Nell'ultimo poassaggio abbiamo commutato l'integrale con la serie (si dimostri che cié é

/dx\ej(m)\z ~ 1.

La convergenza della serie (129) (per ¢ > 0 beninteso) segue chiaramente dalla (130).

lecito) utilizzando poi 'identita

61



In conclusione
Teorema 1.5 La funzione u = u(x,t) definita dalla (128) € una soluzione classica
dell’equazione del calore per ogni t > 0. Inoltre

limu(z,t) = up(x) (131)

t—0

nel senso L*(Q). Tale soluzione é unica.
Inoltre, se ug > 0 allora u(x,t) > 0.
Infine
lim u(x,t) =0 (132)

t—00
nel senso L?(Q).
Lasciamo al lettore la prova ovvia della (131) e della (132) . Per quanto riguarda
I'unicita e la positivita, basta invocare il principio del massimo per ’equazione del calore.
Si noti infine la forte proprieta di regolarizzazione che emerge dalla soluzione dell’equazione
del calore: dati L? si regolarizzano istantaneamente diventando infinitamente differenziabili
nel tempo e nello spazio.

Con la stessa tecnica si pué risolvere I'equazione di Schrodinger

(0 = —Au, n Q

u(z,t) =0, x€0Q (133)

| u(r,0) = up(z) € L*(Q).

e 'equazione delle onde

( Opu = Au, in Q

u(z,t) =0, z€0Q (134)

| u(,0) = ug(x), Opu(w,0) = vo(x)  uo € Hy,vo € L2,

Si osservi perd che le soluzioni che otteniamo per serie in questi due casi, non hanno la
stessa regolarita delle soluzioni dell’equazione del calore, ma ereditano solo la regolarita’
del dato iniziale.

Esercizio 1 Dimostrare che, nelle ipotesi fatte, ’equazione delle onde ottenuta per

serie gode della proprietd di conservare I’energia. Perché abbiamo assunto che ug € H3?
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Esercizio 2 Dimostrare che la soluzione ottenuta per ’equazione di Schr 6dinger con-
serva la norma L% Se supponiamo che uy € H{, allora anche la norma H} é conservata.
Interpretare fisicamente queste leggi di conservazione.

Sappiamo che la funzione di Green G si pud costruire risolvendo mi Problema di
Laplace con condizioni di Dirichlet. Ma anche l'invero é vero. Infatti, supponiamo di
possedere la funzione di Green G/gy. Percorrendo le stesse linee che ci portarono a dimostrare
la rappresentazione integrale delle funzioni armoniche, richiamata in Introduzione, si per-

viene all’identita

u(z) = /a n, Gl y)uly)do(y)

per cui noto il valore al bordo di una funzione armonica si pud conoscere il suo valore
all'interno del dominio. Quindi conoscendo G¢ si pu6 risolvere il problema di Laplace con
dato al bordo assegnato.

Si osservi infine che la conoscenza degli autovalori e delle autofunzioni di A ci permette
di dare un’espressione, purtroppo solo formale, della funzione di Green. Infatti espandendo

G¢ come funzione della prima variabile in autofunzioni, si ha

Golz,y) = Z Gi(y)ei(x)

dove
@@zéawwmm.
Ma
! e —l x é-x:i T — é-x:ié
@@z—zéamwmaw—méA%<mx> mé& De(@) = el

da cui si ottiene

Golw,y) = 3 ~e(@)ey).

. 7
K3

Lo studio della convergenza di questa serie non é agevole.

3. Potenziali di volume, di semplice e doppio strato

In elettrostatica (ma anche nello studio dei fenomeni gravitazionali) occorre spesso dover
studiare il potenziale generato da una distribuzione di volume o superficiale di cariche
o una distribuzione superficiale di dipoli. Questi concetti sono legati alla soluzione di

equazioni importanti, quale ’equazione di Laplace o di Poisson, che trovano applicazione
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in molti campi della Fisica e nelle applicazioni. Ad esempli o in Teoria dell’elasticita e
nella Meccanica dei Fluidi.

Richiamiamo questi concetti.

Sia p € L N LY(R?). Si consideri il potenziale di volume definito da

u(z) = ﬁ/ |xp<_y>y|dy - /G(x —y)p(y)dy (135)

Ricordiamo che la funzione di Green libera G(x) = iﬁ risolve
AG(z) = —6(x)

Au(z) = —p(x) (136)
Si osservi preliminarmente che l'integrale al membro di destra della (135) é ben definito.
Esercizio Si dimostri che |u(z)| < C

La finitezza di questo integrale non garantisce per6 che ’equazione di Poisson si sod-
disfatta in senso classico. Perché ci6 accada deve essere u € C?.

Ci aspettiamo che almeno u € C! perché, formalmente

1 [(z—y)
\V4 = — d 137
u(z) 47T/ |x_y|3p(y) y (137)
da cui, osservando che —lx_ly‘Q ¢é localmente sommabile, 'esistenza del membro di destra

suggerisce che Vu esiste ed é dato dalla formula (137).
Esercizio Si dimostri che Vu esiste e che vale la (137).

Esercizio Si dimostri che, nelle stesse ipotesi, la u soddisfa all’equazione di Poisson

nella seguente forma debole

/ (@) pla)de = / Vo(z) - Vu(z)
per ogni ¢ € Cg°.

Perché la (135) sia una soluzione classica dell’equazione di Poisson occorre richiedere
una qualche regolaritd ulteriore per la p. Se assumiamo che p € C* allora, con una semplice

integrazione per parti otteniamo
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Vula) = 1= [ ==Vt (138)

da cui, per I'argomento visto prima, risulta u € C? e dunque u é una soluzione classica.
Questo risultato ci lascia insoddisfatti. Dall’ equazione di Poisson sembrerebbe che nel
passaggio p — u si debba poter guadagnare due derivate e non soltanto una. In effetti é
possibile dimostrare che, in aggiunta alle ipotesi che abbiamo fatto, se p € C* | con a > 0
(spazio delle funzioni Holder continue di esponente « allora v € C?. Per vedere questo
fatto, assumiamo per semplicita che p sia a supporto compatto.
Per vedere questo fatto si definisca

% 3@yl —y); _ 0:0;G(z —y)

lz —y|? |z —yl°

Kij(x —y) = —

dove 0; = B%i' Allora, fissato € R3, sia R abbastanza grande in modo che B(z, R), la sfera
di raggio R e centro z, contenga il supporto di p. Sia infine B.(z, R) = B(z, R)/B(z,¢).
Calcoliamo allora

lim Kij(x—y)p(y)
e—0 B. (x,R)

che é un buon candidato per 9;,0;u. Si osservi che Kj; ; non é localmente integrabile per cui
occorre cautelarci isolando la singolarita.
Poiché

/ Koo —y) = (139)
Be(z,R)

per simmetria, allora

lim K j(x—y)p(y)dy = lim K;Aw—yﬂp@)—m¢ﬁdy=i/ Kij(x—y)(p(y)—p(z))dy
€20 /B (z,R) =20 JB.(z,R) B(z,R)

L’ultimo passaggio é giustificato dal fatto che I'integrando é questa volta localmente somma-
bile perché, in virti della disuguaglianza |p(z) — p(y)| < Clz — y|* si evince che

e =)o) = p@)] € Oy
yl
e dunque l'ultimo integrale esiste.
La dimostrazione della (139) non é immediata. Si consiglia di considerare separata-
mente il caso i = j e ¢ # j. Si trovino poi le cancellazioni cruciali che intervengono

nell'integrazione per ottenere la (139).

Passiamo ora a definire il potenziale di strato semplice. Sia ¥ una superficie regolare

immersa in R?. p € C(X;R) una distribuzione di cariche superficiali
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Ricordiamo che il potenziale u generato da tale distribuzione superficiale di cariche
(talvolta detto potenziale di singolo strato), é dato dalla formula:

ue) = 4 [ ota) P) (140)

T 4n lz —y|’

dove o é la misura superficiale.
u(z) é naturalmente ben definito in tutti i punti (inclusi quelli della superficie ¥ perché
1

T é integrabile in due dimensioni), ed é continuo nell’attraversamento della superficie X.

Naturalmente u ¢ armonica in R?/3.

Per risolvere il problema di Laplace con condizioni al contorno di Dirichlet per un
dominio generale, cosa che faremo nelle prossima sezione, é utile richiamare la nozione
di potenziale generato da una distribuzione di dipoli detta anche distribuzione di doppio
strato.

Consideriamo due cariche puntiformi localizzate nei punti y e y + hAn, dove h é un
piccolo parametro e n é un versore prefissato. Le due cariche valgono —h~! e h~!. Tale
configurazione di cariche prende il nome di dipolo.

Calcoliamo ora il potenziale generato da questa coppia di cariche. Si noti che le cariche
devono divergere in ragione inversamente proporzionale alla distanza, se vogliamo che il

potenziale da esse generato in un punto assegnato non tenda a svanire. Denotando con uy,

tale potenziale, risulta (ricordiamo che G(z) = ﬁﬁ in 3 dimensioni).
1
un(2) = 2[G(z —y — hn) = G(z — y)] (141)

e dunque, definendo:
v(x) = lim up(x)
h—0

si ha: 1 ) ) ( )
T—1yY)n cos(x —y,n
vm) =ViGle—y) =g v —yl®  Ar |-yl

(142)

La funzione v = v(x) data dalla (142), definita per x # y, é armonica e descrive il
potenziale generato da un dipolo puntiforme. Si osservi che la singolarita per z ~ y ¢
O(|x — y|™?) e quindi pit forte di quella creata dall’usuale potenziale di singolo strato.

Data ora una superficie 3, consideriamo una distribuzione continua di dipoli p: ¥ — R
su di essa. Per un dipolo dobbiamo considerare non solo la densita di carica p, ma anche
la direzione. Assumeremo che tale direzione sia la normale n alla superficie (dal meno al
pit come in figura). Il potenziale generato da tale superficie sard dunque:

o) = [ u(y) T 4 (143)

T ar [z —y|?

66



L’espressione (143) prende il nome di potenziale di doppio strato. Si osservi che la
(143) ¢ perfettamente ben definita, non solo in R3/% dove v é armonica, ma anche per
x € X. Infatti per x = y, (con z,y € X), cos(z —y,n) = |r — y| e dunque la singolarita
nell’integrale (143) é dell’ordine di |x — y|~! la qual cosa rende perfettamente convergente
I'integrale anche se x € X..

La funzione v sara dunque pensata definita ovunque, compresi i punti della superficie.
Tuttavia, anche se il potenziale generato da un doppio strato ha senso se calcolato sulla
superficie, la funzione v(x) non é continua nell’attraversamento della superficie stessa. Per
vedere questo fatto conviene, inizialmente, considerare il semplice caso di una superficie
piatta ¥ = {z3 = 0}. Si ha:

1
U($1,$2,$3) = E//dwdyzu(yl,yz)

cos 0
(X1 —11)? + (w2 — y2)? + (25 — y3)?

dove 6 é I'angolo formato dall’asse delle z3 e dal vettore x — y.

Per semplificare le notazioni possiamo assumere il punto x potenziato, sull’asse delle
r3 e dunque ’espressione assume la forma:
1
U(O,07l‘3) = E\//dyldyﬁu(yhy2)

€3

144
(Y7 + 93 + 23)°/7 i

Vogliamo investigare il limite z3 — 0 di questa espressione. Posto x3 = £¢, con € > 0

e operando un opportuno cambio di variabili si ottiene:

1
(yf +u5 +1)%2

1
v(0,0,+¢) = ig//dyldyzu(athﬁ
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Poiché vale

1
//dyldy2(y%+y§+1)3/2 =

e p € una funzione continua, ne consegue che:

1
lim (0,0, 23) = £-p(0,0)

z3—0% 2

0, in generale,

li =+-
xgg%iv(xlyj’éal‘?v) 2/,L(.',U1,l'2)

Dunque v(x) é una funzione che ha una discontinuité di salto per x3 = 0 e il salto é dato

dalla densita p calcolata nel punto di attraveramento della superficie.

Nella precedente dimostrazione abbiamo calcolato la discontinuita attraversando la su-
perficie ¥ trasversalmente. E’ facile dimostrare che il risultato non cambia se la superficie

é attraversata in maniera arbitraria.

Un’ulteriore osservazione sul limite appena discusso sara utilizzata nel seguito. Posto

1 3
w029 = o [ (o 1e) dpdy,  (149)
A ) Jragi<e?y (Y7 + v +23)%?
con |z3] =€ ee/d — 0. Si pué dimostrare che:
. 1
lim vs(0,0,23) = +=p(0,0) (146)
xr3—0 2

e dunque 'unico contributo dell’integrale al limite viene da un piccolo intorno dell’origine.

Il lettore provera questa affermazione per esercizio.

Siamo ora in posizione di considerare il caso generale. Si consideri una superficie rego-
lare X, xg € X e Is:
Is =Y N {z||lx — x| <}

'intersezione di ¥ con una sfera di raggio § attorno al punto xy. Allora per x ¢ ¥;

o)== [ u(y) V) gy

G |z —y[?

1 cos(x —y,n)

(v) P— do(y). (147)

A7 /I
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Posto ¢ = |(z — x¢) - n|, dove n é la normale in xy a ¥ e consideriamo ora il limite
e—0,0—=0,¢/ — 0. 1l primo integrale pué essere calcolato come nel caso piatto (con
un piccolo errore dipendente da o(¢), mentre il secondo integrale converge a

1 cos(x —y,n)

1(y) P— do(y).

ar Js

In conclusione arriviamo all’importante formula:

tim ofe) = o) + - [ ) o) (148)

Si noti che nel caso piatto il contributo dell’integrale nel membro di destra della (148)
svanisce perché cos(xg — y,n) = 0.

La formula (148) costituisce, come vedremo nella prossima sezione, un utile strumento
per la soluzione del problema di Dirichlet per I’equazione di Laplace.

La formula (148) é stata ottenuta per via diretta con considerazioni geometriche che non
abbiamo completato. C’e’ una strada piu elegante per ottenere questa formula (interessante
di per se) che presenteremo pit avanti.

Concludiamo con un’osservazione notazionale:

1 cos(x —y,n) OG(x—1y)
i |z —yP? a ony

0G(z—y)

dove o ¢ la derivata direzionale nella direzione n,.
Yy

4. Campo elettrico generato da uno strato singolo

Dato un potenziale u di strato singolo (vedi (140)) passiamo ora ad analizzare il comporta-
mento di Vu, che, a meno di un segno, ¢ il campo elettrico generato da una distribuzione
superficiale di cariche positive p.

Saremmo tentati di scrivere l'uguaglianza:

Vu(z) = / VG (. y)p(y)do (y) (149)

Al solito il membro di destra della (149) ha perfettamente senso per x ¢ ¥ e si pud
facilmente dimostrare che, in quest’ipotesi, si pué differenziare la (140) sotto il segno di

integrale e dunque la (149) vale. I problemi nascono quando si vuole calcolare il campo

Vu(z) su . Poiché VG(x,y) = —ﬁ S:j%, la singolaritd non é integrabile per cui il campo
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Vu(z) non ha un ovvio senso se calcolato su X. Se proiettiamo Vu(z) lungo la direzione
normale n alla superficie in un punto x abbiamo la seguente espressione:

aasx (z) = —i g p(y)%da(m = a—G(fc —y)p(y)do(y)

» anx

In analogia con quanto visto per il potenziale di doppio strato, del campo gTu(x) am-
mette una discontinuita di salto nell’attraversamento della superficie nel punto xq e tale
discontinuitd é data dalla densitd di carica p(zg). Procedendo come nel caso del potenziale

di doppio strato otteniamo le formule:

o Ou 1 oG
gi} . (z) = ¢§u(wo) + /E w(y) . (o — y)do(y).

Non é difficile dimostrare che invece la componente tangente del campo F = —Vu é
continua.

Si consideri, per esercizio, una distribuzione di cariche sulla retta {z; = 0} in R?, e
il potenziale bidimensionale G(z,y) = —%log |z — y|. Si calcoli il campo F(0,z3) e le
proprieta di continuitéd per x5 — 0% delle due componenti F;, i=1,2.

Si svolga lo stesso esercizio nel caso in cui la superficie sia un piano.

5. Formula di Gauss

Come annunciato dimostriamo la formula (148) che é stata ottenuta con argomenti geo-
metrici che non abbiamo sviluppato fino in fondo. Premettiamo il seguente importante
Lemma.

Lemma di Gauss Sia D un dominio regolare di frontiera . Si consideri meno il

potenziale di doppio strato con distribuzione uniforme (u=1):

u(zr) = —/Eg—fyda(y). (150)
Allora
u(z) =0 se xe€D°
u(z) =1/2, se x€0dD
u(z) =1, se z€ D
Dim
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Se x € D¢ o
u(r) = — a—da(y) = —/ A,G(z —y)do(y) = 0.
x 0Ty D
Se invece x € D, isoliamo la singolarita con una palla B(z,¢) di raggio e.

Allora

oG oG
o- | o A —yinty) = [ S doty) + [ s,

5 Ony Bla) Ony
Poiché I'ultimo integrale tende a —1 per ¢ — 0, anche questo caso é provato.

Rimane da considerare il caso in cui il punto z sia sulla frontiera. Isolando ancora la
singolarita con la palletta B(x,¢) si perviene al risultato perché il contributo dell’integrale
superficiale su 9B(z,¢) tende a 22 = 1/2.

|

Il lemma che abbiamo appena dimostrato é lo stesso Teorema di Gauss che il lettore
ha visto nel corso di Fisica. In quel contesto si affermava che il flusso del campo elettrico
generato da una distribuzione di cariche all’interno di un dominio, ¢ pari alla somma delle

cariche interne, mentre le cariche esterne non contribuiscono al flusso. In effetti la quantita

_9G
Oony

generato da una carica unitaria posta in x e calcolato nel punto y. Pertanto membro

pud essere interpretata come E(y — z) - n,, dove E(y — z) é il campo elettrico

destro della (150) é proprio il flusso del campo elettrico generato da tale carica. Il Lemma
di Gauss ci dice che tale flusso non dipende da x ma solo dal valore della carica, in questo
caso unitaria. Per linearita si prova poi l'asserto generale. E’ istruttivo confrontare la
dimostrazione presentata nei libri di Fisica (essenzialmente geometrica) con quella delle

presenti note.

Possiamo infine utilizzare questo risultato per la prova della (148) nel modo seguente.
Sia r € D e xg € 0D e dunque = approssima zy dall’interno. L’altro caso é del tutto

analogo. Allora
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v(x) = EEZ@—yMWMd)Z
— o) + / S—Zm — )luly) — plaoldo(y)
— o) + / {g—iu g - S—G< ) — pledoly)  (151)

dove oG oG
F = — (r — - — _ d
(w0.) = [ 5 =) = 5o = u)luty) — ulalda(y
e dunque si tratta di dimostrare che F' — 0 quando = — x.

Per far vedere ques’ultimo fatto si osservi che dalla uniforme continuita di p segue che

\1(y) — p(ol < e

se |y — xo| < 0. Quindi il contributo all’integrale che definisce F' per la parte relativa
all'integrazione sulla parte di frontiera ¥ N B(xg,d) é controllato da Ce perch’ gTGy é inte-
grabile sulla superficie. D’altra parte 1'altra porzione di integrale, quella su ¥ N B¢(xq, d)

si controlla osservando, che a distanza o dalla singolarita,

(e =)= 5 —y)| < Ce
purché |z — x| sia sufficientemente piccolo. Dunque F' tende a zero e la (148) é provata.

Prima di concludere introduciamo il concetto di capacita di un condensatore.

Siano Qy C @Q; C R3 due dominii regolari limitati. Siano g = 0Qy e 1 = 0Q;.
Ovviamente ¥ racchiude Xy. Nel dominio (con buco) D = Q1/Qo consideriamo la funzione
armonica u che assume valore 1 su ¥, e valore 0 su ;. Questo é un modello matematico
di condensatore e il dominii () e ()1 sono dei conduttori, formati cioé da materiali a
potenziale costante. —Vu é il campo elettrico generato da questa situazione all’interno.

Allora la capacita di questo condensatore é data dalla formula

c=- / O uly)do (y)

dove ¥ é una qualunque superficie che racchiude ¥y ed é racchiusa da ;.
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Esercizio Si dimostri che C' non dipende da 3.

Esercizio Si dimostri che
C= / |Vul?(z)dz.
D

Dal secondo esercizio si evince che la capacitd é una proprieta geometrica del conden-

satore che descrive la sua capacitd a contenere cariche elettriche.

6. Problema di Dirichlet per I’equazione di Laplace

Siamo ora in posizione di costruire la soluzione u € C?(D) N C(D) del problema:

Au=0, in D
(152)
u(z) = f(x), xe€dD

dove f € C(0D) é assegnata e D C R™,n = 2,3 é un dominio regolare e limitato.
L’idea é quella di esprimere la soluzione di questo problema, se esiste, nella forma di

potenziale di doppio strato (X = 0D):

uwwiéawggm—ymww:1émwKuwmdw. (153)

Per semplicita notazionale abbiamo posto:

K(z,y) = 8_G(x — ) 1 cos(z —y,n)

ony T Ar |z — y|?

La nostra analisi si riferisce al caso tridimensionale, ma le nostre considerazioni valgono
anche in dimensione due con le ovvie modifiche del caso.

Naturalmente u é una funzione armonica in D. La distribuzione di dipolo pu non é a
priori nota. La si vuole determinare imponendo per u le condizioni al contorno date dalla
(152).

Se u é soluzione della (152), in virtd della (148) abbiamo :

o) = = guta) + | (o) Ke.p)do(y) (154)

X

che é un’equazione integrale nell’incognita y sul dominio . Poiché K ha nucleo integrabile,

le considerazioni svolte in precedenza ci dicono che

Kuz/zu(y)f((x,y)da(y)-
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é un operatore compatto in L*(3, do).
E’ opportuno osservare che, perché la formula (148) valga, occorre che p sia almeno
continua. Tuttavia I'operatore K ¢ ben definito in L?*(X, do) come operatore compatto.
Usando l'alternativa di Fredholm abbiamo che si hanno soluzioni L? della (154) se
I’equazione aggiunta:
30 = [ 1) . )dr(y) = K pta). (155)

ammette solo la soluzione nulla.

Si osservi che il nucleo K* dell’aggiunto di K, definito da
(Kp,v) = (u, K*v)  p,ve L*(2,do),

ha nucleo

. oG
K*(ay) = =5 “(@ = ).

Prima di dirimere lalternativa (in favore della (154) come ¢ utile per i nostri scopi)
osserviamo che, in entrambi i casi, (cioé sia se u risolve la (154) o la (155), v deve essere
continua a seguito della continuita di f.

Supponiamo che sia la (154) ad essere soddisfatta per u € L?. Operiamo una decom-

posizione del nucleo nella forma K = K; + K5 ove:

Kl(x7y):K(x7y)> |$_y| > £

1 cos(z —y,n)
e T RVET

K2 - K - Kl-
Ne segue che Ky = 0 se |z — y| > € e che sup,cy, [ Kao(x,y)o(dy) é arbitrariamente piccolo
se ¢ é sufficientemente piccolo. Se denotiamo con A; e Aj i rispettivi operatori integrali
generati da K e K5, abbiamo:

1
f= —§M+A1/~H‘A2M

e siccome || As|| < 1/2, se € é sufficientemente piccolo,

1 1
(5—A) 7 f=—p+ (5 — A) A

Si osservino ora i due seguenti fatti. Se u € L? allora Ajpu € C(X). (Vedi Esercizio 1).
Inoltre se f € C(X), allora Ayf € C(X) e (5 — A2) 7' f € C(X) (vedi Esercizi 2 e 3). Come
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conseguenza di ci6 risulta p € C(X). Lo stesso argomento si applica per le soluzioni della
(155) se esistono.

La preoccupazione di avere distribuzioni di doppio strato continue nasce dal fatto che
per applicare la formula (154) abbiamo in effetti bisogno della continuité di p che abbiamo
qui recuperato della teoria L? svolta finora.

Per escludere soluzioni non banali della (155) procediamo per assurdo. Sia p € C(X)
una soluzione non banale della (155). Allora il potenziale di strato singolo w generato da

questa distribuzione g, é una funzione armonica in R*/9D, che ha derivata normale esterna

(%4(z))* = lim,_, gﬁj () = —3p + k*n = 0 per le considerazioni svolte nel precedente
paragrafo.

Prendiamo ora una sfera S di raggio R, molto grande che contiene D. La funzione

w in S/D é armonica, la derivata normale ha valori nulli in dD e molto piccoli in 0S.

Dall’identita:
/ IVw|*dx :/ div (wVw)dz :/ wo,wo (dr)
S/D S/D a3

si ottienne che il membro di destra tende a zero quando R tende a infinito. Quindi Vw = 0
e w=cost. D’altra parte w — 0 quiando |z| — co e dunque w = 0 in R3/D. Infine, poiché
w é continua nell’attraversamento di X e w é armonica in D, u ¢ anche nulla in D per
il principio di massimo. Dunque w é nulla ovunque cosi come ¢é nullo il salto della sua
derivata normale. Cié implica che =0 .

Esercizio 1

Sia p € L'(X). Dimostrare che

/E w(y) K (z, y)do (y)

¢é una funzione continua.
Suggerimento.
Sia z,, = x. Posto f,(y) = Ki(x,,y)u(y) e fly) = Ki(z,y)u(y), allora

[ fwiatan) > [ et

per il teorema di convergenza dominata.

Esercizio 2 Sia f € C(X). Allora:

/E F(9) Kol y)do () € CO(S).

Suggerimento.
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Sia x,, — x e n > 0 arbitrariamente piccolo. Sia

9n(y) = Ka(xn, ) [ (y)x(ly — x| > n),

dove x(Jy — x| > n) ¢ la funzione caratteristica dellinsieme |y — z| > n. Si ponga poi:

9(y) = Ka(z,y) f(y)x(ly — x| > n).

Allora:

| / Ka(2,y) — K )]f(0)do(y)] < o(n) + / 19(9) — gu(9)Ido(y).

Applicare il teorema di convergenza dominata per concludere che 'ultimo integrale

tende a zero.

Esercizio 3 Dimostrare che:

1 -1 k
(5—4A2)" f= 2> (24" f
k>0
¢ continua.
Suggerimento.
In virtd dell” esercizio 2 (2A4,)*f é continua per ogni k > 0. E’ sufficiente dimostrare

che il resto della serie é arbitrariamente piccolo.

6. Un metodo rapido per una soluzione piu debole

Esiste un metodo che consente di trovare rapidamente la soluzione dell’equazione di Poisson
in un dominio assegnato con condizioni nulle al bordo.

Si consideri dunque il problema:

—Au=f, in Q
(156)
u(z,t) =0, z€0qQ
Se si moltiplica 1'equazione per v € H}(Q), si perviene rapidamente all’identit4
(Vu, Vo) = (f,v) (157)

che deve valere per ogni v € H}(Q). Possiamo dunque formulare il seguente problema.

Assegnata f € C(Q), (o anche f € L?(Q)) trovare u € H}(Q) tale che la (157) sia
soddisfatta per ogni v € H}(Q).
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Il vantaggio é evidente: non occorre richiedere che u € C%(Q) N C(Q).
La soluzione di questo problema é immediata. L’applicazione f — (f,v) = F(v)
soddisfa

[E@) < [[fllllvll < CllANvll
per la disuguaglianza di Poincaré. F' é dunque un funzionale continuo in H}. Dunque per
il Teorema di Riesz esiste un unico u € H] tale che

F(v) = (u,v);

che é equivalente alla (157).
Si noti che, in questo approccio, non occorre richiedere altra regolaritd sulla dis-
tribuzione di carica f se non quella L?. A questo proposito si osservi che se f € L*(Q)

(d = 3) allora, per ogni z € R3, ha senso 'integrale

/ f() dy
Q’x_y’

e quindi il risultato appena formulato non é sorprendente.

Vogliamo ora confrontare quanto visto con un importante aspetto variazionale.

La soluzione del problema (156) si pué interpretare come la condizione di equilibrio di
una membrana (o un solido) vibrante sotto ’azione di una densita di forza f. L’equazione
delle onde associata é

Pu=Au+f

(abbiamo posto la velocitd di propagazione uguale a 1).

L’energia totale del sistema, che si conserva lungo le soluzioni, é

1 9, 1 2
2/|8tu\ —|—2/]Vu] —/fu.

Si verifichi per esercizio tale affermazione. Poiché 'energia potenziale del sistema é

B(w) =5 [ 1VuP = [ fu=wu): - Pla)

i principi della meccanica suggeriscono che la la soluzione della (156) (o della sua for-
mulazione debole che stiamo discutendo ora) debba anche essere soluzione del seguente
problema di minimo.

Problema Trovare uw € H} tale che

E(u) = min E(v). (158)

veH&
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In effetti possiamo mostrare che
Teorema 1 u € H} ¢ soluzione del Problema in esame se e solo se € soluzione della
(157)

Dim. Se u € H} minimizza E allora, per ogni h € H}, risulta

d
EE(U +th)|,_, = 0. (159)
Allora
d
%(U + th, U ~+ th)l|t:0 = Q(U, h)l,
e

d
d—tF(u +th)|,_, = F(h).

Dunque la (159) implica la (157).
Viceversa se u € H{ risolve la (157), per ogni h € H}

E@+M—M@z%@ﬁh+@ﬁh—ﬂm2%Mﬁh>0

e dunque v minimizza £. W
Una tecnica analoga pud anche essere utilizzata per risolvere il problema di Laplace

con condizioni assegnate al bordo, che riportiamo per comodita

Au=0, in Q
(160)
u(z,t) = f, x€0Q
Sappiamo che se f € C(dQ) allora esiste un’unica soluzione u € C%(Q)NC(Q) del problema
(160). Naturalmente esiste una connessione con un principio variazionale che stabiliamo

nel seguente Teorema.
Teorema 2 u € C*(Q) N C(Q) € soluzione del Problema (160) se e solo se
E(u) = min E(v)

’UEAf

dove

E(v) = %(Vv, V)

As = {v € CXQ) N C(Q),v(x) = f(x),a € IQ}.
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La dimostrazione di questo Teorema ricalca quella di Teorema 1. Lasciamo al lettore
la dimostrazione per esercizio.

Questo Teorema suggerisce anche una dimostrazione alternativa per la costruzione della
soluzione del problema (160), ma non deve trarre in inganno il lettore. Esso non dice che
E(v) ha in effetti un minimo in A;! Lo spazio naturale in cui cercare il minimo, se
esiste, contiene funzioni non sufficientemente regolari da garantire a priori la soluzione del
problema. Anche risolvendo il problema variazionale, occorre lavorare ancora per ottenere

la regolarita voluta, assumendo che il dato f sia almeno continuo.

7. Il problema di Neumann

In alcune applicazioni fisiche ha interesse risolvere il problema di Neumann per ’equazione
di Laplace:
—Au(z) =0, ze€D (161)

Opu(z) = f(x) x€0D. (162)

L’incognita u ¢ dunque armonica in D, si richiede che sia C'(D) e che abbia derivata
normale assegnata sulla frontiera di D.
Osserviamo preliminarmente che, in virtd della condizione (162), tale problema non
puo risolversi in generale dovendo essere:
f(z)o(dz) =0, (163)
oD
poiché integrale di bordo della derivata normale di una funzione armonica é sempre nullo.
La condizione (163) va dunque intesa come una condizione di compatibilita che deve
essere sempre soddisfatta perché il problema (161) abbia senso. Supponiamo dunque che
la (163) sia soddisfatta. E’ ben evidente che, anche avendo una soluzione della (161), tale
soluzione non pud essere unica. Infatti le costanti soddisfano la (162) con f = 0, e dunque,
se u € una soluzione della (161), anche u+cost lo sara.
Per costruire una soluzione del problema, sulla base di quanto visto nel precedente
paragrafo, si cerca una soluzione del tipo:
u(z) = | Glz,y)uly)do(y)
oD
che ¢ il potenziale di singolo strato generato dalla densitd superficiale . La ragione di
questa scelta sara ovvia tra un attimo se si pensa che Vu ha componente normale discon-

tinua sul bordo e quindi la conoscenza della derivata normale sul bordo ci d4 un’equazione
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integrale per i dello stesso tipo di quella vista nel precedente paragrafo. Questa volta perd
la risolubilitd di tale equazione non pud essere garantita perché la condizione (163) che
sappiamo essere essenziale per la risolubilita del problema, non é stata ancora utilizzata.
In effetti si pudé dimostrare che 'omogenea associata ammette, in generale, soluzioni non
banali e che la non omogenea ammette pure soluzioni se f é ortogonale alle costanti, cioé
se la (163) ¢ soddisfatta.

Non sviluppiamo in dettaglio la teoria ma ci limitiamo ad affermare che la soluzione
del problema (161) (162) esiste, unica a meno di costanti, in ipotesi di sufficiente regolarité

per f e la frontiera 0D.

8. Un’ osservazione di Meccanica Quantistica

Le idee sviluppate nei primi due paragrafi permettono di ottenere la soluzione di un prob-
lema di Meccanica Quantistica molto naturale.

Si consideri 'operatore di Schrédinger
H=-A+V (164)

in L2(R"). V : R® — R ¢ il potenziale cui é soggetta una particella quantistica in R" e
—A é l'operatore energia potenziale. Per semplificare le notazioni stiamo assumendo che
la particella abbia massa 2 e che h = 1.
Supponiamo che V' sia una funzione continua, limitata dal basso (V' > B per qualche
B € R) e che
lim V(z) = 4o0.

|| —o0
Un tale potenziale si dice confinante perché ogni traiettoria classica con energia finita non
non abbandona una sfera di raggio abbastanza grande. (Dimostrare questo asserto). In
queste ipotesi si pué dimostrare che lo spettro di H é formato solo da autovalori.

Per dimostrare cid si usa una tecnica simile a quanto visto per 'operatore di Laplace con
condizioni zero al bordo e cioé si cerca di dimostrare che H + ¢ é un operatore invertibile,
per qualche valore di ¢ e il suo inverso é un operatore compatto.

E’ facile convincersi che la costante ¢ pud essere inglobata nel potenziale V' per cui
cercheremo di dimostrare che H ha inverso compatto, assumendo che V> B e B > 1.

Allora possiamo procedere nel modo seguente. Definiamo lo spazio di Hilbert Hy

(analogo di Hj) come il sottospazio di H'(R") per cui la norma

lall} = Nl + IVVul? (165)
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é finita.
Si osservi che tale é la norma del prodotto scalare indotto dalla forma quadratica
associata a H: (u, Hu).
E’ ovvio che (V > 1)
Jull < flully

e questa disuguaglianza gioca il ruolo della disuguaglianza di Poincare’.
Infine non é difficile dimostrare che la palla unité in Hy é compatta in L2.
Suggerimento. Si consideri una successione u, tale che ||u,|y < C. Se lo spazio fosse
compatto si potrebbe procedere come nel Teorema 1.3 poiché |jull; < ||ully . Si prenda
allora una sfera molto grande. In questa sfera si pu6 applicare lo stesso argomento visto in
Teorema 1.3. Nel complemento della sfera si ha un controllo di piccolezza uniforme. Infatti

se xr ¢ la funzione caratteristica del complemento della sfera di raggio R, si ha:

1 1 C
Up, 2:/ un2dx<—/dex Un|? < —|lunl|? < —,
el = [ fenfde < - [ deV @l < Gl < -

dove
Vi = inf V(z).
|z|>R
Poiché Vg — oo quando R — 0o, ||u,Xr||* é uniformemente piccolo.

Una volta assodata la compattezza delle parti limitate di Hy, si dimostra che H ha
inverso compatto e dunque esiste una base {e;} in L*(R™) e una successione di autovalori
Aj per cui

Hej = Aje;.

Si usi quanto visto per risolvere I'equazone di Schrodinger dipendente dal tempo
9. Esercizi
1. Sia H = L*(R) e P4 l'operatore

Paf(z) = xa(z)f(z)

dove A é un insieme misurabile e x4 la sua funzione caratteristica. Si verifichi che P4 é un
proiettore ortogonale (e cio che Py = P*, P3 = P, ). Caratterizzare il sottospazio di H su

cui P, proietta.
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2. Sia H uno spazio di Hilbert e {e;}3°; una base ortonormale. Si dimostri che f,, — f

debolmente , se e solo se,
(€j7 fn) — (€j7 f) per Ogni .]

3. (Convergenza debole per oscillazioni) H = L*([0, 27]). Dimostrare che la successione
fn = sinnz tende a zero debolmente.
4. (Convergenza debole per dispersione). H = ¢(N). Fissato a = {a;}32, si consideri
la successione
an = {(an);} = {ajsn}-
Allora a,, converge a zero debolmente.
5. Collegare Esercizio 3 e 4 per mezzo dell'isomorfismo L*([0, 27]) — ¢(N).

6. Verificare che la funzione f(z) = 1 — x é soluzione dell’equazione di Volterra

/J: ft)e"tdt = x
0

7. Risolvere per serie, I’equazione di Volterra

f(x) — A / " K, y)f )y = 9(o)

dove K (z,y) = ¥,
8. Risolvere N
f(z) — /\/ cos(z +y) f(y)dy = cos 3z
0

9. Si consideri la seguente equazione integrale

1

) =5 [ € costnte + )0y = o(a)

con g € C([1,2]). Si dimostri che f, esiste. Si determini poi il lim, ¢ f,.

10. Si consideri H = ¢(N) e i seguenti insiemi
||
Bl = {U|? S 1},

|ui
By = <1}
=l s 1
Discutere la compattezza di questi insiemi.

11. Si consideri H = ¢(N) e i seguenti 4 operatori

(Au)k = Z ak,huh

h
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dove
A h = 6k,h_1(—1)h se k> 1, ayp = 0,
Ry
T 1+ A2
Ak.n = (1 + h2)71

= e Ih=hl,

Qk.h

Ak h
Si determini se sono limitati e/o compatti.
12. Si consideri H = L*(R) e la famiglia di operatori
2

e_am
Aaf(x):/Rmf(y)dy

con a € [0, 1].
Per quali o A, é compatto? Per quali a A, é limitato, ma non compatto?

13. In H = L*(R) si consideri la successione
gn(z) = n%g(nx) per «€[0,1].

Si studi la convergenza al variare di «.

14. Si consideri H = L*(R) e le due successioni di operatori

Auf(x) = / eV f(y)dy,

1

mf(y)dy-

A, f(x) = logn/]R

Se ne studi la convergenza.
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