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PROPOSIZIONE 33. .

La superficie di ogni sfera & quadrupla del suwo circolo
MaAssImo 82, .

8 Questa proposizione I, 33 costituisce un importante punto di arrivo
(cos) come la seguente I, 34 che si riferisce al volume), In questa I, 33
viene rigorosamente dimostrato, fondando sui teoremi precedenti e usando
il metodo di esaustione, che la superficie della sfera & il quadruplo del
circole massimo. Viene qui dimostrato un risultato al quale Archimede
(come ci fa sapere nel Mefods) era gis arrivato per via intuitiva partendo
dalla congscenza (pur ottenuta per via intuitiva) del volume della sfera,
e assimilando questa ad un cono avente per base la superficie della sfera
stessa ¢ per altezza il raggio:

1
S A S .
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s

da cui: S = 4mwr? (guadruple del circolo massimo), s

Per la dimostrazione Archimeds usa (come s’d detto) il classico metodo
di esanstione: per esso rinviamo il lettore al paragrafo 3 dell’Infroduzione
generale.

Egli costruisce un cerchio 4 uguale al quadruplo del circolo massimo
(basta dare ad esso il raggic ugnale al diametro ,della sfera) e deve dimo-
strare che: S = 4. "

Tl metodo di esanstione viene adoperato per il rapporto Sf4: occorre
dimostrare che esso & ugnale all'unitd, A tale séppo st suppone, per assurdo,
che il suddetto rapporto sia diverso dall’unitd, ¢ si comincia col supporre
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che, se possibile, sia Sj4 > 1 (cio& S > 4). Si costruiscono allora (par-
tendo da poligoni regolari di nguale numerc di lati) fe figure di rotazione,
rispettivamente circoscritte e inscritte nella sfera, di cui s'& trattato nelle
proposizioni 23 e 28. Poiché la superficie F' di ogni figura circoscritia &
maggiore di quella ¥ di ogni figura inscritta {come si deduce dal confronto
delle proposizioni z5 e 30) il rapporte I/ risulterd maggiore dell'unitd,
comungue vada crescendo il numero dei lati dei poligoni generatori. D’altra
parte il rapporto F{F & sempre maggiore di quello S/4, come si rileva
osservando che F' & maggiore di S {prop. I, 28) e F & minore di 4 (prop. I,
z5). Le cose vanno dunque come in figura: tutti i punti rappresentatori
dei rapporti F/F si trovano alla destra tanto del punto S/d quanto del
punto 1. Ma Archimede maostra che, invece, si riesce a trovare un rap-
porto F'/F che, per dir cost, si infiltri tra 1 e Sf4, in modo ciog che sia:
F'[F < 5[4. Ma cid ¢ assurdo, poiché (come s'¢ veduto) qualunque rap-
porto F'[F deve essere maggiore di S/4. E dunque impossibile che sia
SA4 > 1 cios § > A,

In modo amaloge si vede che non pud essere meppure 5/4 <1 ciod
S < A4: si conclude che ¢ 5 = 4,

E come si mastra che & possibile trovare due figure tali che il rapporto
F'IF dells loro superficie sia minore di quello S{4? Archimede procede
nel modo seguente.

Egli sostituisce anzitutto al rapporto S/4 quello tra due segmenti
disuguali B, C (B > C) in modo che il rapporto BfC risulti mincre di
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Sia infatti una sfera qualunque, e il cerchio 4 sia qua-
druplo del circolo massimo: dico che 4 & uguale alla super-
ficie della sfera.

quello S/4. & possibile far cid in base alla proposizione fondamentale I, 2.
51 abbia dunque:
BIC < 5{4

Bastera allora dimosirare che & possibile trovare due figure di rota-
zione tali che per esse si abbia:

F'|F < BjC

Ma le superficie 7', F delle due figure {ottenute partendo da poligoni
regolari simili) stanno tra loro come i quadrati dei lati L, I dei poligoni
generatori (I, 3z):

F o F = q{Ly: gl

Occorre dungue dimostrare che:
g(Ly:q(h) < B:C

Par esprimere anche il secondo membro della disnguaglianza come
rapportc tra due quadrati basta considerare il ssgmento D medio propor-
zionale tra B, C:

b:D=D:C

S5i ha allora: B:C = ¢(B):¢{D) {(come viene spiegato alla fine di
questa nota). Si deve dunque dimestrare che & g¢(L): g(l} < g(B) : ¢(D)
ossia: L:I < B:D (dove B > D dal momento che & B > (),

Ma & senz'altro possibile soddisfare a questa condizione, in base alla
I, 3 (che & immediata conseguenza della precedente, fondamentale, I, 2):
Date due grandezze disuguali e un cerchio, ¢ possibile inscrivere nel cerchio
un poligono e civcoscriverne un allro, in modo che il lato del poligono civco-
seritto abbin, vispetlo al lulo del poligono inscritlo, rapporto winore di guello
della grandezza maggiore alle minove,

Ecco perché Archimede costruisce la media proporzionale I» tra i
segmenti B, C. Ottiene infatti cosi:

FF = q{L) : q()

< g{B} : q(D)
<B:C
< 8:4 relazione assurda.

E dunque impossibile che sia S/4 > 1 cioé § > 4. In modo analogo
si dimostra che non put essere neppure S/4 < 1 ciog: § < 4. Si conclude
che & 5 = A cioé che la superficie della sfera & ugnale al quadruplo A
del circolo massimo.

Si tratta del grande famoso risultato ottenuto e dimostrato da Archi-
mede., Da esso si ricava subito (come fa Archimede nel corcllario alla
seguente prop. 34, con riferimento anche ai volumi} che la superficie della
sfera & uguale a quella laterale del cilindro circoscritte (cioé del cilindro
avente per raggio di base il raggio della sfera e per altezza il doppio del
raggio: 2my - 2r = 4n?). Secondo la tradizione, Archimede volle scoipita
salla sua tomba la figura d’una sfera e del cilindro circoscritte, a ricordo
appunto deila sua famosa scoperta.

Abbiamo cercato di ricostruire in qual modo la dimostrazicne di Archi-
mede proceda: ci resta soltanto di mostrare come, avendosi la proporzione
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Se infatti non fosse [uguale], sarebbe o“maggiore o minore
[della superficie della sfera]. Sia dapprima la superficie della
sfera. maggiore del cerchio. Vi sono quindi due grandezze
disuguali: 1a superficie della sfera e il cerchio A; dunque &
possibile prendere due rette disuguali, tali che la maggiore
abbia rispetto alla minore
rapporto minore di quello
che la superficie della sfera
ha rispetto al cerchio (I, 2).
Si prendano [come tali] le
rette B, C, esia D la media
proporziomale tra B, C; €
immagini anche ¢he la sfera
¢ sia tagliata daain piano per

il centro secondo il cerchio
EFGH, e st immagini anche
un poligono inscritto nel cer-
chio] ‘e [uno] circoscritto,
tale che sia simile 1 circo-
scritto al poligono inscritto, e in modo che il lato del [poli-
gono] circoscritto abbia [rispetto al lato del poligono inseritto]
rapporte minore di quello che B ha rispetto a D (I, 3).
Dunque la superficie della figura circoscritta alla sfera ha
rispetto alla superficie della figura inscritta rapporto minore di
quello che la superficie della sfera ha rispetto al cerchio 4

continua tra segmenti: B :D = D : C possa ricavarsi la proporzione:
B:C = gq(B):q(D)

(il primo termine sta al terzo in ragione duplicata del primo al secondo:
cfr. nota 8 alla I, 5). Infatti dalla proporzione continua data si ricava
analoga proporzione tra guadrati:

g(B) : g(D) = q(D} : 9(C)
D’altra parte il rettangole #{B, C) di lati B, C ¢ tale che si ha la pro-

porzione:
g{B) :7(B, C}) = #(B, C) : g(C)

(ambeduve i rapporti sono infatti uguali a quello B : C). Per l'unicitd del
medio proporzionale si ricava: ¢{D) = #{B, C) quindi: ¢(B) : ¢(D} = ¢{B) :
:#(B, C) = B:C, Ecco dunque c¢he: B:C = ¢(B) : ¢{D) (ciod in una pro-
porzione continma B:D = D:C il primo termine sta al terzo come il
quadrato costruito sul primo sta al quadrate costruito sul secondo).

st
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(I, 32), cid che & impossibile: infatti la superficie della [figura
circoscritta ¢ maggiore della superficie della sfera (I, 28),
mentre la superficie della figura inscritta ¢ minore del
cerchio A (I, 25): dunque la superficie della sfera non &
maggiore del cerchio 4.

Dico inoltre che non & neppure minore. Infatti, se possi-
bile, sia [minore], e si trovino, similmente [a quanto sopra
veduto], le rette B, € tali che B abbia rispetto a C rap-
porto minore di quello che il cerchio 4 ha rispetto alla
superficie della sfera (I, 2). E sia D la media proporzionale
tra B, C, e si inscriva [nel cerchio EFGH] e si circoscriva
di nuovo un altro poligono [come & stato fatto prima], in
modo che il lato del [poligono] circoscritto abbia [rispetto
al lato del poligono inscritto] rapporto minore di quello
che B ha rispetto a D (I, 3}: dunque la superficie della figura
circoscritta ha rispetto a quella della [figura] inscritta rap-
porto minore di quello che il cerchio A ha rispetto alla
superficie della sfera, cid che ¢ impossibile: infatti la super-
ficie della figura circoseritta ¢ maggiore del cerchio 4 (I, 30),
mentre la superficie della [figura] inscritta & minore della
superficie della sfera (I, 23).

Dunque la superficie della sfera non & neppure minore
del cerchio A. Ed era stato dimostrato che non ¢ neppure
maggiore: la superficie della sfera ¢ dungue uguale al
cerchio A, ossia al quadruplo del circolo massimo.

Avericar I, 2: I, 33 1, 28; 1, 25; 1, 30; 1, 23; 1, 32.

F appricata 1 I, 34; coroll; I, 43.

ProOPOSIZIONE 34.

Ogni sfera & quadrupla del cono avente base uguale al cerchio
massimo della sfera, e per altezza 1l vaggio della sfera®.

3 Tn questa proposizione I, 34 Archimede dimostra un altro fonda-
mentale risultato: che Ia sfera & equivalente al quadruplo di un cono
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Sia una sfera qualunque, e in essa sia circolo massimo
quello ABCD. Se dunque la sfera non & quadrupla del cono
suddetto, sia, se possibile, maggiore del quadruplo. Sia i
cono O avente base quadrupla del cerchio ABCD, e altezza
uguale al raggio della sfera: dunque 1a sfera & [suppostal

avente per hase il circolo massimo e per altezza il raggio. Con i nostri
simboli:
4

I
Vsq.'—é—rcrz'wﬁ—ﬁ'ﬁ

Si tratta dunque qui di volumi, mentre nella precedente proposizicne
si trattava di superficie.

Archimede sostituisce subito al quadruplo del cono {cio& ai quattro
coni) di cui parla I'enunciato, un unico cono & avente per base il quadruplo
del circolo massimo e per altezza ancora il raggio della sfera ~Con <id il
teorema si ricollega al risultato intuitivo che la sfera equival§ad un cono
avente per base la superficie sferica e per altezza. il raggio.

Sappiamo, da un passo del Mefodo, che Archimede giunse prima, per
via intaitiva, ala scoperta del volume della sfera, ¢ che poi, con l'assi-
milazione della sfera al cono di cui sopra, dedusse l'area della superficie
oferica. Pertanto i risultati delle prop. 33 e 34 erano gia ben noti ad
Archimede guando egli si accinse a fornire le rigorose dimostrazioni. E,
data la patura del metedo di esaustione, non poteva esser diversamente.

Anche pet la I, 34, come per la I, 33, si applica il metodo di csaustione.
Si deve dimostrare che la sfera S & equivalente al cone C? Ebbene: sup-
poniamo che, se possibile, sfera e cono siano disugunali; ad esempio sia
S > C ciod: SfC > 1.

Z Tsle

Abbiamo anche questa volta a disposizione la costruzione, indefinita-
mente prolungabile, delle figure F, F' di rotazione, rispettivamente inscritie
e circoscritte aila sfera. Con F, F’ indichiamo questa volta i solidi, cied
(se si vuole) 1 loro volumi. Orbene: comunque si anmenti il numero dei
lati dei poligoni generatori delle figure di rotazicne, il rapporto F'[F dovrd
risnltare sempre maggiore del rapporto S/C (infaiti g >Sed&: FgC
per la I, 27). Cio¢ le cosec andrannc come nella prima figura, per tutti i
possibili rapporti F//F: essi saranno sempre maggiori tante di S/C quanto
di 1. ' )

Mostreremo invece che & possibile trovare un rapporto F|F minore
di S{C: ciot infiltrevemo un rapporto F/[F tra 1 ¢ S/C: cit che & assurdo.
Lranico timedio consistera nel concludere che non pud essere SfC > 1.

Similmente si mostra che non pud essere neppure S/C < 1; si con-
clude che & SJC = 1 ossia: S = C, come si voleva dimostrare,

Vediamo ora come Archimede riesce ad smfiltrare un rapporto F'[F
tra S e C. Tntanto per la proposizione fondamentale I, 2 egli pud trovare
due segmenti di retta K, G (con K > G} tali che: KfG < 5/C {quindi il
punto rappresentatore di K/fG, come si vede dalla seconda figura, si trova
sempre a destra di guello di 1, ma a sinistra di quello di S{C).

L infiltrazione avverra tra 1 e K[G anziché tra 1 ¢ S/C. Questa sosti-
tuzione del rapporto tra due volumi col rapporto tra due segmenti di
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maggiore del cono 0. Visaranno [dunque] due grandezze disu-
guali: la sfera e il cono ¢ possibile prendere due retie
disnguali, tali che la maggiore abbia, rispetto alla minore,
rapporto minore di quello che la. sfera ha rispetto al cono O

(1, 2).

retta permetterd ad Archimeds gli sviluppi ulteriori della dimostraziene.
Per ottenere il nostro scopo, consideriamo il rapporto generico IFfF.

— }
0 1 F K K S5
T G 2
Dalla I, 32 sappiamo che esso & uguale al rapporto friplicato dei lati
L, I dei due poligoni generatori, ciod che:
F':F = L3
Ora la I, 3 ci avverte che possiamo trovare un tal numero di lati per
i poligoni di partenza, che il rapporto L1 diventi minore di un rapporto
prefissato maggiore di 1. Poniamo allora; L:{ < K:x ¢ cerchiamo di
determinare x in modo da realizzare Vinfiltrazione. )
Abbiamo: F':F < K3:4%. E siccome dobbiamo ottenere che sial
F' F < K:G scegliamo per ¥ una determinazione tale che si abbia:
Ki:#% < K:6 da cuit K?G < 4%
T sicoome & K > G sl vede che # deve essere maggiore di G. Esso
3

e L.
& inoltre minore di X, dal momento che deve essere: - > 1 ctoé: K3 > 4%

Archimede concepisce allora l'idea di ricercare il valore di » fra i pi%
semplici valori intermedi tra K o G. I verosimile che abbia dapprima
formulato Vipotest semplicissima che % sia il medio aritmetico M tra K, G,
T.a telazione; #? > K?G diviene in tal caso: M? > K% ossia, detta 4 la
differonza K — M = M — G (K —ad)® > K* (K —2d) e pud vedersi che
tale relazione mon & verificata se non sussiste upa particolare relazione
tra, K, d: cid che non pubd senz'altro supporsi dal momento che deve sus-
sistere Yaltra relazione: K —zd = G.

It probabile che, visto vano it primo tentativo, Archimede sia passato
al caso che subito dopo si offre alla sua ricerea: quelio deil'inserzione di
due medi aritmetici I, H tra K e &, in modo che sia:

K—d=1" I—d=H H—d=0C

Viene scelto il valore ¥ = I = K-——d.
Le cose vanno ora bene: la relazione »? > K2G & verificata. Infatti:
P (K-—dp = K3—3K%d + 3Ka* — &
K2G — K2 (K —3d) = K3—3K%

('aggiunta 3Kd*—d* & positiva, sssendo K > d). oo

Sostituende I al posto di » abbiamo appunto: K3: D} < K:G quindi
il numero dei lati dei poligoni di partenza va scelto in mode che si abbial
L:I<K:L

Va detto che, conformemente al sua stile espositivo, che affida taci-
tamente al lettore la risolnzione di piseole difficlid, Archimede non fornisce
1a dimostrazione della relazions: K3 : I3 < K:G dopo di avere costruito
la progressione aritmetica decrescents K, I, I, G..11 commentatore Eutacto
ne fornisce una lunga dimostrazione, e ad essa ne aggiunge un'altra pid
breve il Ver Tecke.
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Siano [queste] le rette K, G e si pfenda,no le [rette]
I, H che ugunalmente si superino scambievolmente: K rispetto
ad 7, e [ rispetto a H, e H rispetto a G. E si immagini nel
cerchio ABCD inscritto un poligono it numero dei lati del
quale sia divisibile per 4, e circoscrittc un altro simile
all’inscritto, come [abbiamo gia considerato] precedentemente,
E il lato del poligono circoscritto abbia rispetto al [lato] del
poligono inscritto rapporto minore di quello che K ha con I
(I, 3), e siano AC, BD diametri perpendicolari tra loro.

Se dunque, [fermo] re-
stando il diametro AC, ruota
il piano nel quale sono i po-
ligoni, si avranno [due] figure:
quella inscritta-hella sfera e
quelia circoscritta, ela [figura]
circoscritta avra rispetto alla
[figura]},inscritta rapporto tri-
plicato di quello che il lato
K del [poligono] circoscritto ha
rispetto a quello del [poli-
gono] inscritto nel cerchio
ABCD (I, 32). E il lato ha
rispetto al lato rapporto minore di quello che K ha con I:
cosicché la figura circoscritta ha [rispetto alla figura inscritta)
rapporto minore di quello triplicato [del rapporto] di K ad I.

Ma K ha rispetto a G rapporto maggiore di quello tripli-
cato [del rapporto] di K ad I: dunque la [figura] circoseritta
ha rispetto alla [figura] inscritta rapporto molto minore di
quello che K ha con G. E K ha con G rapporto minore
di quello che la sfera ha rispetto al cono O {come s’¢ supposto),
e permutando si ottiene cid che & impossibile: infatti la
figura circoscritta & maggiore deila sfera, mentre quella in-
scritta & minore del cono (I, 27). La sfera non & dunque
maggiore del quadruplo del cono suddetfo.

Sia, se possibile, minore del quadruplo, cosicché la sfera
sia. minore del cono O. Si prendano le rette K, & tali che K
sia maggiore di G e che abbia rispetto alla stessa rap-
porto minore di quello che il cono O ha rispetto alla sfera
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(I, 2). E si pongano le [rette] H, I come [e stato fatto] prima,
e si immagini un poligono inscritto nel cerchio ABCD, ed uno
circoscritto, in modo che il lato del [poligono] circoscritto
abbia rispetto al lato del [poligono] inscritte rapporto mi-
nore di quello che K ha rispetto ad I (I, 3}: e vengano ese-
guite le altre costruzioni nello stesso modo prima veduto:
dunque la figura solida circoscritta avrd rispetto a quella
inscritta rapporto triplicato di quello che il lato del [poki-
gono] circoseritto al cerchio ABCD ha rispetto al lato del
Ipoligono] inscritto (I, 32). Ma il lato ha rispetto al lato
rapporto minore di quello di K ad I: dunque la figura circo-
scritta avrd, rispetto alla [figura] inscritta, rapporto minore
del [rapporto] triplicato di quello che K ha con I.

Ma la [retta] K ha rispetto alla G rapporto maggiore del
[rapporto] triplicato di quello che K ha con I cosicché la
figura circoscritta ha rispetto alla [figura] inscritta rap-
porto minore di quello che K ha con G. Quindi K ha con G
rapporto minore di quello che il cono O ha rispetto alla
sfera, cid che & impossibile: infatti la figura inscritta ¢
minore della sfera, mentre quella circoscritta & maggiore
del cono O (I, 31, coroll.}.

Dunque la sfera non & neppure minore del quadruplo del
cono avente base uguale al cerchio ABCD, e altezza ugunale al

raggio della sfera. E fu dimostrato che non & neppure mag-"_, -

giore: dunque ¢ quadrupla.

Arprica: I, 22 I, 3; I, 3z2; I, 27; 1, 31, coroll

B apericata 1% 1, 34, coroll

COROLLARIO,

Dimostrate queste cose, ¢ evidente che ogni cilindro
avente per base il circolo massimo della sfera e Paltezza
uguale al diametro della sfera & una volta e mezza la sfera,
e la sua superficie, comprese le basi, & una volta e mezza la
superficie dela sfera.

Infatti il cilindro suddetto & sestuplo del cono avente
la stessa base e laltezza uguaale al raggio [della sfera la
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sfera, poi, s’¢ dimostrato essere quadrupfé dello stesso cono
(I, 34): & dungue evidente che il cilindro & una volta e mezza
la sfera. Di nuovo, poiché la superficie d(}l cilindro, eccetto
le basi, si dimostra essere uguale al cerchio, il raggio del
quale & medio proporzionale tra il lato del cilindro e il
diametro della base (I, 13), [e poiché] il lato del suddetto
cilindro circoscritto alla sfera & uguale al diametro della
base: e il cerchio avente il raggio uguale al diametro della
base & quadruplo della base, vale a dire del circolo mas-
simo della sfera, dunque la superficie del cilindro, eccetto
le basi, sard quadrupla del circolo massimo, e tutta la super-
ficie del cilindro insieme con le basi sard sestupla del circolo
massimo. Ma la superficie della sfera & quadrupla‘del circolo
massimo (I, 33): dunque la superficie totale del cilindro &
una volta e mezza la superficie della sfera *.

Arpiicar I, 33; I, 34; I, 13, L

I arpricato me 11, 1.

8 Questo corollario, che immediatamente si deduce dalle precedenti
prop. 33 € 34, contiene i risultati pitt clamoroesi: che il volume del cilindro
circoscritto & mguale ad una volta ¢ mezzo gquello della sfera, e che la
superficie fofale dello stesso cilindro & uguale ad una volta e mezzo la
superficie della sfera medesima (ossia che la superficie laterale del cilindro
& uguale alla superficie della sfera). Conformemente le nosire formule:

4
3

St = 4m? + 2mr? = 6mi? = —2~ * 4

V = mtd = e zr = amd = 2« s
2

Si =2yt h = 2rv 2r = 42

Archimede osserva che il cilindro circoscritto & sestuplo del cono
avente la stessa base e allezza uguale al raggio della sfera (infatti il cilindro
& triple del cono avente la stessa base e la stessa altezza, quindi & sestuplo
del cono avente Ia stessa base ¢ altezza metd), E poiché nella precedente
1, 34 ha dimostrato che la sfera & guadrupla dello stesso cono, conclude
che i volumi del cilindro circosecritto e della sfera stanno tra loro come 6
sta a 4, ossia che il cilindro & una volta e mezzo la sfera,

Per quanto riguarda, poi, le superficie, Archimede ricorda che mella
I, 13 ha dimestrato che la superficic laterale Sy di un cilindro & uguale
al cerchio avente per raggio la media proporzionale tra il diametro 4 della
base e il late b {= altezza) del cilindro stesso:

(d:x=x:k)
Ma nel nostro caso il lato (= altezza) del cilindro & ugnale al diametro

di base, ciog: 5 = d. La proporzione continua scritta sopra diviene dungque:
d:x=x:d e di evidentemente: x = d. Pertanto la superficie laterale

S1 = w42 = ndk = 2nrh
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L'inizio del trattato Swulla sfera e il cilindro
nell'edizione di Basilea del 1544 delle opere di Archimede.




