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Introduzione

Lo scopo di questi appunti e di fornire una trattazione il piu possibile rigorosa
della serie di Fourier e delle serie di Fourier-Walsh, diretta principalmente
a studenti la cui preparazione in Analisi Matematica non va oltre quanto e
possibile apprendere in due moduli semestrali di “calcolo”. L’occasione per
la redazione di questi appunti e stata I'insegnamento del modulo semestrale
di Analisi Matematica II a studenti del corso di laurea in Informatica (ordi-
namento quinquennale). La materia trattata in questi appunti copriva oltre
la meta dell’insegnamento, essendo la restante parte del modulo semestrale
dedicata all’analisi matematica in piu variabili.

Per chiarire il contesto ed i prerequisiti richiesti per la lettura di questi
appunti dobbiamo precisare che nei due moduli semestrali di Analisi Matem-
atica I che precedevano l'insegnamento oggetto di questi appunti, solo ad
una minoranza di studenti (quelli che aspiravano ad un voto superiore a 27)
era stato chiesto di approfondire concetti quali I'uniforme continuita o anche
semplicemente, la condizione di Cauchy per le successioni di numeri reali.

Tra i teoremi fondamentali sulle funzioni continue era stato scelto il solo
teorema degli zeri come paradigma di dimostrazione basata sul concetto di
estremo superiore e sul concetto di limite. Questo ci ha portato a svilup-
pare una trattazione autosufficiente delle serie di Fourier che evita la nozione
di convergenza uniforme. La relazione tra una funzione e la sua serie di
Fourier, o serie di Fourier-Walsh ¢ trattata in termini di convergenza punto
per punto. A questo proposito abbiamo utilizzato pero le recenti (1980 e
1984) dimostrazioni innovative di P. Chernoff, [C] e R. Redheffer, [Re|,che
consentono una notevole semplificazione rispetto alle dimostrazioni classiche
basate su stime di integrali che coinvolgono il nucleo di Dirichlet.

Gli appunti riservano tre capitoli agli studenti desiderosi di affrontare una
trattazione piu approfondita (cioe, operativamente, gli studenti che aspira-
vano ad un voto superiore a 27). Viene introdotta nel capitolo 7 la nozione
di convergenza uniforme delle successioni e serie di funzioni e nei capitoli 8
e 9 si tratta, rispettivamente, di convergenza uniforme delle serie di Fourie
e delle serie di Fourier - Walsh. Per trattare la convergenza uniforme per



queste ultime e necessario introdurre, in una forma appropriata, la nozione
di uniforme continuita che e evitata invece nella trattazione generale.

L’ultimo capitolo ¢ dedicato ad una trattazione molto sommaria dell’in-
tegrale di Fourier.

Puo sembrare strano che in questo contesto cosi elementare si sia scelto
di dare spazio ad una esposizione riguardante le serie di Fourier - Walsh. La
nostra motivazione e stata duplice. Da un lato si & preso atto che sono proprio
le serie di Fourier - Walsh, nella forma di “ondine”, a svolgere un ruolo im-
portante nelle applicazioni a problemi di immagazzinamento e trasmissione
dei dati, che dovrebbero essere vicini agli informatici. Dall’altro si e ritenuto
che I'introduzione di un sistema ortonormale diverso da quello trigonometrico
potesse contribuire ad evidenziare il ruolo paradigmatico delle serie trigono-
metriche e delle stesse funzioni trigonometriche e e di giustificarne in tal
modo l'importanza anche concettuale.

Ma l'innovazione che vogliamo proporre all’attenzione e alle critiche dei
colleghi ¢ quella di riservare, non tanto una parte del programma, quanto pi-
uttosto gli approfondimenti del programma in termini di rigore e completezza
ad una (esigua) minoranza degli studenti.

Questi appunti forniscono un esempio di applicazione di questo approccio
anche a studenti che ne erano stati, per cosi dire, “vittime” I’anno precedente.
La parte “difficile” degli appunti si rivolge infatti anche agli studenti che
nell’anno precedente avevano preferito seguire il programma “ordinario”, ed
accontentarsi di un voto non superiore a 27.

Osserviamo infine che nella nostra trattazione abbiamo sistematicamente
utilizzato la forma complessa delle serie di Fourier. Per questo e stato nec-
essario premettere, per completezza, un capitolo sui numeri complessi, che
erano stati trattati nel secondo modulo di Analisi I.

Nel testo sono inseriti numerosi esercizi che costituiscono parte integrante
dell’esposizione. Gli esercizi sono di tipologie diverse: alcuni sono immediate
applicazioni della teoria esposta, altri sviluppano alcuni argomenti comple-
mentari, altri infine hanno lo scopo di indurre il lettore ad approfondire
aspetti sottili della teoria, facilmente trascurati in prima lettura. In appen-
dice abbiamo anche inserito il testo e le soluzioni commentate degli esoneri
che riguardano la parte del corso cui si riferiscono questi appunti. Abbiamo
basato le prove di esonero su domande a risposta multipla perché ci ¢ sem-
brato un buon modo per guidare gli studenti all’apprendimento della teoria.
Risulta infatti che la domanda a risposta multipla stimola nello studente
una riflessione sull’argomento cui si riferisce la domanda anche quando la
sua preparazione non ¢ ancora soddisfacente. Infatti la possibilita di con-
frontare le alternative, cercare la soluzione per esclusione, cercare appigli
alla soluzione nel testo delle risposte e stimolante anche per lo studente che



non sarebbe in grado di affrontare un esercizio ordinario e reagirebbe “las-
ciando perdere”. Poiché la partecipazione degli studenti agli esoneri e stata
molto elevata per tutta la durata del corso, ci sembra di aver aumentato il
numero di studenti che hanno seguito il corso in maniera attiva, studian-
do lezione per lezione e non limitandosi a prendere appunti da leggere alla
fine del corso. Non riteniamo comunque che la preparazione necessaria per
superare i vari test a risposta multipla sia sufficiente per il superamento del-
I’esame e abbiamo chiesto ad ogni studente di sostenere anche una prova
orale in cui mostrasse la piena conoscenza della teoria e dei procedimenti
necessari per risolvere correttamente le domande poste negli esoneri (40 in
totale), che a nostro avviso coprivano interamente la parte fondamentale del
corso. Un ulteriore esame orale sulla teoria esposta nei capitoli 7-9 ¢ stato
richiesto a chi, avendo ottenuto una votazione compresa nel decile piu alto
della distribuzione, intendeva ottenere un voto superiore a 27.

Questi appunti non includono nessuna delle tante applicazioni delle se-
rie e dell’integrale di Fourier. Suggeriamo il lettore interessato di consultare
[EP] che fornisce anche un’interessante esposizione storica sugli sviluppi del-
I'analisi di Fourier e [DM] che comprende una lucida esposizione elementare
della teoria delle armoniche sferiche.
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Capitolo 1

I numeri complessi

Numeri complessi e loro operazioni

Una trattazione abbastanza completa delle funzioni dal punto di vista del
calcolo infinitesimale (limiti, continuita, derivazione, integrazione)puo essere
svolta a partire dai numeri reali, senza introdurre altri “numeri”. Eppure
sappiamo che l'introduzione in qualche forma di altri numeri (i cosiddetti
numeri immaginari o piu precisamente i numeri complessi) € necessaria, o
almeno opportuna, per trattare compiutamente le equazioni algebriche, anche
solamente di secondo grado. In generale infatti, I’equazione

ax’+br+c=0

con a, b, ¢ numeri reali ha soluzioni reali se e solo se b*> — 4ac > 0. In
particolare non esiste alcun numero reale z tale che 22 +1 = 0. Questa
¢ una delle ragioni che ha portato all'introduzione prima di tutto di una
soluzione immaginaria, indicata con i dell’equazione 2% + 1 = 0, cioe di
un numero i tale che i> = —1, e poi di un sistema numerico, formato da
combinazioni dell’'unita immaginaria ¢ con i numeri reali. Si introducono
percio le espressioni a + b, denominate numeri complessi sulle quali si opera
come se si trattasse di polinomi di primo grado nellla variabile 7, ponendo
perd i2 = —1. Pill precisamente definiamo quindi la somma ponendo

(a+1ib) + (c+id) = (a+c)+i(b+d) (1.1)
e il prodotto ponendo
(a +1b)(c +id) = (ac — bd) + i(ad + be)! (1.2)

"nfatti (a + ib)(c +id) = ac + i(ad + bc) + i%bd, ed avendo convenuto di porre i = —1
l'ultima espressione diventa (ac — bd) + i(ad + be).
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Si verifica immediatamente che la somma gode delle stesse proprieta alge-
briche di cui gode la somma di numeri reali, e quindi I'insieme C dei numeri
complessi ¢ un gruppo abeliano rispetto alla somma.

Per verificare che anche il prodotto gode delle stesse proprieta algebriche
del prodotto tra numeri reali I'unica difficolta consiste nel dimostrare che e
possibile fare la divisione di numeri complessi, ovvero che per ogni coppia di
numeri complessi z = (a+1b) e w = (c¢+id) tale che w # 0 & sempre possibile
determinare un numero complesso u = x + 1y tale che z = uw. Questo porta
alla ricerca delle soluzioni del sistema lineare

ce—dy = a
de+cy = b

I1 sistema e risolubile se e solo se il determinate della matrice dei coefficienti &
non nullo, ovvero se e solo se ¢?+d? # 0. Pertanto, I'unico numero complesso
non invertibile e lo zero. Risolvendo il sistema si ottengono le formule

__ actbd
T = aip
_ bc—ad
Yy = 2+d2

e quindi
a+ib ac+bd bc—ad
c+id A+ d? +102—|—d2
A questa formula si poteva arrivare pit semplicemente (presupponendo l’e-
sistenza degli inversi) moltiplicando il numeratore e il denominatore della
frazione al primo membro per (¢ — id) e semplificando ’espressione che si
ottiene.
Un caso speciale ma importante ¢ la formula

(1.3)

1 B c—1d
c+id A+ d?

(1.4)

Con le operazioni di somma e prodotto che abbiamo introdotto 'insieme dei
numeri complessi € un campo. Le operazioni estendono le ordinarie oper-
azioni sui numeri reali, che si possono identificare con 'insieme dei numeri
complessi aventi parte reale nulla. Si osservi pero che a differenza del caso
reale non e possibile definire sul campo dei numeri complessi un ordinamento
che sia compatibile con le operazioni?.

2Ad esempio non pud essere definito un insieme di numeri complessi positivi che abbia
la proprieta di essere chiuso rispetto alla somma e al prodotto e tale che per ogni numero
complesso z # 0, uno solo dei due, z 0 —z deve essere positivo. Infatti né i né —i potrebbero
appartenere ad un tale insieme.
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Dato un numero complesso z = a + b il numero reale a si dice parte reale
di z (e si denota Re(z)) e il numero reale b si dice parte immaginaria di z
(e si denota Im(z)). Si definiscono due funzioni reali di variabile complessa
ponendo a = Re(z) e b = Re(z). Due numeri complessi sono uguali se hanno
stessa parte reale e stessa parte immaginaria.

La definizione di un numero complesso come espressione della forma a+ib
suggerisce la sua rappresentazione come punto del piano reale. Questa rapp-
resentazione si ottiene associando al numero complesso a+4b il punto di coor-
dinate (a,b) in un sistema di coordinate cartesiane ortogonali che si suppone
fissato. Le operazioni di somma e prodotto hanno un’interpretazione natu-
rale in termini geometrici come vedremo nella sezione sulla rappresentazione
geometrica dei numeri complessi.

In effetti si puo dire che I'introduzione dei numeri complessi equivale a
definire per i punti del piano le quattro operazioni somma, prodotto, differen-
za e divisione (per numeri diversi da zero) in modo tale che queste operazioni
abbiano le stesse proprieta che hanno per i numeri reali®.

Esercizio 1 Scrivere i sequenti numeri complessi nella forma x + ib

(=1+3i)7Y (i— 1)@ +2)( — 3);

.
T+i’
Esercizio 2 5S¢ dimostri che

6
+1+iv3)

1
2

Coniugato e valore assoluto

Un’operazione importante che si puo definire sui numeri complessi e quella
di coniugazione, che consiste nel cambiare il segno alla parte immaginaria.
Quindi, il coniugato del numero complesso z = a + b ¢ il numero complesso
zZ = a—1b. La coniugazione lascia invariato un numero complesso se e solo se
la sua parte immaginaria ¢ nulla, ovvero se e solo se e reale. Inoltre rispetta
le operazioni, nel senso che

+w

g
I
|

2z +

Z - WwW=Z-W

31n linguaggio matematico, questo significa che i punti del piano cartesiano sono dotati
di una struttura di campo. Si potrebbe anche dimostrare che nulla di analogo € possibile
per i punti dello spazio tridimensionale.
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Si osservi inoltre che se z = a + ib allora 2z = a® + b2. Se identifichiamo un
numero complesso con un punto del piano, come abbiamo dette brevemente
nella sezione precedente, e come vedremo piu diffusamente nella sezione suc-
cessiva, 2z rappresenta il quadrato della lunghezza del vettore che congiunge
I'origine con il punto z. La sua radice quadrata si chiama modulo di z e si
denota |z|, quindi abbiamo

z-Z=z)?

Il modulo di un prodotto e semplicemente il prodotto dei moduli mentre
I’espressione per il modulo della somma e della differenza e piu complicata.

Esercizio 3 Si dimostri che
|z +w|* = |2 + |w|* + 2Re(z - W)

Dall’interpretazione geometrica dei numeri complessi segue che per i loro
moduli deve valere la disuguaglianza triangolare, ovvero valgono le classiche
disuguaglianze

|la| = 0]] < fa + b < |af 4 [b].

Esercizio 4 Si verifichi che i valori di

z
2241

per 2 =x 41y € 2 =T — 1Y Sono coniugati

La rappresentazione geometrica dei numeri com-
plessi

Rispetto ad un sistema di coordinate cartesiane ortogonali il numero comp-
lesso a + ib si puo rappresentare come il punto di coordinate (a, b), o meglio
come il vettore che congiunge I'origine con il punto di coordinate (a,b). L’ad-
dizione di due numeri complessi corrisponde all’addizione di vettori, fatta
tramite la regola del parallelogramma.

Per dare un’interpretazione geometrica del prodotto di numeri complessi
introduciamo le coordinate polari. Nel piano con un riferimento cartesiano
ortogonale fissato € completamente determinato anche un riferimento polare,
ottenuto scegliendo il cerchio I' di centro O e raggio OU, orientato in ac-
cordo con l'orientazione del piano®. E possibile, utilizzando questo sistema

40 rappresenta il punto origine e U rappresenta il punto unita del sistema di riferimento
cartesiano.
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di riferimento polare, associare ad ogni punto P del piano complesso diverso
dall’origine una coppia (p,T") con p numero reale positivo e T punto del cer-
chio I nel modo seguente. Il numero p esprime il rapporto tra la lunghezza
del segmento OP e la lunghezza del segmento OU. Per definire T, sia spp
la semiretta che congiunge O con P. Tale semiretta interseca I' nel punto 7.
Al punto T possiamo sostituire un numero che rappresenta la lunghezza 6 di
uno degli archi UT', e possiamo sempre limitarci a considerare § € [0, 27)°.
Nel sistema di riferimento polare fissato, ad ogni punto P diverso dall’o-
rigine sono associate le sue coordinate polari (p, ), dove p si dice il modulo e
0 si dice I'argomento di P. Per ogni punto P diverso dall’origine le coordinate
cartesiane (a, b) sono legate alle coordinate polari (p, ) dalle formule

a = pcosb
b = psinf
Quindi per ogni numero complesso possiamo scrivere

a+ib = p(cosf + isin f) (1.5)

con a, b, p, 6 legate come nelle formule di trasformazione di cui sopra.
Siano dati due numeri complessi z = a + ib = p(cosf + isinf) e 2’ =
a' +ib' = p'(cosd +isind’). Allora

z-2'=p-p(cosfcost —sinfsind +i(sinfcosf + cosfsinf))
e quindi, usando le formule per il seno e il coseno di una somma, possiamo
scrivere
z-Z =p-p(cos(@+0")+isin(@+6)) (1.6)
abbiamo quindi dimostrato il seguente fatto.
Proposizione 1 L’argomento di un prodotto di numeri complessi ¢ uguale

alla somma degli argomenti dei fattori e il modulo di un prodotto di numeri
complessi ¢ uguale al prodotto dei moduli dei fattori.

Esercizio 5 Si dimostri che © punti u, w, z sono vertici di un triangolo
equilatero se e solo se u? + w? + 2% = uw + wz + z2u

SPer trattare la forma polare risulta pitt conveniente associare a 7" l'intero insieme [6)]
delle lunghezze di tutti i possibili archi UT. Scelto un valore 6 gli altri valori dell’in-
sieme [f] sono tutti e soli i numeri della forma 6 + 2k7, al variare di k nell’insieme degli
interi. L’insieme [f] ¢ una classe di equivalenza di numeri reali modulo la relazione di
equivalenza che identifica due numeri se e solo se la loro differenza ¢ un multiplo intero
di 27. Sull’insieme di queste classi di equivalenza si puo definire una somma ponendo
[0] +[0'] = [0 + 0']. Si dimostri per esercizio che la definizione data & ben posta, ovvero
non dipende dai rappresentati scelti per rappresentare le classi.
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Radici di numeri complessi

Abbiamo visto nella sezione precedente come l’espressione per il prodotto
di numeri complessi assuma la sua forma pit semplice e geometricamente
significativa utilizzando le coordinate polari. In particolare, se w = r(cos ¢ +
isin ¢) la formula per le potenze intere di w ¢

w™ = r"(cosneg + isinng)

Si osservi che la formula vale per tutti i valori interi di n, anche negativi. In
particolare, per r = 1 otteniamo

(cos ¢ +isin )" = (cosne + isinng)

Per trovare le radici complesse di un numero complesso z = p(cosf +
isin#) dobbiamo risolvere ’equazione

w" =z
Se poniamo w = 7(cos ¢ + isin ¢), I’equazione assume la forma
r"(cosng + i sinng) = p(cos @ + isinh)

da cui si ottiene immediatamente la soluzione
6 .0
w= g COoS — + 181n —
/5 (cos 4 sn )

dove la radice che appare ¢ la radice positiva n-esima del numero positivo
p. Ma questa non e l'unica soluzione! Infatti 'equazione per le radici e
soddisfatta anche (e solo) se n¢ differisce da 6 per un multiplo di 2, e
quindi se e solo se

0 2m
o6=—+k - —
n
dove k € un intero. Si ottengono valori distinti di w per k =0,1,...,n—1e
quindi I'insieme completo delle radici del numero z &°
0 2m 0 2
=3 —+k— jsin(— + k— k=0,1,...,.n—1 (1.7
w= /o (cos( 4 120+ isin 2+ 120)). dn—1 (1)
Il caso z = 1 e particolarmente importante. Le radici dell’equazione

w™ = 1 si chiamano radici n-esime dell’unita. Posto

2 .. 27
W = COS — —+ ¢ 8In —
n n

6Questa ¢ la formula di de Moivre.
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le radici n-esime dell’unita sono quindi

Si noti che dalla formula segue che i punti del piano corrsipondenti alle varie
radici n-esime dell’unita si trovano sulla circonferenza unitaria e determinano
i vertici di un poligono regolare di n lati. Uno dei vertici di questo poligono
e sempre il punto unita.

Esercizio 6 Applicare quanto € stato detto in questa sezione per calcolare
cos 3¢, cosd¢ e sinbo in funzione di cos¢ e sin @
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Capitolo 2

Funzioni periodiche

Sia f una funzione definita sulla retta reale R, e 7" > 0 un numero reale. Si
dice che f ¢ periodica di periodo T se per ogni x € R risulta,

fa+T) = f(a).

Si osservi che se f e periodica di periodo T, allora f ¢ anche periodica di
periodo kT per ogni k € Z. Esempi importanti di funzioni periodiche sono
le funzioni trigonometriche sin x e cos x, che hanno periodo 27. Osserviamo
anche che sin 27z e cos 2mx sono periodiche di periodo 1. In effetti, se "> 0
& un numero positivo qualsiasi le funzioni cos(%:z) e sin(32z) sono periodiche
di periodo T'. Piu in generale se f e una funzione periodica di periodo .S > 0
e T > 0 allora la funzione g(z) = f(2x) & periodica di periodo T. Viceversa
ogni funzione g, periodica di periodo T puo essere ottenuta dalla funzione
f(x) = g(%x). In altre parole tutte le funzioni periodiche di periodo T" pos-
sono essere facilmente ottenute con un semplice cambiamento di scala dalle
funzioni periodiche di periodo S, con S fissato. Questo fatto, e 'importan-
za delle funzioni trigonometriche sinx e cosx giustifica la scelta di studiare
prevalentemente le funzioni periodiche di periodo 2. E opportuno intanto
rivedere le proprieta speciali delle funzioni cos x e sin z, che danno luogo alle
cosiddette formule trigonometriche. Il modo piu semplice di ricordare le for-
mule trigonometriche ¢ quello di considerare la funzione di variabile reale e

a valori nel piano complesso definita dalla formula:
e = cosz +isinx (2.1)
ed osservare che
pilatt) _ giw it (2.2)
Dalla (2.1) segue, in particolare, che
¢l 4 o—in

cosT =
2

17
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o _ iz
2

Le formule di addizione e tutte le altre formule trigonometriche seguono allora

direttamente dalla (2.2).

sinx =

Esercizio 7 Sia P(X,Y') un polinomio a coefficienti reali nelle due variabili
X edY. Sia f(x) = P(cosz,sinx). Dimostrare che f(x) é una combinazione
lineare, a coefficienti reali, di funzioni del tipo cos kx e sinkx, con k intero
positivo. In altre parole dimostrare che

a/O n n .
flz) = 5 1 ; ay cos kx + ; bi sin kx. (2.3)

Dimostrare anche che il grado del polinomio P coincide con ['indice massimo
dei coefficienti ay o by, diversi da zero.

Una espressione come la precedente si dice polinomio trigonometrico.

Esercizio 8 Mostrare che ogni polinomio trigonometrico della forma (2.3)
puo anche essere scritto nella forma

n

Z cpe't® (2.4)

k=—n

con ¢ numeri complessi, con la proprieta che ¢ e c_y sono tra loro coniugati.
Viceversa, ogni espressione del tipo (2.4) puo essere scritta nella forma (2.3)
purché ¢, = c_g. Trovare l’espressione di ¢ in termini di ai e by, quando la
(2.3) coincide con la (2.4)

Ovviamente ogni polinomio trigonometrico € una funzione periodica di
periodo 27. Possiamo chiederci se e vero il viceversa, cioe se possiamo trovare
funzioni periodiche di periodo 27 che non siano polinomi trigonometrici. Os-
serviamo che se f & una qualsiasi funzione, definita nell’intervallo [0, 7], con
la proprieta che f(0) = f(T'), allora si puo definire una funzione periodica
di periodo T' che coincide con f nell'intervallo [0,77]. Infatti ogni elemento
x € R si puo scrivere come © = t + kT, con t € [0,T] e k € Z. Questa
scrittura € unica per tutti i punti che non sono multipli interi di 7". Possiamo
allora definire F'(z) = f(t), dove ¢t ¢ un numero reale 0 < ¢ < T, tale che
esista un numero intero k£ per il quale x = t + kT. La definizione non e
ambigua perché F(KT) = f(0) = f(T) per ogni k € Z. La funzione F ¢
periodica di periodo T" e coincide con f nellintervallo [0, 7).
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Esercizio 9 Dimostrare che nell’ipotesi che f(0) = f(T') la definizione appe-
na data della funzione F' non e ambigua. Dimostrare anche che la definizione
non ¢ una vera definizione se f(0) # f(T).

Queste considerazioni si applicano in particolare al caso T = 2w. Ne
segue, che, ad esempio, a partire dalla funzione f(x) = x(x — 27), definita
(e non positiva) nellintervallo [0, 27], ed avente uguali valori agli estremi
dell’intervallo, si puo costruire una funzione periodica di periodo 27 che non
¢ un polinomio trigonometrico.

Esercizio 10 Sia f(x) = xz(x — 2mw). Osservare che f(0) = f(2m). Sia
F la funzione definita su tutta la retta reale e periodica, di periodo 27 che
coincide con f sull’intervallo [0,2x]. Dimostrare che F' non é un polinomio
trigonometrico.

Abbiamo visto nell’Esercizio 9 che una funzione che abbia valori diversi
agli estremi dell'intervallo [0,7] non ¢ la restrizione a questo intervallo di
una funzione periodica di periodo 7', semplicemente perché una funzione
periodica di periodo T assume gli stessi valori agli estremi di ogni intervallo di
lunghezza T'. Tuttavia, se partiamo da una funzione f definita sull’intervallo
semiaperto [0,T), allora & sempre possibile definire una funzione periodica di
periodo T' che coincida con f nell'intervallo [0, 7). Infatti ogni numero reale
x puo scriversi, in un solo modo, come x =t+ kT con 0 <t <T ek eZ. In
altre parole la funzione f, definita nell'intervallo [0, T], potra essere estesa ad
una funzione periodica di periodo T" a patto di cambiare il suo valore in T,
ponendolo uguale al suo valore in 0. E evidente che lo stesso risultato potra
ottenersi restringendo f all’intervallo semiaperto (0,T], ovvero, cambiando il
suo valore in 0, per renderlo uguale al suo valore in 7.

Ad esempio la funzione f(x) = =z, definita nell'intervallo semiaperto
[0, 27), puo essere estesa ad una funzione periodica T che vale zero in tutti i
punti del tipo 2k7. Si deve osservare pero che la funzione periodica di perio-
do T’ cosi ottenuta non e piu continua. Essa ha discontinuita di prima specie
in tutti i multipli interi di 27, e infatti lim, o = 2w # F(2k7) = 0.

Esercizio 11 Sia f una funzione continua nell’intervallo semiaperto [0,T).
Dimostrare che f ¢ la restrizione di una funzione continua F periodica di pe-
riodo T se e solo selim,_rf(x) = f(0). Dimostrare anche che se lim,_rf(x)
esiste ma e # 0, allora la sua estensione periodica F' ha solo discontinuita di
prima specie nei multiple intert di T'.

L’ultimo esercizio chiarisce anche che una funzione continua f definita
sull’intervallo [0,7] puo essere estesa ad una funzione periodica e contin-
ua se f(0) = f(T'), mentre se non si verifica questa uguaglianza, nessuna
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ridefinizione di f nel punto 0 o nel punto 7" consentira di estendere f ad una
funzione periodica senza perdere la continuita.

Teorema 1 . Sia f una funzione periodica, di periodo T', integrabile nell’in-
tervallo [0,T], allora, per ogni a € R,

/OT F(a)de = /OT f(a + a)da.

DIMOSTRAZIONE. Ponendo z + a = u si ottiene:

/OT o + a)dz = /aa+Tf(u)du _

/aT f(u)du + /TT+Q fu)du =

/QT Flu)du + /TM Flu— T)du =

/an(u)du + /O Flu)du =

/OT Flu)du = /OT f(z)dz.

Osserviamo che il teorema appena dimostrato implica che l'integrale su
qualsiasi intervallo di lunghezza T' di una funzione periodica di periodo 7" ha
un valore indipendente dall’intervallo. In altre parole per ogni a € R

/aa+Tf<x>dx _ /OT f(z)dz.

Esercizio 12 Sia f(x) una funzione periodica di periodo T. Qual € la con-
dizione perché la funzione F(t) = fot f(x)dx sia a sua wvolta periodica di
periodo T ?



Capitolo 3

Coeflicient1 di Fourier e serie di
Fourier di una funzione
periodica

Sappiamo dall’Esercizio 10 del capitolo 1, che non tutte le funzioni continue
e periodiche di periodo 27 sono polinomi trigonometrici. Esistono quindi
funzioni continue e periodiche che non sono della forma

n

E : Ckezkr'

k=—n

Mostreremo tuttavia che le funzioni continue e periodiche che hanno derivata
prima continua sono esprimibili attraverso una serie trigonometrica, cioe una

serie del tipo
Z cre™”. (3.1)

k=—00
In altre parole, se f € una funzione periodica con derivata prima continua,
allora, per ogni x € R,

f(x) = lim Z cpe®®.

k=—n

Risultera che i coefficienti ¢;, sono dati dalla successiva formula (3.2).
Se la funzione f e a valori reali, allora i coefficienti ¢, hanno la proprieta
he ¢y =T tanto 1 iali > the h
che ¢, = €7 e pertanto le somme parziali ) ,_  cze™™ possono anche essere
scritte come:

% + ;(ak cos kx + by sin kx).

21
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Questo significa che una funzione a valori reali f puo essere espressa come la
serie:

% + ;(ak cos kx + by sin kx).

In questi appunti siamo interessati prevalentemente, se non unicamente, a
funzioni a valori reali. Tuttavia ¢ conveniene lasciare aperta la possibilita
che le funzioni considerate siano a valori complessi. In molti casi questo ci
consentira una semplificazione dei calcoli e delle scritture, proprio come I'in-
troduzione della funzione a valori complessi € = cosx + isinz, ci consente
di riassumere nell’unica formula e*®*t¥) = e*®e® tutte le formule trigonomet-
riche relative alle funzioni cos x e sin z. Una funzione a valori complessi puo
sempre essere trattata come una coppia di funzioni a valori reali. La coppia
e costituita dalla parte reale e dalla parte immaginaria della funzione data.
Le operazioni di derivazione ed integrazione si applicano separatamente a
parte reale e parte immaginaria, cioe alle due componenti della coppia. Per
arrivare ai risultati qui anticipati, cominciamo con l'identificazione dei co-
efficienti ¢ della serie (3.1). La definizione che segue si applica a funzioni
molto piu generali di quelle derivabili con continuita. E infatti perché questa
definizione abbia senso bastera supporre che f sia una funzione periodica
integrabile sull’'intervallo [0, 27].

Definizione 1 Sia f una funzione periodica di periodo 27, integrabile sul-
Vintervallo [0,27]. I coefficienti di Fourier di f sono i numeri complessi
definiti da

f(n) ! /0 ' f(x)e ™ dz, (3.2)

"o

Esercizio 13 Dimostrare che se f ¢ reale, allora f(k) = f(—Fk).

Esercizio 14 Dimostrare che se f é integrabile in un intervallo chiuso e lim-
itato e g € continua nello stesso intervallo, allora il prodotto fg é integrabile.

L’esercizio precedente chiarisce che I'ipotesi di integrabilita della funzione
nellintervallo [0, 2] ¢ sufficiente a garantire che la definizione abbia senso.
Osserviamo pero che nell’esercizio si parla di funzioni a valori reali, men-
tre la funzione e~ e quindi la funzione f(x)e™™* sono a valori complessi.
E’ sufficiente tuttavia scrivere f(z)e™"* = f(x)cosnz —if(x)sinnz ed in-
tegrare separatamente le parti reale ed immaginaria di f(z)e " per poter
applicare 'esercizio a questo caso. Questo ci consente di considerare i coef-
ficienti di Fourier e la serie (3.1) anche per funzioni che non sono derivabili
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con continuita e che magari non sono nemmeno continue. E infatti la serie

rappresenta, in qualche modo, la funzione f in condizioni ancora piu generali
e certamente piu generali di quelle che saranno trattate in questi appunti. Per
una trattazione moderna abbastanza completa, e rivolta alle applicazioni, si
puo consultare la monografia [DM].

In pratica ci limiteremo a considerare funzioni che sono continue eccetto
al pit in un numero finito di punti contenuti nell’intervallo [0, 27], e sup-
porremo anche che questi punti siano discontinuita di prima specie, cioe in
corrispondenza dei punti di discontinuita esistano i limiti a destra e a sinis-
tra. Ovviamente, poiché si tratta di funzioni periodiche, le discontinuita, se
esistono, si ripeteranno in ogni intervallo del tipo [2k7,2(k + 1)x]. Il caso
tipico € quello di una funzione periodica ottenuta da una funzione continua
sull’intervallo [0, 27], cambiandone il valore in uno dei due estremi in mo-
do che i valori ai due estremi risultino uguali. In questo modo si introduce
una discontinuita che si ripete infinite volte sulla retta reale. Ad esempio &
interessante considerare i coefficienti ottenuti dalla (3.2) e la corrispondente
serie (3.1) quando f ¢ la funzione periodica, di periodo 27 che vale f(z) = x
nell'intervallo semiaperto [0,27) e che pertanto vale zero su tutti i multipli
interi di 27. Consideriamo ora alcune proprieta dei coefficienti di Fourier.

Teorema 2 Sia f continua e periodica di periodo 2w, pery € R, sia f,(x) =
flz —vy), allora

A

fy(n) = e™™ f(n). (3.3)

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema alla fine del capitolo precedente

e o M e )

Teorema 3 Sia f una funzione continua, periodica e differenziabile con
derivata continua. Sia Df la derivata di f, allora,

A~

Df(n) = inf(n).
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DIMOSTRAZIONE. Integrando per parti, e sfruttando la periodicita della

funzione f(z)e™?, si ottiene:
L (7 D pyeinedg = L@ [T iy — i)
— r=——— —-—" x)e r =inf(n).
2m T 0 2t Jo

Il Teorema che segue, noto come disuguaglianza di Bessel, stabilisce una im-

portante relazione tra i coefficienti di Fourier di una funzione e l'integrale
del quadrato della funzione stessa. Vale la pena di osservare che la disug-
uaglianza di Bessel ¢ in realta un’uguaglianza. In questi appunti si dara una
dimostrazione di questo fatto (Teorema 18) con ipotesi che non sono le piu
generali possibili.

Teorema 4 Sia f una funzione periodica ed integrabile nell’intervallo [0, 27],

allora )
Z fook < 5- [ I,
DIMOSTRAZIONE. Osserviamo prima che

I . 0 sen#0
o ‘ dx_{l sen=0 (34)

Questo risultato segue scrivendo € = cosnz + isinnx e calcolando diret-
tamente U'integrale di cosnx e di sinnaz nellintervallo [0, 27]. Consideriamo
allora la somma parziale

Z f zk:t

e osserviamo che:

0= L [0 - s -
2m Jo
= 0 (f@)? —2£@)S(f.m) + S(f.m))da
Tuttavia,
% 0 f(z) (f,n)dx:;f(k)% i fla)e de =
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Y SRk =D fR)f(k) =Y 1k

Osserviamo anche che per le relazioni (3.4)

2m J,

1 2 n . R 1 2 ; . n .

o [ St = 3 Fmie [ et = 37w
0 -n

Questo significa che la disuguaglianza precedente si riduce a

1 2m ) n R )
B ARG MCTS

™ Jo

o0, equivalentemente, a

. £ 2 1 2 2
S0P <5 [ era

Da quest’ultima disuguaglianza segue la tesi del teorema considerando il
limite per n — oo.

Corollario 5 Se f é una funzione periodica, integrabile nell’intervallo [0, 2],

lim f(n)=0.

n|—o0

DIMOSTRAZIONE. La serie >~ |f(n)]? converge e pertanto

da cui segue direttamente la tesi.

Esercizio 15 Dimostrare l'uguaglianza di Bessel per i polinomi trigonometri-
ci.
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Capitolo 4

Convergenza puntuale delle
serie di Fourier

In questo capitolo e nel successivo dimostreremo i risultati di convergenza
preannunciati nel precedente capitolo.

Teorema 6 Sia f una funzione continua e periodica di periodo 2mw. Sup-
poniamo che esista la derivata di [ in un punto y € R. Allora la serie
> f(n)e™ converge al valore f(y).

DIMOSTRAZIONE Supponiamo prima che y = 0. Dimostriamo cioe che
se f e derivabile nel punto 0 allora,

lim Y f(n) = £(0).

N—oo

Consideriamo, per x # 2k, la funzione

— f(0
o) = f(ﬁ;?z —f1( )
Osserviamo che
: . f(z)— f(0) .. x Df(0) :
glcgnég(x) - alclg(l) x alclgtl) cosz—1+isina i —DJ(0).

Pertanto la funzione g puo essere definita in 0 e in tutti i multipli interi
di 27 in modo che risulti continua. Basta assegnarle in questi punti il valore
—iD f(0). Osserviamo ora che

f(x) = f(0) +e“g(x) — g(x). (4.1)

27
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Se calcoliamo i coefficienti di Fourier dei due lati della (4.1), otteniamo:

~ 1 27 ) 1 27 ' 1 o '
f(n) = f(())% /(; e "™dy + % i g(x)efz(nfl)xdx _ % 0 g(a:)e*mxd:z:.

Nel caso n # 0, si ottiene quindi

f(n) = g(n—1) = g(n). (4.2)

Mentre nel caso n = 0 si ottiene invece

f(0) = £(0) +§(=1) = 5(0). (43)
Combinando la (4.2) e la (4.3) e sommando da —N ad N, si ottiene

Y fn) = F0)+ D (Gn—1)=§(n)) = f(0) + §(—=N — 1) = §(N).

_ n=—N

Sappiamo pero che g € una funzione continua, vale quindi per i coefficienti
di Fourier di g la disuguaglianza di Bessel e pertanto
lim g(N)= lim g(—N —1)=0.
Jim (V) = Jim §(-N = 1) =0

Ne segue che

N
lim H_ZN f(n) = £(0).

Abbiamo quindi dimostrato la tesi nel caso y = 0. Se y # 0, consideriamo
la funzione f_,(z) = f(x +y). Se f ¢ differenziabile in y, allora f_, ¢
differenziabile in zero. Si applica quindi la prima parte della dimostrazione.
Osserviamo perd che f_,(n) = ¢™¥ f(n). Pertanto quanto dimostrato nella
prima parte della dimostrazione fornisce direttamente

N—o0

lim Y f(n)e™ = f(y).
n=—N

Esercizio 16 . Dimostrare la sequente versione del teorema precedente: Sia
f € una funzione integrabile, supponiamo che y € R e che la funzione

f@) — f(y)
r—y
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come funzione di x, risulti integrabile. Allora

Zf”h(»

[Suggerimento: sequire la dimostrazione del teorema utilizzando il fatto che
se g € una funzione integrabile nell’intervallo [0,27|, allora i coefficienti di
Fourier di g tendono a zero all’infinito.]

Esercizio 17 . Supponiamo che f sia una funzione periodica e che esista
K > 0 tale che, per ogni x,y € R, |f(x) — f(y)| < K|z —y|, allora f ¢
continua 1 ogni punto e, in ogni punto la serie di Fourier di f converge al
valore di f.

Esercizio 18 . Supponiamo che f sia una funzione continua e derivabile
eccetto in un numero finito di punti dell’intervallo [0,27], e supponiamo la
deriwata di f sia limitata. Dimostrare che la serie di Fourier di f converge
al valore di f in ogni punto in cui f € continua.

Esercizio 19 Trovare i coefficienti di Fourier della funzione f che coincide
con la funzione f(x) = x nell’intervallo semiaperto [0,2m) ed é periodica di
pertodo 2.

Esercizio 20 Sia [a,b] un intervallo contenuto nell’intervallo semiaperto
[0,27), e sia f la funzione periodica che sull’intervallo [0,27m) coincide con la
funzione caratteristica dell’intervallo [a,b]. Calcolare i coefficienti di Fourier

di f.

Esercizio 21 Siano f e g funzioni continue e periodiche, di periodo 2.
Definiamo la funzione

fxg(x / flz —t)g(t)dt (4.4)

Dimostrare che m(n) = f(n)j(n). Dimostrare che se f(x) = ™ allora
f*gx)=g(n)em*.
Esercizio 22 Sia D,(z) = > ,__ €** e sia f una funzione continua e

pertodica. Dimostrare che

S f(k)e =D, + f(x)

k=—n
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Dimostrare anche che D,,(0) = 2n + 1 e che, per x # 0,

sin (n + )
D, (z) = (—12)
sin 5@
La funzione D, () si chiama nucleo di Dirichlet e riveste un ruolo impor-
tante nelle trattazioni classiche delle serie di Fourier.



Capitolo 5

Convergenza delle serie di
Fourier nelle discontinuita di
prima specie

Utilizzeremo in questo capitolo la forma seguente del teorema 6 dimostrato
nel capitolo precedente, che era stata proposta come esercizio (esercizio 16).

Teorema 7 . Sia f una funzione periodica di periodo 27, integrabile sull’in-
tervallo [0, 27]. Supponiamo che per y € R, la funzione

f(x) = f(y)
r—y

risulti integrabile. Allora

fw)= > fln)e™.

n=—oo

Si osservi che quando, in queste note, si parla di integrabilita, si tratta
di integrabilita secondo Riemann, che, per definizione, implica la limitatez-
za sull’intervallo considerato. Ricordiamo anche che una funzione limitata
e continua eccetto che in un numero finito di punti in un intervallo, risulta
integrabile secondo Riemann, e che una funzione integrabile secondo Rie-
mann nell’intervallo [0,27] puo essere estesa ad una funzione periodica su
tutto R purché, eventualmente ne si ridefinisca il valore in uno degli estremi
dell’intervallo. Ma poiché i coefficienti di Fourier di una funzione non dipen-
dono dal valore di una funzione in un punto, si puo legittimamente parlare
di coefficienti di Fourier e serie di Fourier di una funzione integrabile secondo
Riemann nell’intervallo [0, 27].
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Lemma 1 Siano a e b due numeri reali qulsiasi e sia fqp) una funzione
periodica che vale a nell’intervallo (—m,0) e vale b nell’intervallo (0,7), (il
suo valore nei multipli intert di ™ non influisce sulla conclusione del teorema
e puo essere un valore qualsiasi). Allora

Zf b a—l—b

n=—oo

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la funzione h(z) = frap(z) — 5. Osservi-
amo che h(—z) = fpa(z) — L2, dove fipq ¢ la funmone che 31 ottiene da
f(a,p) invertendo il ruolo di a e b Ma

a+b a+b
b — .
o =)
Pertanto h(—z) = —h(x). Cioe h & una funzione dispari. Questo significa

che nella serie di Fourier di h compaiono solo seni e che le somme parziali
della serie di Fourier si annullano in zero. In altre parole, per n > 1,

0:2;}, Zf(ab) (l+b

k=—n k=—n

Questo prova la tesi.

Teorema 8 Supponiamo che f sia una funzione periodica, integrabile nel-
Vintervallo [0,27]. Supponiamo che in un punto y € [0,27| la funzione f
abbia una discontinuita di prima specie, esistano cioe i limiti

lim f(z) = f*(y)

r—y+

lim f(x) = f(y).

T—y—

Supponiamo inoltre che esistano i limiti

o) - )
oyt r—y

€
oS )
Ty~ r—vY

Allora

i g T+ (W)
Zf(n)e = 5 :
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo prima che y = 0. Dobbiamo allora di-
mostrare che, nelle ipotesi del teorema,

o0 + —

S UL a]
Poniamo a = f7(0) e b = f*(0). Consideriamo la funzione f(,s), definita
nell’enunciato del Lemma precedente. Osserviamo che la funzione definita
come g(x) = f(x) — fap), per  # 0, e g(0) = 0 soddifa alle ipotesi del
Teorema 7, cioe la funzione

g(z) — g(0)
x—0

¢ integrabile. Pertanto si applica il Teorema 7, con y = 0 e risulta

> 9(n) =0
D’altra parte
f=9+ fap-
Ne segue che
N = S f1(0) + £7(0)
Jim n:ZN fn) = n:ZOO g(n) + n:ZOO fan(n) = T

Il caso y # 0 viene trattato, come nella dimostrazione del 7, considerando la
funzione f_,(x) = f(z + y). I coefficienti di Fourier di f_, sono f_,(n) =
ey f (n). E pertanto, tenuto conto che il comportamento di f in un intorno
di y ¢ esattamente il comportamento di f_, in un intorno di 0, si ottiene:

00 . . ) R i B N -
S Fmen =3 -y = OO W W),

La dimostrazione data in questi appunti dei teoremi di convergenza, Teo-
rema 6 e Teorema 7, ¢ stata trovata da Paul Chernoff, che I'ha pubblicata
nel lavoro [C]

La dimostrazione del Teorema 8 & dovuta a Ray Redheffer ed e pubblicata
nel lavoro [Re]
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Capitolo 6

Funzioni di Rademacher e
funzioni di Walsh

Nella trattazione delle serie di Fourier abbiamo tacitamente utilizzato due
proprieta importanti delle funzioni ¢*. La prima proprieta ¢ che il prodotto
di due funzioni di questo tipo ¢ una funzione dello stesso tipo: e*@ei* —
e'k+th)z - Questa proprieta fa si che queste funzioni formino un gruppo rispetto
alla moltiplicazione punto per punto.

Esercizio 23 Dimostrare che le funzioni del tipo ™ formano un gruppo
rispetto alla moltiplicazione punto per punto. Dimostrare che il gruppo é
isomorfo al gruppo dei numeri interi Z.

La seconda importante proprieta e data dalle cosiddette relazioni di or-
togonalita:

I 0 sen#m

1 sen=m

— e eima = {
2m Jo

In questo capitolo ci proponiamo di studiare un sistema di funzioni, defi-
nite sull’intervallo [0,1] (il cosiddetto sistema di Walsh) per il quale valgo-
no queste due proprieta. Saranno quindi definite, con riferimento a questo
sistema, serie analoghe a quelle di Fourier. Queste serie sono comunemente
note come le serie di Fourier-Walsh (oppure serie di Paley-Walsh). Lo studio
delle serie di Fourier-Walsh costituisce la base teorica per quelle particolari
espansioni in serie di funzioni che si utilizzano per I'immagazzinamento e la
trasmissione dei dati.

Esercizio 24 Dimostrare le relazioni di ortogonalita.
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Definizione 2 Un sistema ortogonormale nell’intervallo [a,b] € un insieme
di funzioni {u,} (che possono prendere valori complessi) che soddisfa alle
relazioni di ortogonalita:

ﬁ/ab U () U (2)dz = { 0 sen#m

1 n=m

Esercizio 25 Dimostrare che l'insieme costituito da tutte le funzioni del tipo
V2coskx e \/2sin kx, al variare di k tra gli intert non negativi, € un sistema
ortonormale nell’intervallo [0, 27].

Esercizio 26 Sia {u,} un sistema ortonormale nell’intervallo [a,b]. Sia f
una funzione integrabile su |a,b] (non necessariamente una funzione reale).

Sia

b
a, = (bia)/ f(@)uy,(z)dz.

Dimostrare la disuguaglianza di Bessel:

Sl < g [ @)

(Osservare che la dimostrazione fornita per il sistena {€™® : n € Z}, non
si applica direttamente, perché riguardava solo le funzioni a wvalori reali e

sfruttava il fatto che f(k) = f(—k).)

Esercizio 27 Un insieme finito di funzioni a valori reali, f1... f,, definite
su un intervallo |a,b] si dice linearmente indipendente se la condizione

con \; € R, implica che, per ogni j = 1,...n, \; = 0. Dimostrare che ogni
sottoinsieme finito di un sistema ortonormale di funzioni reali € linearmente
indipendente

Esercizio 28 Definire la nozione di indipendenza lineare per funzioni a val-
ori complessi e dimostrare per sistemi ortonormali a valori complessi [’anal-
ogo dell’esercizio precedente.

Passiamo ora alla definizione del sistema ortonormale di Walsh, sull’in-
tervallo [0, 1], per questo cominceremo a definire le cosiddette funzioni di
Rademacher.
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La funzione di Rademacher di indice zero ro(x) ¢ la funzione identica-
mente uno su tutto l'intervallo. La funzione 7 (z), per definizione, vale 1 nel-
I'intervallo [0, %), e vale —1 nell’intervallo [%, 1]. La funzione di Rademacher,
ro(z) vale 1 nell'intervallo [0, 1), vale —1 nel successivo intervallo semiaperto
[3,3), vale ancora 1 nell’intervallo [1, 3) ed infine vale —1 nell'intervallo [2, 1].
In generale la k-esima funzione di Rademacher ¢ definita come la funzione che
assume alternativamente i valori 1 e —1 sugli intervalli aperti della partizione
dell'intervallo [0, 1] in 2* intervalli di uguale lunghezza, e che negli estremi di
questi intervalli risulta continua a destra, ma non a sinistra (con la singola
eccezione del punto estremo 1). Osserviamo che ri(z) = 1, ed anche che
re(7) pud essere definita, come il segno dell’espressione sin 27z, nei punti
dove quest’ultima espressione ¢ definita (cio¢ nei punti in cui sin 2*7z non si
annulla.)

Definizione 3 . Fissato un intero positivo n, sian = 21 4... 4 2kn=1 e
spresstone in forma diadica di n. La n-esima funzione di Walsh e il prodot-
to w, = 1, ...15,. Per completare la definizione del sistema si definisce
wo(x) = ro, cioe come la funzione identicamente uno.

Osserviamo che, secondo la definizione precedente, e per k > 1, la fun-
zione di Walsh wsyk-1, coincide con la funzione di Rademacher r, che assume
alternativamente valori +1 e —1 sulla partizione dellintervallo [0,1] in &
intervalli di uguale lunghezza.

Esercizio 29 Dimostrare che [’espressione di una funzione di Walsh, w, =
Tky - ..Tk,, come prodotto di funzioni di Rademacher, € unica.

Esercizio 30 Dimostrare che per le funzioni di Walsh valgono le relazioni

di ortogonalita:
1
/ Wy ()W (2)dx = { (1) sen 7 m
0

sen=rm.

Esercizio 31 Dimostrare che le funzioni di Walsh formano un gruppo di
funzioni rispetto alla moltiplicazione punto per punto.

Definizione 4 Sia f una funzione a valori reali definita ed integrabile sul-
Uintervallo [0, 1]. I coefficienti di Fourier-Walsh di f sono i numeri

fuw,) = / f(@)wn (x)de,

e la serie di Fourier-Walsh di f é la serie

o0

f(wn)wn(x)
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Come nel caso delle serie di Fourier la questione centrale che sara affronta-
ta in questi appunti e quella della convergenza delle serie di Fourier-Walsh.
In altre parole ci si chiede per quali funzioni definite su [0, 1] succede che

N—oo

lim Y f(wn)w(z) = f(z).

Si osservi pero che, contrariamente a quanto avviene per le serie di Fourier,
la somma parziale di una serie di Fourier-Walsh non ¢ mai una funzione
continua, anche se la funzione f dalla quale si parte ¢ una funzione continua,
o magari derivabile. E infatti la somma parziale di una serie di Fourier-Walsh
assume un numero finito di valori. Questo fatto non diminuisce 'importanza
delle serie di Fourier-Walsh, perché, in molti casi concreti, ad esempio nella
trasmissione di dati, funzioni continue (rappresentanti, ad esempio, segnali)
devono necessariamente essere ridotte a funzioni che assumono un numero
finito di valori e che pertanto risultano discontinue.

Il principale risultato sulla convergenza delle serie di Fourier-Walsh che
sara presentato in questi appunti, riguardera tuttavia le funzioni continue. In
questo caso non dimostreremo propriamente la convergenza della successione
delle somme parziali della serie di Fourier Walsh di una funzione contin-
ua, ma piuttosto la convergenza di una sottosuccessione. Piu precisamente
dimostreremo che, se f € una funzione continua,

2" —1

lim Y flw)wi(e) = f(2).

Esercizio 32 Calcolare la somma parziale Zi:;o Fwp)wy(z) nei sequenti
casi: 1) f(xr) =z con N =2e N =4;2) f(xr) =1-2x, con N =2; 3)
f(z) =sin2rx con N =2; 4) f(x) =x(1 —z) con N = 2.

Esercizio 33 Dimostrare che una somma del tipo

N
AWy (T)

n=0

assume un numero finito di valori. Dimostrare che se N < 28 — 1, allora la
somma non puo assumere piv di 2% valori. Dedurne che una funzione non
costante rappresentata da una somma di questo tipo non puo essere continua.

Per studiare la somma parziale della serie di Fourier-Walsh di ordine 2" —1
introduciamo una funzione speciale, che chiameremo nucleo di Paley che, per
certi versi, svolge, per le serie di Fourier-Walsh, il ruolo svolto dal nucleo di
Dirichlet (introdotto alla fine del capitolo precedente) per le serie di Fourier.
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Definizione 5 Il nucleo di Paley é la funzione definita sul quadrato [0, 1] x
[0,1] come segue:

Pn(z,y) = H(l +15(y)r;(2)).

Osserviamo che per y fissato, il nucleo di Paley, come funzione della sola
x, assume solo due valori: vale 2" se x appartiene allo stesso intervallo della
partizione di [0, 1] in 2" intervalli di pari lunghezza, cui appartiene y, mentre
vale zero per tutti gli altri z. Infatti P, ¢ diverso da zero solo se tutti i fattori
14 7j(y)r;(z) sono diversi da zero. Questo accade se, e solo se, per tutti gli
indici j, r;(y) ed r;(z) hanno lo stesso segno. E facile vedere che questa
circostanza si verifica se e solo se x ed y appartengono alla stesso intervallo
semiaperto della partizione di [0,1] in 2" intervalli di pari lunghezza. In
questo caso, tutti i fattori 1 + r;(y)r;(x) sono uguali a 2 ed il prodotto
degli n fattori & 2". In particolare se y = 0 o anche se y € [0, 2%], allora,
P (z,y) = Pu(z,0) = [T}, (1 + 7;(2)) & diverso da zero solo se z € [0, 5], e

AL
su questo intervallo vale 2.

Esercizio 34 Dimostrare che

m—1

Po(z,y) = > wi(y)wi(z).
k=0
Per svolgere I'esercizio precedente si puo osservare che le prime 2" funzioni

di Walsh (quelle che hanno indice da 0 a 2" — 1) sono tutti i possibili prodotti
delle funzioni di Rademacher di indice da 1 ad n, ed inoltre la funzione
ro = wo = 1. Ridurre il prodotto P, (z,y) ad una somma di monomi significa
scegliere per ognuno degli n fattori (1 + r;(y)r;(z)) il termine 1 ovvero il
termine 7;(y)r;(x). In altre parole ogni termine della somma che uguaglia il
prodotto

P (x,y)

corrisponde alla scelta di un sottoinsieme dell’insieme {rq,7s,...,7,} (even-
tualmente il sottoinsieme vuoto). Il termine della somma ¢ allora determinato
dal prodotto delle funzioni di Rademacher che appartengono a questo sot-
toinsieme (il prodotto del sottoinsieme vuoto vale convenzionalmente uno).
Da un altro punto di vista 1’esercizio puo essere svolto per induzione dopo
aver osservato che

[10+n ﬂ (14 73(w)rs) + o) [T+ 15w @)

Il nucleo di Paley puo essere utilizzato per calcolare la somma di ordine
2" — 1 di una funzione integrabile, come precisato dal teorema che segue.
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Teorema 9 Sia [ una funzione integrabile sull’intervallo [0, 1], allora,

2" —1

Amwmmw=2ﬂwwm

DIMOSTRAZIONE. Sviluppando il prodotto, come indicato nell’esercizio prece-
dente, si ottiene

n 2n—1

Py (z,y) = H(1 —ri(y)ri(@) = > wi(y)wi(z).
Pertanto
| Bae iy =Y w [ iy = Y fogu),

Le funzioni di Rademacher, e quindi quelle di Walsh, sono costanti negli
intervalli (aperti a destra) di partizioni diadiche. Piu precisamente la fun-
zione di Rademacher r € costante sugli intervalli semiaperti (a destra) della
partizione dell'intervallo [0, 1] in 2% parti uguali. Ne segue che ogni funzione
di Walsh, ottenuta come prodotto delle prime k funzioni di Rademacher, sara
costante sugli intervalli della stessa partizione. Per conseguenza ogni combi-
nazione lineare di queste funzioni di Walsh avra la stessa proprieta di essere
costante sugli intervalli semiaperti della partizione dell’intervallo [0,1] in 2F
parti uguali. Ma vale in effetti il seguente risultato.

Teorema 10 L’insieme W,, delle funzioni che sono costanti sugli intervalli
semiaperti della partizione dell’intervallo [0,1] in 2™ parti uguali é uno spazio
vettoriale di dimensione 2™. Le funzioni di Walsh {wo, ..., wan_1} sono una
base per W.,,.

DIMOSTRAZIONE. Non e difficile verificare che la somma ed il prodotto di
funzioni costanti sugli intervalli della partizione € ancora costante su ogni
intervallo della partizione. Ne segue che W,, ¢ uno spazio vettoriale. Tut-
ti gli elementi di W,, possono essere scritti come combinazione lineare delle
funzioni caratteristiche degli intervalli semiaperti della partizione, che sono
esattamente 2" . D’altra parte queste funzioni caratteristiche sono linear-
mente indipendenti. Ne segue che la dimensione di W,, ¢ 2". Ogni funzione
di Walsh di indice minore di 2" e esprimibile come prodotto delle funzioni di
Rademacher {ry,...,r,}, le quali sono tutte costanti su ogni intervallo della
partizione dell'intervallo [0, 1] in 2" intervalli di uguale lunghezza. Pertanto
ogni funzione di Walsh di indice minore di 2" appartiene a W,,. Poiché le
funzioni di Walsh sono linearmente indipendenti esse costituiscono una base
per lo spazio W,,.
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Esercizio 35 Verificare che ogni funzione caratteristica degli intervalli del-
la partizione di [0,1] in 2™ intervalli puo essere scritta come combinazione
lineare di funzioni di Walsh, e cioe verificare che se I € un tale intervallo e
y € I é fissato, allora

o L+ relypneta)) = o)
k=1

Introduciamo ora una trasformazione che associa ad ogni funzione integra-
bile f definita su [0, 1] un elemento P, f di W,, che chiameremo la proiezione di
fsuW,. Luso di un simbolo P, che richiama il nucleo di Paley e giustificato
dal teorema che segue la definizione della trasformazione P,,.

Definizione 6 Sia f una funzione integrabile definita sull’intervallo [0,1].
La funzione P, f ¢ definita come la funzione costante su ogni intervallo del-
la partizione di [0,1] in 2™ intervalli semiaperti di uguale lunghezza, che in
ogni intervallo della partizione assume il valore medio della funzione in quel-
[intervallo. In altre parole se I ¢ un intervallo della partizione e v € I,
allora

P, f(x) = 2" / F(y)dy.

Esercizio 36 Sia f(x) =x — 1/2. Tracciare il grafico di P, f(x) per n = 4.
Svolgere lo stesso esercizio con f(x) = sin2mx.

Teorema 11 . Se f ¢ una funzione integrabile sull’intervallo [0, 1], allora

P,/ (x) = / P (2, y) £ (y)dy.

DIMOSTRAZIONE. Sia I un intervallo della partizione di [0, 1] in 2" intervalli
disgiunti. Supponiamo che z € I . Allora P, (z,y), come funzione di y altro
non e che la funzione caratteristica di I, moltiplicata per 2". Pertanto:

1
P.f(e) =2 [ £y = [ Pule) o)y
I 0
Abbiamo ora gli strumenti necessari per dimostrare il risultato gia antic-

ipato sulla convergenza delle serie di Fourier-Walsh.

Teorema 12 . Supponiamo che f sia una funzione continua definita sul-
Uintervallo [0, 1]. Allora

2" —1

Jim 3 o) (a) = fr).

per ogni x € [0, 1].
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DIMOSTRAZIONE. Fissiamo x € [0, 1], allora per ogni n, = appartiene ad
uno ed uno solo degli intervalli semiaperti della partizione di [0,1] in 2"
intervalli di uguale lunghezza. Indichiamo con [, U'intervallo della n-esima
partizione cui appartiene x ed osserviamo che I, D I,,,1. Siano M,, ed m,,,
rispettivamente, il valore massimo ed il valore minimo, assunti da f nella
chiusura dell’intervallo I,,. Osserviamo che, per definizione di P,,,

my, <P f(x) < My,
mentre vale, ovviamente, anche la disuguaglianza
my, < f(x) < M,.

Sia ora € > 0. E sia 0 > 0 tale che se |z —y| < ¢ allora |f(x) — f(y)] < e

Sia n cosl grande che 2% < 6. Poiché i valori M,, ed m,, sono assunti da
f in un intervallo di lunghezza 2% < 0, risulta M,, — m,, < e. 1 punti
f(z) e P, f(x) appartengono quindi, ambedue, all'intervallo [m,,, M,], che ha

lunghezza inferiore ad €. Ne segue che, per n sufficientemente grande,

f(z) = Puf(z)] <e
D’altra parte, dal Teorema 11 e dal Teorema 9 segue che

2"—1

Pof(x) =Y flwp)wi(z),
k=0

questo conclude la dimostrazione del teorema.

Esercizio 37 . Nella dimostrazione precedente abbiamo fatto uso della con-
tinuita di f (esistenza del massimo e del minimo in un intervallo chiuso,
continuita nel punto x). Cosa succede se f & una funzione integrabile (e
quindi limitata) ma non continua in tutti i punti dell’intervallo [0,1]? Far
vedere che se f(x) ¢ definita come la funzione che vale 1 nell’intervallo [0, %]
e —1 nell’intervallo (%, 1], allora la serie di Fourier-Walsh di f non converge
al suo valore nel punto % (Attenzione! la funzione f di questo esercizio non
¢ la funzione di Rademacher ri(x), perché ha un valore diverso nel punto %)
Dare un altro controesempio.



Capitolo 7

Convergenza uniforme delle
successioni e serie di funzioni

Nei capitoli precedenti, trattando le serie di Fourier e le serie di Fourier-
Walsh, abbiamo considerato casi particolari di un problema che, in termini
generali, puo essere descritto come segue.

Sia u,(z) una successione di funzioni tutte definite sullo stesso intervallo
[a,b]. Per ogni z € [a,b] consideriamo la successione numerica u,(x). Sotto
quali condizioni esiste il lim, .., u,(x)? In realta il problema che ci siamo
posti e formalmente diverso. Anziché successioni di funzioni, abbiamo con-
siderato serie di funzioni. Ma considerare una serie (numerica o di funzioni)
equivale a considerare la successione delle sue somme parziali. E vicever-
sa, ogni successione (numerica o di funzioni) puod essere considerata come la
successione delle somme parziali di una serie.

Esercizio 38 Dimostrare che ogni successione di funzioni definite su un in-
tervallo puo essere considerata come la successione delle somme parziali di
una serie di funzions.

Converra pertanto, per semplicita, affrontare il problema generale in
termini di successioni, anziché di serie (anche se le applicazioni dei nos-
tri risultati concerneranno prevalentemente le serie di Fourier e le serie di
Fourier-Walsh.)

Osserviamo intanto che se wu,(z) € una successione di funzioni tutte defi-
nite sullo stesso intervallo [a, b] e, per ogni x € [a, b], esiste il lim,, .. u, () =
u(z), ne risulta definita, sullo stesso intervallo [a, b], una funzione u(z). Tut-
tavia puo ben succedere che alcune proprieta importanti, possedute da ogni
funzione della successione u,,, non si trasmettano al loro limite u. Ad esempio
le u,, potrebbero essere continue, e la v discontinua, oppure le u,, potrebbero

43
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risultare integrabili e la u non integrabile. Alcune di quese patologie sono
descritte negli esercizi che seguono.

Esercizio 39 . Consideriamo le funzioni u,(z) = x™ definite per n > 0 sul-
Uintervallo [0,1]. Dimostrare che, per ogni x € [0, 1] esiste il lim,,_,o u, () =
u(z), ma che la funzione u(x) non é continua nel punto 1.

Esercizio 40 . Sia u,(z) la funzione che vale zero sui punti dell’intervallo
[0,1] che sono del tipo % con k=0,...2", e vale uno in tutti gli altri punti
dell’intervallo. Osservare che u, € integrabile e che il suo integrale vale uno.
Dimostrare che esiste il lim, o un(x) = u(x), ma che la funzione u(x) non

e integrabile.

Esercizio 41 . Trovare una successione di funzioni continue definite sul-
Uintervallo [0, 1], che converge in ogni punto dell’intervallo ad una funzione
limitata, ma non integrabile (secondo Riemann).

Esercizio 42 . Trovare una successione di funzioni continue u,(x), defi-
nite sull’intervallo [0,1], che converge in ogni punto dell’intervallo ad una
funzione continua u(x), ma tali che

1 1
lim un(m)dx#/ u(x)dx.
e Jo 0

Gli esempi descritti negli esercizi che precedono servono a motivare una
definizione piu stringente di convergenza, per le successioni di funzioni.

Definizione 7 Sia u,(x) una successione di funzioni a valori reali (o com-
plessi) tutte definite sullo stesso intervallo |a,b]. Si dice che w, converge
uniformemente alla funzione u pure definita su [a,b] se per ogni e > 0 esiste
n. tale che per ogni n > n. risulti, per ogni x € |a, b,

lus(z) — u(z)| < e.

La somiglianza con l'ordinaria convergenza, per ogni x, della successione
uy(z) ad u(r) non deve trarre in inganno. Per la convergenza uniforme si
richiede che n. non dipenda da z. Invece per la convergenza non uniforme,
o punto per punto, come si chiama in generale, n., puo dipendere dal punto
x considerato. Per capire bene il concetto di uniforme convergenza bisogna
prima di tutto prendere in esame esempi di successioni di funzioni che con-
vergono, ma non convergono uniformemente. Questo esercizio mentale puo
essere fatto utilizzando gli esempi tratti dai precedenti esercizi. Ad esem-
pio dovrebbe essere chiaro che le funzioni u,(z) = =™ convergono per ogni
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x € [0, 1], ma non convergono uniformemente, su questo intervallo. Per valori
di = positivi e minori di uno, ma sempre piu vicini ad uno, l'intero positivo
ne tale che, per n > n. risulti 2™ < ¢ deve essere scelto sempre piu grande.
Per avere un esempio di successione di funzioni che converge uniformemente,
basta cambiare 'intervallo di definizione. Le stesse funzioni u,(z) = 2™ con-
vergono uniformemente a zero nell’intervallo [0, 2], o in ogni intervallo [0, A],
con 0 < \ < 1. Infatti, dato € > 0, basta scegliere n. in modo che sia A" < ¢
per ottenere |u,(x)| < € non appena n > n..

La convergenza uniforme, per le funzioni continue, puo essere descritta
introducendo una forma di distanza tra funzioni. Questo e il contenuto della
definizione che segue.

Definizione 8 Sia C([a,b]) lo spazio vettoriale delle funzioni continue, a
valori complessi, definite sull’intervallo |a,b]. Definiamo la distanza tra due
elementi f e g di C([a,b]) come d(f,g) = supgeay|f(x) — g(x)|. Si dice
che la successione f, di elementi di C([a,b]) converge, in questa distanza,
all’elemento f se lim,_o d(fn, f) = 0.

Esercizio 43 Dimostrare che la distanza tra due funzioni continue, definita
come sopra soddisfa alle proprieta della distanza: 1) d(f,g) < d(f,h) +
d(h,g) se f, g ed h sono funzioni continue definite sullo stesso intervallo; 2)

d(f,g9) =d(g, f); 3)d(f,g) =0 se e solo se f =g.

Esercizio 44 . Sia u, una successione di funzioni continue definite sull’in-
tervallo [a,b], e sia u una funzione continua definita sullo stesso intervallo.
Allora d(uy,,u) — 0 se e solo se u,, converge uniformemente ad u.

Dimostriamo ora che il limite uniforme di funzioni continue ¢ una funzione
continua.

Teorema 13 . Supponiamo che u,, sia una successione di funzioni continue
e che lim, . u,(z) = u(z), uniformemente sull’intervallo [a,b]. Allora la
funzione u(z) é continua su |a,b.

DIMOSTRAZIONE Sia x € [a,b]. Per dimostrare che u ¢ continua in x
dobbiamo far vedere che per ogni e > 0 esiste 6 > 0 tale che |u(x) —u(y)| < e
quando |z — y| < ¢. Useremo la disuguaglianza:

u(z) = u(y)| < |u(r) = un(@)] + [un(x) = un(y)] + [unly) — uly)] <

d(u, up) + |un () — un ()| + d(u, uy,).
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La convergenza uniforme di u,, ad u ci permette di trovare un intero positivo
n. tale che, per n > n., d(u,,u) < $. Fissato un tale n, e la corrispondente
funzione u,,, ed utilizzando la continuita di w,,, possiamo trovare > 0, tale
che, se [z —y| < 4, allora |u,(x) — u,(y)| < §. Utilizzando la disuguaglianza
riportata sopra, in relazione alla funzione w, cosi fissata, possiamo allora
concludere che, se |z — y| < J,

€ €
u(x) = u(y)] < 5+ fun(@) — ()] + = <=
E opportuno a questo punto richiamare una nozione che concerne le suc-
cessioni di numeri reali. Come vedremo questa nozione sara poi estesa alle
successioni di funzioni.

Definizione 9 Una successione x,, di numeri reali si dice successione di
Cauchy se dato € > 0 esiste un intero positivo n. > 0 tale che se n,m > n.
allora |z, — x| < e

Esercizio 45 Dimostrare che ogni successione convergente di numeri reali e
una successione di Cauchy.

Esercizio 46 Dimostrare che ogni successione di Cauchy e limitata.

Esercizio 47 Dimostrare che se una successione di Cauchy ha una sotto-
successione convergente, allora la successione stessa € convergente allo stesso
limate.

Esercizio 48 Ogni successione di Cauchy di numeri reali é convergente.
[SUGGERIMENTO: osservare che se per tutti gli indici n, tranne al pit un
numero finito di indici, a < x, < b, allora tutti i termini x,, tranne al piu
un numero finito, appartengono ad uno solo dei due intervalli [a, CLTH’], [“T*b,b].
Costruire una successione |ay, by] di intervalli [ag41,bk+1] C [ak, bg] tali che byiq —
apy1 = %(bk —ay) e tali che per ogni k solo un numero finito di termini x,, possono
esere fuori di [a,by]. Per l'assioma di completezza esiste o = supay = inf by,

a € [ag, by per ogni k. Dimostrare che limy,_.oc x,, = ./

La nozione di successione di Cauchy puo essere estesa alle successioni
di funzioni utilizzando la nozione di distanza tra due funzioni secondo la
definizione che segue.

Definizione 10 Una successione u, € C([a,b]) si dice uniformemente di
Cauchy, se per ogni € > 0 esiste un intero positivo n. tale che se n,m > n.
allora d(tp, uy,) < €.



47

Un altro modo per esprimere la condizione di Cauchy, e il seguente: u,
e uniformemente di Cauchy se per ogni ¢ > 0 esiste n. tale che, se n > n.
e p ¢ un intero positivo qualsiasi, allora d(u,, u,4,) < €. In particolare la
condizione di Cauchy (uniforme) per le serie di funzioni puo essere espressa
cosi: Per ogni € > 0 esiste n. tale che, se n > n.,

n-+p

1> ur(z)| <e,

per ogni intero positivo p e per ogni x € [a, b].
La nozione di successione uniformemente di Cauchy, appena introdotta,
¢ importante perché vale il seguente teorema.

Teorema 14 . Una successione di funzioni continue u,, definite sullo stesso
intervallo [a,b] é uniformemente di Cauchy se e solo se esiste una funzione
u € C([a, b)), tale che lim,, o u,(x) = u(x), uniformemente.

DIMOSTRAZIONE Se esiste u tale che d(u,,u) — 0, allora dato ¢ > 0
esiste n. tale che per n > n., d(u,,u) < 5. Pertanto, se n,m > n., allora
d(Un, Um) < d(Un, u)+d(u, um) < 5+5 = €. Viceversa se u, ¢ uniformemente
di Cauchy, allora, per ogni = € [a,b], la successione numerica u,(z) ¢ una

successione di Cauchy. Questo fatto discende dalla disuguaglianza:

|Uun () — um ()] < SUpye[a,bHun(y) — U (Y)| = d(un, tm).

Ma se u,(x) € una successione numerica di Cauchy, allora, per I’Esercizio 48 ¢
convergente ad un valore numerico che possiamo chiamare u(x). Dimostriamo
ora che w e il limite uniforme di u,. Dato ¢ > 0 scegliamo n. tale che
d(ty, uy,) < € non appena n,m > . Allora, se n > n., per ogni z € [a, b,
[t (2) —u(z)| = limy,— oo |Un () —um(x)|. Ma, per ogni x ed m,n > n., risulta
[tn (2) =t (z)] < d(uy, uy,) < e. Pertanto per ogni o anche lim,,, o |u, () —
um(z)| < e. Questo conclude la dimostrazione del teorema.

La prima applicazione di questo importante teorema sara alla convergenza
delle serie di funzioni.

Teorema 15 Sia u, una successione di funzioni definite tutte sullo stesso
intervallo della retta reale. Supponiamo che esistano numeri M, tali che
lun(z)| < M, per ogni x nell’intervallo di definizione. Supponiamo anche
che risulti Y.°° | M,, < oo. Allora le somme parziali ._, u,(z) convergono
uniformemente.
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DIMOSTRAZIONE. Poiché la serie > > | M, converge, le somme parziali di
questa serie numerica soddisfano alla condizione di Cauchy. Questo significa
che, dato & > 0 esiste n. tale che se n > n., S_12F My < e. Ma |u,(z)| < M,
per ogni x ed ogni intero positivo p. Pertanto se n > n, risultera

n-+p

D fug(x) <e.

k=n

In altre parole le somme parziali della serie di funzioni

soddisfano la condizione di Cauchy. Per il teorema precedente le somme
parziali convergono, e convergono ad una funzione continua.

Esercizio 49 Definire la nozione di convergenza uniforme per successioni di
funzioni definite su tutto R, o su un sottoinsieme illimitato di R.

Esercizio 50 Supponiamo che u,, sia una successione di funzioni periodiche
di periodo T, che convergono uniformemente ad una funzione u in un inter-
vallo di lunghezza T'. Dimostrare che u,, converge uniformemente su tutto R
ad una funzione periodica la cui restrizione all’intervallo ¢ u.

Concludiamo questo capitolo con un teorema concernente il passaggio al
limite sotto il segno di integrale.

Teorema 16 Sia u, una successione di funzioni continue definite sullo stes-
so intervallo [a,b], e supponiamo che u, converga uniformemente ad una
funzione continua u. Allora

b

lim | up(z)de = / bu(m)d:p.

n—oo
a

DIMOSTRAZIONE Dobbiamo dimostrare che dato € > 0, esiste n. tale che,

se n > n,, risulta
b b
|/ up(z)dr — / uy(z)dx| < e.

Ma I'uniforme convergenza della successione di funzioni implica che esiste n.,
tale che, se n > n., allora per ogni = € [a,b], |u,(z) — u(r)| < ;=. Ne segue
che, per n > n,

|/ab Up(x)dx — /ab u(z)dx| = |/ab up(x) — u(z)de] < /ab [un(x) — u(z)|de <
5

b
dr =¢.
i




Capitolo 8

Convergenza assoluta ed
uniforme delle serie di Fourier

In questo capitolo studieremo la convergenza uniforme delle serie di Fourier,
in applicazione dei risultati del capitolo precedente.

Definizione 11 Sia f una funzione periodica, integrabile nell’intervallo [0, 27].
St dice che la serie di Fourier di f e assolutamente convergente, se

o0

Y If(m)] < co.

n=—oo

Naturalmente non tutte le funzioni integrabili hanno una serie di Fourier
assolutamente convergente. Si puo dimostrare infatti, che se una funzione
ha una serie di Fourier assolutamente convergente, allora la funzione stessa
& continua. B anche vero pero che esistono funzioni continue che non hanno
una serie di Fourier assolutamente convergente. !

In questi appunti ci limitiamo a dimostrare che le funzioni continue che
hanno derivata continua in tutti i punti, o anche che hanno derivata integra-
bile (ad esempio che hanno derivata limitata e continua eccetto in un numero
finito di punti di un intervallo di lunghezza 27) hanno una serie di Fourier
assolutamente convergente.

Cominciamo con un risultato preliminare di carattere generale

IPer una discussione abbastanza esauriente, e comunque illuminante, sulle condizioni
che implicano che una funzione continua abbia una serie di Fourier assolutamente con-
vergente rinviamo il lettore interessato alla sezione 6 del Capitolo I (compresi i relativi
esercizi), della monografia [K]. Di questa monografia esiste anche una ristampa in edizione
economica nella collana delle Dover Publications.
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Lemma 2 Siano ay,...a, € by,...b, numeri complessi, allora

n n n
> aibil? <> as* > bl
=1 j=1 j=1

DIMOSTRAZIONE. Per ogni A reale e per ogni 0 € [0,27) vale la disug-
uaglianza:

n

0 S Z |CLj - /\€i9bj|2 == Z(aj — /\ewbj)(aj — )\Bigbj) =

J=1 J=1

n

3 (Jasl? — 2ARe(a;e7;) + [A2[b;[?) =

j=1
> laiP = 2XRe(e D> aby) + X b
Jj=1 Jj=1 Jj=1

Si puo scegliere ¢ in modo che
n n
e agb; =) a;by.
j=1 J=1
Con questa scelta la precedente disuguaglianza diviene:
n n n
0< > agl* = 2X ) agbi + A b,
j=1 j=1 j=1

per tutti i A reali. Ma un polinomio reale di secondo grado ¢ non negativo
per tutti i valori della variabile reale A, solo se il suo discriminante € non
positivo. Ne segue che:

A1 Tagbil? =4 a P b <o,
=1 j=1 j=1

Pertanto

n n n
> asbil? < las? > bl
j=1 j=1 j=1

Esercizio 51 Sia W wuno spazio vettoriale rispetto al campo complesso C.
Supponiamo che sia definita una funzione sul prodotto W x W e a valori in
C, che indichiamo con la notazione (u,v) con le sequenti proprieta:
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1. la funzione é lineare nella prima variabile, e cioe, per a, 3 € C,
(au+ Bw,v) = a(u,v) + B(w,v);

2. 0<(u,u) e 0= (u,u) solo seu=0;

3. (u,v) = (v,u).
Dimostrare, sulla scorta della dimostrazione precedente che
|(w, 0)[* < (u,u)(v,v).

Esercizio 52 Nelle ipotesi dell’esercizio precedente dimostrare che posto ||u|| =
(u, w)'2, risulta
lw +of| < Jlull + l]l-

Dimostreremo ora che la serie di Fourier di una funzione continua, peri-
odica e con derivata continua, converge assolutamente.

Teorema 17 Sia f una funzione continua e periodica di periodo 2mw. Sup-
poniamo che esista la derivata Df di f e che sia continua. Allora la serie di
Fourier di f € assolutamente convergente.

DIMOSTRAZIONE. Se f(n) sono i coefficienti di Fourier di f, allora i

coefficienti di Fourier della funzione continua D f sono Df (n) = inf(n). La
disuguaglianza di Bessel implica allora che

> . 1 2
> linf(n)]? < %/0 |Df(x)|*da.

Osserviamo che

S =1F )+ @),
—00 n#0
Bastera quindi dimostrare che

D’altra parte,

S =3 linfo] + S —linfnl < 3 D) <

n#0 n=1 n=— n#0 | |



52 CAPITOLO 8. CONVERGENZA ASSOLUTA

[e.e] [e.e]

@3 HCY BFm)):

n=1 n=-—0o

Il termine a destra della disuguaglianza e finito come conseguenza della
disuguaglianza di Bessel e del fatto che la serie ) n—12 converge.

L’attento lettore, esaminando la dimostrazione nei dettagli, si sara accorto
che il ragionamento fatto si applica, non solo a funzioni che hanno derivata
continua, ma anche alle funzioni per la cui derivata vale la disuguaglianza di
Bessel, ad esempio funzioni la cui derivata esiste ed e continua, ad eccezione
di un numero finito di punti dell'intervallo [0,27] e risulta limitata. Una
conseguenza di questa osservazione ¢ la proposizione che segue.

Proposizione 2 Supponiamo che f sia una funzione continua e che la deriva-
ta di [ esista e sia continua ovunque, eccetto che in un numero finito di
punti dell’intervallo [0, 27], e risulti uniformemente limitata. Allora la serie
di Fourier di f converge uniformemente ad f.

DIMOSTRAZIONE. Come osservato dopo la dimostrazione del precedente
teorema 17 vale per la derivata Df di f, la disuguaglianza di Bessel, che ci
porta a concludere che

(> IDF(n)P < co.

n=—oo

Da questo si deduce, come nella precedente dimostrazione, che

(> 1) < oo

n=—oo

Poiché |f(n)ene| = |f(n)|,Aper il Teorema 15 del capitolo precedente la
serie di Fourier di f, > > _ f(n)e™ converge uniformemente. Le funzioni

f (n)e™® sono continue, pertanto la serie converge ad una funzione continua
g. Poiché la serie di Fourier converge puntualmente ad f in tutti i punti in
cui f & derivabile, la funzione continua g coincide con f in tutti i punti in cui
f & derivabile, cioé ovunque eccetto che in un numero finito di punti. In altre
parole l'insieme E = {z : | f(x)—g(x)| > 0}N[0, 27] & finito. Ma |f(z)—g(z)|
¢ una funzione continua ed il teorema della permanenza del segno ci dice che
se E/ non e vuoto, deve contenere un intervallo aperto, in particolare deve
essere infinito. Ne segue che F ¢ vuoto ed f = g.

Utilizzeremo ora i risultati enunciati negli Esercizi 51 e 52, per dimostrare
che per le funzioni che hanno una serie di Fourier uniformemente convergente
la disuguaglianza di Bessel ¢ in realta un’uguaglianza. Questo fatto vale per
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funzioni molto piu generali ed in effetti per tutte le funzioni per le quali
risulta finita la somma |/(n)|2. In particolare vale per tutte le fun-
zioni integrabili (secondo Riemann). I teoremi generali sulle funzioni per
le quali vale la uguaglianza di Bessel, nota anche, in questo contesto, come
tdentita di Plancherel si esprimono compiutamente solo introducendo un con-
cetto di integrale piu generale di quello di Riemann, il cosiddetto integrale di
Lebesque?.

Lemma 3 Sia W lo spazio vettoriale delle funzioni continue e periodiche.
Definiamo per f,g € W,

1 2

(f.9) = o/ f(z)g(x)dx.

Allora la funzione (f,g) soddisfa le condizioni indicate nell’Esercizio 51 e
quindi soddisfa la proprieta indicate nell’Esercizio 51 e nell’Esercizio 52.

DIMOSTRAZIONE.L unica condizione la cui verifica non ¢ immediata ¢ che
(f, f) = 0 implica che f =0. Ma

(1) 1AWMWM

T or

Se fosse f(xg) # 0 per qualche xg, sarebbe |f(zo)|> = n > 0. Ma |f|* ¢
continua e, per il teorema della permanenza del segno, per x appartenente
ad un intorno di (zg — §, g + §), risulterebbe | f(z)]* > n/2. Ma allora

27 r0+9
/|mez/ (@) Pdz > b,
0 z0—0

che implica (f, f) > 0.
In accordo con il precedente lemma e con la notazione dell’Esercizio 52,
definiamo, per una funzione continua e periodica f,

1 27 ) L
= (— dr)z.
=gz | 1@
Si ha allora, per I’Esercizio 52, che

If+gll < A1+ Tlgll-

2Una trattazione rigorosa dell’integrale di Lebesgue per funzioni di variabile reale &
contenuta in [Ro]. Una efficace trattazione a livello intuitivo ¢ anche contenuta nel testo
di [DM]
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Osserviamo anche che

Il < sup [f(z)].

x€([0,27]

Possiamo ora dimostrare il risultato annunciato.

Teorema 18 Sia f una funzione continua e periodica e supponiamo che la
serie di Fourier di f converga uniformemente ad f. Allora

NP | 2 )
> foF =5 [ I

la somma parziale della serie di Fourier di f. Allora la convergenza uniforme
della serie di Fourier implica che,

0<|Sy = flI < sup [Sy(z) = f(z)| = d(Sny = f) = 0.

z€[0,27]

Pertanto
i [|Sy — f|* =0,

D’altra parte

1Sy — fIIP = (Sx — f. Sy — f) = (Sn, Sn) — 2Re(Sn, f) + (. /).

Calcoliamo ora

N R - 1 27 ) )
(Sn,Sn) = Z f(n)f(m)—/ e dx.
n,m=—N 0

27

Ricordando che
1 21
2
a meno che non sia n = m, nel qual caso I'integrale vale uno, si puo concludere
che

=Mz = 0

N

(S50 = 30 1f
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D’altra parte

N N 1 2r ) N R 1 21 N R
(Svf)= 2 fmg | J@e™de =3 fng | flajerivde = |f ()
n=—N —N _N

In particolare (Sy, f) e reale. Ne segue che
N
— | 2 _ 1 P 2
0= lim ||Sy = f|* = ngnooz;lﬂnﬂ (f. 1),

cioe la tesi.
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Capitolo 9

Convergenza uniforme per le
serie di Fourier-Walsh

Dimostriamo innanzitutto un importante teorema sulle funzioni continue
definite su un intervallo chiuso e limitato. Cominciamo da una definizione.

Definizione 12 Supponiamo che f sia una funzione continua definita su
un intervallo chiuso e limitato I. L’oscillazione di f su I e definita come

sup,e; f(x) —infer f(2).

Osserviamo che se I € un intervallo chiuso e limitato la funzione continua
f assume in [ il valore massimo ed il valore minimo, in altre parole la os-
cillazione di f in [ e la differenza tra il massimo valore ed il minimo valore
assunti dalla funzione in I. Osserviamo anche che se J € un intervallo chiuso
contenuto in I ed f e definita su I, allora l'oscillazione di f su J non puo
superare l'oscillazione di f su [.

Teorema 19 Sia [ una funzione continua definita su un intervallo [a,b].
Per ogni ¢ > 0 esiste una partizione dell’intervallo in 2™ intervalli di lunghez-
za 1/2™ tale che Uoscillazione di f su qualsiasi intervallo chiuso della par-
tizione risulti minore di €.

DIMOSTRAZIONE. Per brevita di linguaggio chiameremo partizione diadi-
ca di [a, b] ogni partizione dell'intervallo in 2" intervalli di uguale lunghezza.
Osserviamo che la (n+1)-esima partizione diadica si ottiene dividendo in due
intervalli uguali ogni intervallo della n-esima partizione diadica. Facciamo
ora vedere che dalla negazione della tesi segue un assurdo. Supponiamo
quindi che esista un € > 0 tale che per ogni intero positivo n esiste un in-
tervallo della partizione di [a, b] in 2™ parti uguali nel quale 'oscillazione di
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f sia > e. Questo stesso enunciato sara vero allora con riferimento ad al-
meno uno dei due intervalli [a, %] e [¢£2 b]. Se infatti non fosse vero per
ambedue questi intervalli allora si potrebbe trovare una partizione in 2" par-
ti del primo intervallo ed una partizione in 2™ parti del secondo intervallo
(non ¢ detto che sia n = m) tali che su tutti gli intervalli chiusi di ognuna
di queste partizioni l'oscillazione di f sia minore di . Supponendo (come &
lecito) che m > n, la partizione di [a, b] in 2™ intervalli di uguale lunghezza
darebbe luogo ad una partizione del secondo intervallo in 2™ parti uguali e
ad una partizione del primo intervallo che ¢ un raffinamento della partizione
in 2" intervalli. Pertanto 1'oscillazione di f su ognuno degli intervalli della
partizione di [a,b] in 2! parti sarebbe minore di . La negazione della
tesi ci consente quindi di scegliere almeno uno dei due intervalli [a, %$?] e
[“TJ’(’, b] nel quale la tesi & del pari negata, nel senso che per ogni partizione
diadica dell’intervallo l'oscillazione di f risulta maggiore o uguale a ¢ in al-
meno uno degli intervalli chiusi della partizione stessa. Possiamo precisare la
scelta stipulando che nel caso questo si verifichi per ambedue gli intervalli si
sceglie 'intervallo di sinistra. Abbiamo determinato cosi un intervallo [ay, b1 ]
di lunghezza Z’_Ta, con la proprieta che a < a; < by < b, e con la proprieta che
almeno in almeno uno degli intervalli di qualsiasi partizione diadica di [ay, b;]
I'oscillazione di f risulti maggiore o uguale a €. Possiamo ripetere lo stesso
ragionamento per lintervallo [a1,b;], considerando i due intervalli ottenuti
dividendolo a meta, ed andare avanti per induzione. Per essre precisi sup-
poniamo di aver trovato una successione di intervalli [ay, bx] con le proprieta
che: a <a; < ...ap <bpy <--- < by <b b —a, = (b—a)/2% e tali che
in ogni partizione diadica di [ag, bg] esiste almeno un intervallo in cui 1'oscil-
lazione di f & maggiore di . Scegliamo allora [ay1, bgr1] come il primo (il
pit a sinistra) dei due intervalli ottenuti dividendo a meta Uintervallo [ay, by,
che abbia la proprieta che l'oscillazione di f risulta maggiore o uguale a ¢ in
almeno uno degli intervalli chiusi di ogni partizione diadica dell’intervallo. La
successione {ay} cosi determinata € una successione non decrescente, limitata
superiormente da b. Pertanto ammette un limite o € [a,b]. La successione
{bx}, analogamente determinata, & non crescente e limitata inferiormente da
a. Pertanto ammette un limite 3 € [a,b]. Ma poiché by — ap = 27, deve
essere a« = 3. Ne segue che ay < a < bg. La funzione f e continua nel
punto a pertanto esiste § > 0 tale che se x € [a,b] e |z — a| < J§, allora
|f(x)— f(a)| < 5. Siak cosi grande che 2% < 6. Allora v —ay < by, —ag < 6
e b, —a < b, —a < 9. Percio [ag, by] C (o — 6, v + §). Pertanto dati due
punti qualsiasi x,y € [ay, by] risulta |z —a| < d e |y — a| < 0. Ne segue che

3

225.

(@) = FW)] < [£(2) = F(@) + F(@) + fly)l < 5 +
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Pertanto l'oscillazione di f sull'intervallo [ay,bx] risulta minore di €, una
contraddizione.

La proprieta delle funzioni continue dimostrata nel teorema precedente ¢
nota sotto il nome di uniforme continuita delle funzioni continue in un in-
tervallo chiuso e limitato. Essa ¢ formulata in generale come nell’esercizio
che segue. Ma non e difficile dimostrare che questa formulazione puo es-
sere dedotta dal teorema precedente. E quello che si chiede appunto di fare
nell’esercizio.

Esercizio 53 Dimostrare che se f € una funzione continua definita su un
intervallo chiuso e limitato [a,b] ed € > 0, allora esiste 6 > 0 tale che la
condizione |v —y| < 6 con x,y € [a,b]| implica |f(x) — f(y)| < e.

Anche la convergenza uniforme delle somme

2" —1

> flwn)wy(x)

si deduce dallo stesso teorema. Ricordiamo infatti che

2"—1

S Flw)wi(e) = Buf (@),

e la media di f sugli intervalli della n-esima partizione diadica dell’intervallo
[0,1]. Non e difficile quindi dimostrare il seguente corollario.

Corollario 20 Se f ¢ una funzione continua nell’intervallo [0,1] allora le
somme parziali della serie di Fourier- Walsh di f, P, f(x), convergono uni-
formemente a f.

DIMOSTRAZIONE. Sia € > 0. Per il Teorema 1, esiste una partizione diadica
dell’intervallo [0, 1] in 2" parti, tale che loscillazione di f su ogni intervallo
chiuso della partizione sia inferiore a e. Sia x € [0, 1]. Allora x appartiene ad
un intervallo chiuso I di questa partizione. Siano M ed m rispettivamente i
valori massimi e minimi assunti da f in I. Allora m < P,(z) < M. Ma vale
anche m < f(z) < M. Pertanto

[Pn(2) = f(z)] < (M —m) <e.

Questa disuguaglianza vale per ogni x e questo completa la dimostrazione.
Si osservi che le funzioni P, (z) non sono continue, ma convergono alla
funzione continua f.
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Capitolo 10

L’integrale di Fourier

In questo capitolo tratteremo brevemente uno strumento analogo a quello
delle serie di Fourier che si applica a funzioni che non sono periodiche. Una
trattazione pit completa ¢ contenuta in [DM].

Le funzioni che considereremo hanno la proprieta di essere definite su
R, di essere continue, tranne al piu in un numero finito di punti, di essere
limitate e di tendere a zero all’infinito cosi velocemente che esista sempre, e
sia finito, il limite :

a +o0
lim |f(z)|de = / |f(z)|dz < o0. (10.1)
a——+00 —a oo

Siamo interessati prevalentemente a funzioni a valori reali, ma ¢ conveniente,
come nel caso delle serie di Fourier, considerare anche funzioni a valori
complessi. Dalla (10.1) segue che esiste anche il limite

a
lim / F(w)de. (10.2)
a——+00 —a

11 fatto che dalla (10.1) segua la (10.2) non ¢ immediato. E’ necessario uti-
lizzare la condizione di Cauchy per l'esistenza dei limiti all’infinito, che ¢
analoga alla condizione di Cauchy per l'esistenza delle successioni. La di-
mostrazione non sara fornita in questi appunti, ma sara lasciata, per eser-
cizio, ai volenterosi che hanno imparato ad usare la condizione di Cauchy per
le successioni.

Esercizio 54 Dimostrare che se esiste M > 0 tale che

M

@) <

allora vale la (10.1).
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Introduciamo ora per il limite (10.2) la notazione:

aggloo/ fx d:c—/ flx d;z:—/f (10.3)

Una proprieta importante dell’integrale su tutto R che abbiamo appena
introdotto e la invarianza per traslazione. Questa proprieta e enunciata nel
seguente Lemma.

Lemma 4 Se f ¢ una funzione che soddisfa la (10.2), allora:

/R o+ y)de = /R f(z)dz. (10.4)

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo prima che 0 < y < a. Allora

a a+y
lim f(x +y)dz = lim f(z)dx =
a—o0 a—oo | o1y
a a+y —a+y
lim f(z)dx + lim f(z)dx — lim f(z)dx.

Ma f(x) tende a zero, per x — 0o e per & — —oo. Percio tendono a zero,

per a — o0, gli integrali
a-+y
|ty

/_ ).

a

E infatti se € > 0, per a sufficientemente grande e |z| > a — y, con y > 0
risultera | f(z)| < e/2y. Percio

‘/;er f(z)dz| + | /_aaﬂ/ f(x)dz| < e.

Ne segue la tesi per y > 0. Un ragionamento analogo vale per —a < y < 0.

Definizione 13 Sia f una funzione definita e continua, tranne al pit in un
numero finito di punti. Supponiamo che [ sia limitata su R, e che

lim f(x) =

|z|—o0

a

lim |f(x)|dx:/R|f(x)|dx < 00.

a—00
—a
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Allora la trasformata di Fourier di f é la funzione f()\) cosi definita:

Fn) = \/LQ_W /R Fa)e . (10.5)

Osserviamo che se f(x) soddisfa le condizioni indicate nella definizione, al-
lora anche la funzione f(x)e~* soddisfa le stesse condizioni, infatti | f (z)e~"*| =
| f(x)]. Questo, ed il fatto che dalla (10.1) segue la (10.2) ci consente di definire
f come il limite indicato dalla (10.5).

Ci si potrebbe in realta, evidentemente, limitare a richiedere che la fun-
zione f sia definita, continua e limitata su R\ S, dove S & un insieme di
punti che, se non ¢ vuoto, ha intersezione finita con ogni intervallo chiuso e
limitato.

Esercizio 55 Dimostrare che, se f ¢ una funzione che soddisfa alle ipotesi
della definizione 13, allora f(X\) é una funzione limitata su tutto R.

Esercizio 56 Dimostrare che, se [ € una funzione che soddisfa alle ipotesi
della definizione 13, allora f(\) é una funzione continua su tutto R.

Dimostriamo ora un teorema che lega la trasformata di Fourier di una
funzione alla trasformata di Fourier della sua derivata, in modo del tutto
analogo a quanto avviene per i coefficienti di Fourier delle funzioni periodiche.

Teorema 21 Supponiamo che f soddisfi le condizioni indicate nella definizione
di trasformata di Fourier e che inoltre sia derivabile. Supponiamo che anche
la sua derivata Df soddisfi le stesse condizioni. Allora:

Df(A) = iAf(N).

DIMOSTRAZIONE. Calcoliamo, integrando per parti:

/a Df(x)e”*dr = —i\f(z)e ™"

+a a .
+z’)\/ f(z)e ™ dg.

Ma poiché f(a) tende a zero per a — +00 e per a — —o0, risulta

lim —i\f(x)e " ’

a—00

= lim —ide " f(a) + iXe™* f(—a) = 0.

—a a—00

Pertanto
DF(\) = iX

\/12_7r algg() /_C; F(@)e dx = idf(N).

Un altro teorema che ha un analogo per le serie di Fourier ¢ il seguente.



64 CAPITOLO 10. L’INTEGRALE DI FOURIER

Teorema 22 Sia f una funzione che soddisfa alle condizioni per la definizione
di trasformata di Fourier e y € R. Definiamo f,(x) = f(z —y). Allora:

foX) = e ().
DIMOSTRAZIONE.

A

) = == [ rlo =y -

1 / s I | N
—— | f)e Py = e —— [ f(z)e Mdr =
5 /. (z) 5 /. (z)
e E(N).
Il risultato piu importante concernente l'integrale di Fourier sara solo
enunciato ed e il seguente.

Teorema 23 . Supponiamo che f(x) soddisfi alle condizioni della definizione
della trasformata di Fourier e che lo stesso sia vero per la funzione f(\).

Allora: .
_ - £ AT
fle)= Ver /IR FA)ed

La dimostrazione di questo importante teorema ¢ omessa. Il teorema puo
essere verificato direttamente in casi particolari, alcuni dei quali sono forniti
dagli esercizi che seguono.

Esercizio 57 Supponiamo che f sia una funzione continua derivabile due
volte con continuita. Supponiamo inoltre che esista M > 0 tale che, per
|z| > M risulti f(x) = 0. Dimostrare che f soddisfa alle condizioni del
teorema precedente e che pertanto:

1 R e
fla) = o= / F(N)edn

Esercizio 58 Culcolare la trasformata di Fourier della funzione caratteris-
tica X di un intervallo [a,b].

Esercizio 59 Supponiamo che f e g siano funzioni limitate con un nu-
mero finito di discontinuita e che siano entrambe nulle fuori di un intervallo
[—M, M]. Dimostrare che la funzione

£ gla) = %27 / F(@ — y)g(y)dy

¢ continua ed é nulla fuori dell’intervallo [—2M,2M]. Dimostrare inoltre che

—

FrgN) = FNa)
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Esercizio 60 Dimostrare che se f e g sono funzioni caratteristiche di in-
tervalli chiusi e limitati la funzione f * g(x) come definita nell’esercizio
precedente soddisfa alle condizioni del Teorema 23 e che pertanto

1 R ~ iz
Fro(@) = —= / FVF(N e,

22

Esercizio 61 Sia u(x) = e~ 2. Derivando sotto il segno di integrale, di-
mostrare che 4(\) soddisfa 'equazione differenziale:

Dedurne che

Esercizio 62 Pert > 0 si definisca uy(x) = \/Lﬂe 1. Dimostrare che
dy(\) = e .

Esercizio 63 Dimostrare che se u(x) = e~1#l, allora

2 1
A\ =4/ 2 .
@A) \/;1+A2

Esercizio 64 Dimostrare che se, pert >0, u(z) =e

. 2
i) 2t

t .
—tlz| _ z)\a:d )
€ /R —77('[;2 i )\2) € X

Gli ultimi quattro esercizi, che non sono facilissimi, si riferiscono a fun-
zioni molto importanti nelle applicazioni alla probabilita e ai cosiddetti pro-
cessi stocastici. La funzione u(z) dell’Esercizio 61 € nota come la densita
della distribuzione gaussiana e la funzione u(\) dell’esercizio 63 ¢ nota come
la densita della distribuzione di Cauchy.

—tel | allora

Dedurne che
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Appendice A

Quesiti d’esame

Domande

Riportiamo le domande a risposta multipla proposte agli esoneri. A pagina
73 ci sono le soluzioni commentate.

D.1 Sia f: R — R una funzione continua e periodica di periodo 27 e sia
f(k) il k-esimo coefficiente di Fourier di f. Allora:

1A f(—k) = f(k)
1B f(—k) = f(k)
1C  f(—k) = —f(k)
1D f(—k) = —f(k)

1E nessuna delle altre risposte e esatta

D. 2 Sia f: R — R una funzione derivabile e periodica di periodo 27 e sia
f(k) il k-esimo coefficiente di Fourier di f. Allora:

2A  Df(k) =if(k)
2B Df(k) =ikf(k)
2C  Df(k)

2D Df(k) = —ikf(k)

2E  nessuna delle altre risposte e esatta

D. 3 Sia f: R — R una funzione continua e periodica di periodo 27, sia

fy(z) = f(x —y) per ogni y € R e siano f(k:) e fy(k) il k-esimo
coefficiente di Fourier di f e di f, rispettivamente. Allora:

67
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3A  J,(k) = f(k)
3B f,(k)=—f(k)
3C [ (k) =*vf(k)

3D fy(k) = eV f(k)

3E  nessuna delle altre risposte e esatta

D. 4 Sia f: R — R la funzione periodica di periodo 27 che coincide con z
su [0, 27). I coefficienti di Fourier di f sono:

4A - f(0) =7, f(k)
4B f(0) =, f(k) = 2 per k intero non nullo
4C f(0) =, f(k)
4D

= % per k intero non nullo

= E per k intero non nullo

0)=m, f(k) = —+ per k intero non nullo

>

4FE  nessuna delle altre risposte e esatta

D. 5 Sia f: R — R la funzione periodica di periodo 27 che coincide con
X[0,7] su [0,27]. I coefficienti di Fourier di f sono:

_ (1R

5A  f(0) = I f(k) 57— per k intero non nullo
5B f(0) = z, f(k) = % per k intero non nullo
5C  f(0) = I f(k) = W per k intero non nullo
1
2

5D f(O) =z, f(k’) = (& 1) U per k intero non nullo

5E  nessuna delle altre r1sposte e esatta

D. 6 5Sia f: R — R una funzione continua e periodica di periodo 27 e sia
f(k) il k-esimo coeflicienti di Fourier di f. La serie di Fourier reale di
f e definita da

+00 +00
a .
- 30 + kg_l a cos(kx) + kg_l by sin(kz).

Il legame tra i coefficienti di Fourier di f e i coefficienti ag, ai. e by e:

6A  ao = 2/(0), ar = Re(f(k)), by = Im(f(k))
6B ag=2f(0), @kz—?R (f(k)), b = 2Im(f(k))
6C  ag=2/(0), ar, = Re(f(k)), by = —Tm(f(k))



6D
6E

69

ap = 2(0), ax = 2Re(f(k)), by = —2Im(f (k))

nessuna delle altre risposte e esatta

D. 7 Sia f: R — R una funzione continua e periodica di periodo 27 e sia

G(x

TA
7B
7C
7D
E

)= [, f(t)dt. Allora:

G ¢ sempre periodica

G non ¢ mai periodica

G ¢ periodica se f e limitata
N . . 21

G ¢ periodica se [, f =0

nessuna delle altre risposte ¢ esatta

D. 8 Sia f: R — R la funzione periodica di periodo 27 che coincide con x
su [—m,m) esia S(f,x) = o f(k)e™ allora:

8A
8B
8C
8D
8E

S(f,m)=m
S(f,m)=0
S(f,m)=—m

S(f,m) non & definito

nessuna delle altre risposte ¢ esatta

D. 9 Sia f una funzione reale continua e periodica di periodo 27. Allora:

9A
9B
9C
9D
IE

~

se f e pari allora Im(f(n)) = 0 per ogni n intero diverso da zero
se f ¢ pari allora f(2k:) =0

se f e dispari allora ]m(f(n)) = 0 per ogni n intero

se f ¢ dispari allora f(2k +1) =0

nessuna delle altre risposte ¢ esatta

D. 10 Siano f,g: R — R funzioni periodiche di periodo 27. La convoluzione
di f con g e la funzione f x g definita ponendo

Feata) = [ 1o =gt

Sia f la funzione periodica di periodo 27 che coincide con X[—x/2,x/2)
sull’intervallo [—m, 7). Allora f x f:

10A

¢ pari (simmetrica rispetto all’asse delle y) e assume il valore
massimo nei punti 2k7



70

10B

10C

10D

10E
D. 11 Wag -

11A
11B
11C
11D
11E

APPENDICE A. QUESITI D’ESAME

e pari (simmetrica rispetto all’asse delle y) e assume il valore
massimo nei punti k7

e dispari (simmetrica rispetto all’origine) e assume il valore mas-
simo nei punti 2k

e dispari (simmetrica rispetto all’origine) e assume il valore mas-
simo nei punti kmw

nessuna delle altre risposte e esatta
w14 € uguale a:

W40
W224
W20
Wa

nessuna delle altre risposte e vera

D. 12 Sia f(z) = 22 Allora f(w,) vale:

12A
12B
12C
12D
12E

=

e}

e

4

_2
48

[\

nessuna delle altre risposte e vera

D. 13 Determinare i coefficienti ¢, ¢ in modo tale che le funzioni f(z) = 1
e g(z) = ¢ + cpx? risultino ortonormali rispetto al prodotto scalare
definito ponendo < f,g >= fol f(x)g(x)dx

13A
13B
13C
13D
13E

D. 14 Ricordando che la trasformata di Fourier della funzione u(z) =e

C1 = O, Cy = 1

Ccl = 1, Cy = 1

le due funzioni non sono mai ortonormali
1 = O, Coy = \/g

nessuna delle altre risposte e vera

LN
z e

2
la funzione @(\) = e~ , ne segue che 4 * u(\) vale:

14A

e 2
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14C
14D
14E
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2
e/\

4
6)‘
1

nessuna della altre risposte e vera

D. 15 Sia f una funzione integrabile sull’'intervallo [0,1]. Se P,f = f allo-

ra:

15A
15B
15C
15D
15E

f € combinazione lineare di funzioni di Walsh wy con k£ < 2"

f e continua

f ha integrale nullo

f € combinazione lineare di funzioni di Rademacher r con k <n

nessuna delle altre risposte e vera

D. 16 Sia f(z) la funzione definita ponendo f(x) = e® per z < 0e f(z) =0
per x > 0. La trasformata di Fourier di f e:

16A
16B
16C

16D
16E

14+iA
V2 (1+22)
14\
(1+X2)
1+
V2m(1+A2)
142
(1+22)
nessuna delle altre risposte e vera

D. 17 Quale delle seguenti affermazioni e vera per ogni funzione f integrabile
sull'intervallo [0, 1]?

17A
17B
17C
17D
17E

Py(ry - f) =12 - Pa(f)
Py(ry - f) = ra - Po(f)
Py(ra - f) = Pu(f)

Py(ry - f) = Pa(rz)

nessuna delle altre risposte e vera

D. 18 Sia f una funzione integrabile su [0,1]. Allora fol S fwg)wy vale:

18A
18B

0
1
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18C
18D
18E

APPENDICE A. QUESITI D’ESAME

£ (wo)
ko W

nessuna delle altre risposte e vera

D. 19 73(wy) vale:

19A
19B
19C
19D
19E

0
1
-1
i

nessuna delle altre risposte e vera

D. 20 Sia f una funzione integrabile sull’intervallo [0, 1] avente media nulla
sugli intervalli semiaperti della partizione di [0, 1) in 2" parti uguali (in
altre parole, sia f una funzione tale che IP,,(f) = 0). Allora:

20A
20B
20C
20D
20E

f = wy, per qualche k < 2"
f = per qualche k < 2"
f € combinazione lineare di funzioni di Walsh

f(wg) = 0 per ogni k < 2"

nessuna delle altre risposte e vera
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Soluzioni

Riportiamo le soluzioni commentate alle domande a risposta multipla pro-
poste agli esoneri. Prima di leggere le soluzioni si consiglia di rispondere alle
domande riportate a pagina 67

D.1 Sia f: R — R una funzione continua e periodica di periodo 27 e sia
f(k) il k-esimo coefficiente di Fourier di f. Allora:

1A f(=k) = f(k)
Risposta esatta.
SOLUZIONE:

R 27
fery =5 [ s@ ““d:c——/ Fye ™ d =

1 21

= [ fa)eedo = fik)

1B f(—k) = f(k)
1C  f(—k) = —f(k)
1D f(—k)=—f(k)

1E nessuna delle altre risposte e esatta

D. 2 Sia f: R — R una funzione derivabile e periodica di periodo 27 e sia
f(k) il k-esimo coefficiente di Fourier di f. Allora:

2A  Df(k) =if (k)
2B Df(k) = ikf(k)

Risposta esatta.
SOLUZIONE:

1 2

Df(k) = o ), Df(x)e*" do =

(integrando per parti)
1 —ikx|2m 1 o . —ik P
= o f@)e™ " — o= | fl@)(=ik)e™™" dz = ik f(k)
2T 2 0

2C  DJ(k) = —if(k)
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2D Df(k) = —ikf(k)

2E

nessuna delle altre risposte ¢ esatta

D.3 5Sia f: R — R una funzione continua e periodica di periodo 27, sia
fy(x) = f(x —y) per ogni y € R e siano f(k) e f (k) il k-esimo
coefficiente di Fourier di f e di f, rispettivamente. Allora:

3A
3B
3C
3D

3E

fy(k) = f(k)
fo(k) = = (k)
fy(k) = €™ f (k)
fy(k) = e~ f (k)
Risposta esatta.
SOLUZIONE:
R 2T
fy(k) = % i flz —y)e *dx =
1 2m—y 1 ] 2 ) o
o | f(uw)e*uty) qy = 27Te_”“y i fluw)e ™ du = e=™ f (k)

nessuna delle altre risposte e esatta

D. 4 Sia f: R — R la funzione periodica di periodo 27 che coincide con x
su [0,2m). I coefficienti di Fourier di f sono:

4A

F0)y=m, f(k) = % per k intero non nullo
Risposta esatta.

SOLUZIONE:

Per k =0,

2

=T
0

. 1 [% 1 22
0 de = ——
f(0) /0:1::1:' 5r

T or 7r

Per k # 0, integrando per parti,
f(k) B 1 xe—ikx 27 /27r e—ika: B 1 27T6—i2k7r B 1 B i
o\ =ik |, Jo —ik ) 2w —ik  —ik K

F0)=m, f(k) = 2 per k intero non nullo

f0)=m, f(k) = £ per k intero non nullo
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4E
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f0)=m, f(k) = —+ per k intero non nullo

nessuna delle altre risposte e esatta

D. 5 Sia f: R — R la funzione periodica di periodo 27 che coincide con
X0, su [0, 27]. I coefficienti di Fourier di f sono:

5A  f(0) = 3 f(k) = W per k intero non nullo

5B
5C

5D
5E

2
Risposta esatta.

SOLUZIONE:
f(()) = % O%f(x)dx = %foﬂldxﬁL %fjﬂ()dm = %

Per k # 0,
1 27 )
= %/ f(x)e_”” dz =

L ik Le ™™ (=1 =1)
- ? J:d . ? dfd — —

2r Jo x—l— / = o —ik 2mk
f(0) = 3 f(k) = )k) per k intero non nullo
£(0) = 3 f(k) = % per k intero non nullo
£(0) = 3 f(k) = ) — per k intero non nullo

nessuna delle altre rlsposte e esatta

D. 6 Sia f: R — R una funzione continua e periodica di periodo 27 e sia
f(k) il k-esimo coefficienti di Fourier di f. La serie di Fourier reale di
f e definita da

+o0 +oo
agp :
=5 + kg_l ay cos(kx) + ké_l by, sin(kx).

Il legame tra i coefficienti di Fourier di f e i coefficienti ag, ay e by €:

6A
6B
6C
6D

Rlsposta esatta.
SOLUZIONE:
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Riscriviamo la serie di Fourier nella forma

Essendo f reale, f(—k) = f(k) e quindi

~

FR)e * 4 f(—k)e™ = Re(f(k)) (e *+e*)+iIm(f (k)) (e "= —ei).

eikz -‘1—671%1

L’ultima espressione, usando le identita cos(kz) = 5

sin(kz) = <

—e?

kax . N .
5 si puo trasformare in

oRe(f(k)) cos(kx) — 2Im(f(k)) sin(kz)

da cui segue immediatamente 1’asserto
6E  nessuna delle altre risposte e esatta
D. 7 Sia f: R — R una funzione continua e periodica di periodo 27 e sia
G(z) = [y f(t)dt. Allora:
7TA G e sempre periodica
7B G non e mai periodica
7C G e periodica se f e limitata
7D G ¢ periodica se fo% f=0

Risposta esatta.
SOLUZIONE:

2km 42k

F&)dt+ / F(t)dt =

2k

Gz + 2her) = / T e =

0

_ /O%f(t)dw/oxf(t)dt:c;(x).

TE  nessuna delle altre risposte e esatta

D. 8 5Sia f: R — R la funzione periodica di periodo 27 che coincide con x
su [—m,m) esia S(f,x) = po_ f(k)e™ allora:

8A S(f,m)=m



8B

8C
8D
8E

7

S(f,m)=0
Risposta esatta.
SOLUZIONE:

Il calcolo diretto e semplice, ma si puo osservare che il risultato
segue immediatamente dal teorema di Dirichlet.

S(fa 7T) -
S(f,m) non e definito

nessuna delle altre risposte e esatta

D. 9 Sia f una funzione reale continua e periodica di periodo 27. Allora:

9A

9B
9C
9D
9IE

se f & pari allora Im(f(n)) = 0 per ogni n intero diverso da zero
Risposta esatta.

SOLUZIONE:

Essendo f reale f(—n) = f(n). D’altra parte

- -

(operando la sostituzione u = —x)

—27 2w
— [ fwe o= [ e ) do = fn).
0 0
Quindi f(n) = f(n)
se f ¢ pari allora f(?k:) =0
se f ¢ dispari allora Im(f(n)) = 0 per ogni n intero
se f ¢ dispari allora f(2k +1)=0

nessuna delle altre risposte e esatta

D. 10 Siano f,g: R — R funzioni periodiche di periodo 27. La convoluzione
di f con g e la funzione f * g definita ponendo

e / f—t)g

Sia f la funzione periodica di periodo 27 che coincide con X[—x/2,x/2)
sull’intervallo [—m, 7). Allora f x f:
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10A

10B

10C

10D

10E
D. 11 Wag -

11A
11B
11C

11D
11E

APPENDICE A. QUESITI D’ESAME

e pari (simmetrica rispetto all’asse delle y) e assume il valore

massimo nei punti 2k

Risposta esatta.

SOLUZIONE:

Segue dal fatto che fx f(z) = %+% per -t <x <0e fxf(x)=
1_ =

§—Eper0§x<7r

¢ pari (simmetrica rispetto all’asse delle y) e assume il valore
massimo nei punti k7w

¢ dispari (simmetrica rispetto all’origine) e assume il valore mas-
simo nei punti 2k

e dispari (simmetrica rispetto all’origine) e assume il valore mas-
simo nei punti kmw

nessuna delle altre risposte e esatta
w14 € uguale a:

W40

W224

W20

Risposta esatta.
SOLUZIONE:

Essendo 26 = 2 + 23 + 2% allora wys = 79 - 14 - 75. Essendo
14 = 2—|—22+23, allora Wig4 = T2 T3 T4. Poiché T'z-Q = 1, Wog - W14 =
T3 - T's = Wyp.

W

nessuna delle altre risposte e vera

D. 12 Sia f(z) = 22 Allora f(w,) vale:

12A

12B
12C
12D

1

8
Risposta esatta.

SOLUZIONE:
3

Una primitiva di f(z) ¢ la funzione G(x) = %-. Allora flwy) =
—G(0) +2G(3) —2G(5) +2G(3) - G(1) = —+.
0
T
24
23

48
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nessuna delle altre risposte e vera

D. 13 Determinare i coefficienti ¢;, ¢ in modo tale che le funzioni f(z) =1
e g(z) = ¢; + coz? risultino ortonormali rispetto al prodotto scalare
definito ponendo < f, g >= fol f(x)g(x)dx

13A
13B
13C
13D
13E

D. 14 Ricordando che la trasformata di Fourier della funzione u(x) = e

01:0,02:1
61:1,62:1

le due funzioni non sono mai ortonormali
C1 = 0, Co = \/g

nessuna delle altre risposte e vera

Risposta esatta.

SOLUZIONE:

Basta scegliere ¢; = \/5/2, Cy = —3\/5/2 OVVero ¢} = —\/5/2,
cs = 35 /2

22

T e

2
la. funzione @()\) = e~ 7, ne segue che () vale:

14A
14B

14C
14D
14E

22
e 2

2
e A

Risposta esatta.

SOLUZIONE:

Basta ricordare che u * u(\) = @(\) - 4(A)
e

1

nessuna della altre risposte e vera

D. 15 Sia f una funzione integrabile sull'intervallo [0,1]. Se P, f = f allo-

ra:

15A

15B

f & combinazione lineare di funzioni di Walsh w;, con k < 2"
Risposta esatta.

SOLUZIONE:

Infatti P, f € W,, e le funzioni di Walsh wy con k < 2™ sono una
base per W,,.

f € continua



80

15C
15D
15E
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f ha integrale nullo
f e combinazione lineare di funzioni di Rademacher r; con k < n

nessuna delle altre risposte e vera

D. 16 Sia f(z) la funzione definita ponendo f(xz) = e” per x < 0e f(z) =0
per x > 0. La trasformata di Fourier di f e:

16A

16B
16C

16D
16E

14i)
V2r(14A2)
Risposta esatta.

SOLUZIONE:

¢ _ 1 0 z(1-ix _ 1 _ 14+i)
f(A) = Vo f_ooe =N da = V2r(1-in)  V2m(14A2)”

141X
(14)22)

1+
V2m(14X2)

14\
(1+22)

nessuna delle altre risposte e vera

D. 17 Quale delle seguenti affermazioni € vera per ogni funzione f integrabile
sull’intervallo [0, 1]?

17A

17B
17C
17D
17E

Py(ry - f) =12 - Pa(f)
Risposta esatta.
SOLUZIONE:

Basta osservare che ry ¢ costante sugli intervalli semiaperti del-
la partizione di [0,1) in 4 parti uguali e ricordare che l'integrale
commuta con la moltiplicazione per una costante.

Py(ry - f) =14 - Po(f)
Py(ry - f) = Py(f)
Py(ry - f) = Py(r2)

nessuna delle altre risposte e vera

D. 18 Sia f una funzione integrabile su [0, 1]. Allora fol Y reo f(wy)wy, vale:

18A
18B

0
1



18C

18D
18E

81

f (wo)

Risposta esatta.

SOLUZIONE:

Basta ricordare che l'integrale e lineare, che fol wp=0sek>0e

che fol wo = 1.

ZZ:O W,

nessuna delle altre risposte e vera

D. 19 r73(wy) vale:

19A
19B

19C
19D
19E

0
1

Risposta esatta.

SOLUZIONE:

Basta osservare che wy = 73 e quindi 73(wy) = fol (r3)? =1
-1

i

nessuna delle altre risposte e vera

D. 20 Sia f una funzione integrabile sull’intervallo [0, 1] avente media nulla
sugli intervalli semiaperti della partizione di [0, 1) in 2" parti uguali (in
altre parole, sia f una funzione tale che P,,(f) = 0). Allora:

20A
20B
20C
20D

20E

f = wy, per qualche k£ < 27
f = ri per qualche k£ < 27

f € combinazione lineare di funzioni di Walsh

f(wy) = 0 per ogni k < 2"

Risposta esatta.

SOLUZIONE:

Segue dal fatto che P, f(z) = Yoo f(wi)wi(x) e che le funzioni
wg(z) sono linearmente indipendenti.

nessuna delle altre risposte e vera
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