Capitolo 6

Il calcolo sulle varieta
differenziali

In questo capitolo svilupperemo la teoria delle forme differenziali sulle varieta e
della loro integrazione. Il teorema fondamentale alla base del calcolo sulle varieta
¢ il teorema di Stokes. Il capitolo termina con il teorema di de Rham che ¢ il
ponte tra la geometria differenziale e la topologia algebrica. Questo teorema,
da una parte mette in evidenza la natura topologica delle ostruzioni a risolvere
sistemi di equazioni differenziali e dall’altra da la possibilita di esprimere le
classi di coomologia singolare in termini di forme differenziali.

1 Le partizioni dell’unita

Sia X una varieta differenziale. D’ora in poi assumeremo che X sia uno spazio
topologico a base numerabile. 1l lettore verifichera che tutti gli esempi dati
fino ad ora verificano questo assioma. Poiché si puo sempre assumere che gli
aperti della base siano contenuti in dischi parametrici, si puo anche assumere
che essi siano a chiusura compatta. Dati due ricoprimenti aperti U = {Uy }aca
e V = {V;}ier di uno spazio topologico X si dice che V ¢ un raffinamento di e
si scrive V > U se esiste una applicazione o : I € A tale che V; C U, ;), per ogni
¢ € I. Incominciamo col dimostrare il seguente lemma di topologia generale.

Lemma 1.1 Sia X una varieta e = {Uy }aca un ricoprimento aperto. Allora
esiste un raffinamento V > U, dove V = {V; };c; & un ricoprimento numerabile,
localmente finito (i.e. Y& € X esiste un intorno A di x che incontra solo un
numero finito di V;) e costituito da aperti a chiusura compatta.



2 Capitolo 6. 1I calcolo sulle varieta differenziali

Dim. Incominciamo col costruire un ricoprimento numerabile di X costituito
da aperti A;, i =1,2,... a chiusura compatta e tali che A; C A;11. Gli aperti
”invadono” X:

A2 A3 A4

Figura 1
Per cos@ire gli A; si procede cosi. Sia Bj, Bs,... una base numerabile di
X con B; compatto. Poniamo A; = Bj;. Supponiamo induttivamente che

Ag = B1U---UB;,. Sia iy il pint piccolo intero, maggiore di ik, tale che
Ay C By U---U By, ., e poniamo Apyy = By U---UB;, . Gli aperti A4;
soddisfano le condizioni richieste. Ora A; — A;_; & un compatto contenuto in

Ai+1 — A

Figura 2

Scegliamo un sottoricoprimento finito del ricoprimento {U, N A3} del compatto
Ay. Per i > 3 scegliamo in sottoricoprimento finito del ricoprimento {U, N
(A1 ~ A;_2)} del compatto A; — A;_1. Gli aperti cosi ottenuti formano il
ricoprimento {V;} desiderato.

Definiamo ora le partizioni dell’unita.

Definizione 1.2 . Sia X una varieta differenziale. Una partizione dell’unita
su X & una collezione di funzioni p; € C°(X), i € I tali che:

1) per ognii € I, supp p; ha chiusura compatta,
2) la collezione di aperti {supp p;}icr € localmente finita,

3) Ypi(z) =1,V e X, epi(x) >0, Ve e X, Viel.
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Le partizioni dell’unita sono molto utili. Dato un oggetto globale, per esempio
una forma differenziale w, definita su tutta X, noi potremo esprimerla come
somma, di forme w; a supporto compatto.

w=1 w= (Zpi>w:§:(piw), Wi = piw .
i€l icl

Questo sara usato, per esempio, nel definire 'integrazione delle forme differen-
ziali. Dimostriamo 1’esistenza delle partizioni dell’unita.

Proposizione 1.3 . Sia X una varietd differenziale, e U = {Uy,} un ricopri-
mento aperto di X. Allora esiste una partizione dell’unita numerabile {p;}ien,
tale che U < {supp p;}

Dim. Innanzitutto sia y una funzione C*° con supporto nell’intervallo (—1,1) e
identicamente uguale a 1 nell’intervallo (—% , l):

A

-2 12

Figura 3

A partire da questa funzione & facile costruirne un’altra C°°in R™, con sup-
porto nell’ipercubo {(z1...2,) € R"| —1 <a; <1} e identicamente uguale a
1 nell’ ipercubo {(371 co.xy) ER™| — % <z < %} La denoteremo ancora con
X. Consideriamo il ricoprimento numerabile {4;} costruito nel lemma prece-
dente. Poniamo Ag = A_; = (). Dato z € X sia i, il pilt piccolo intero per cui
z € Ai 41~ Ai,. Scegliamo un indice a, tale che z € U, e una carta locale

(Uz, ) intorno a x con le seguenti proprieta:

Ux C Uozt N (Aiz+2 _Zzt)
0o(Uz) D{(w1...2) ER" | =1 <2 < 1}

Denotiamo con W, C U, il supporto della funzione x - ¢,. Infine, per ogni ¢,
scegliamo un insieme finito di punti x € X tali che i corrispondenti W, ricoprano

Ai N Ai—l-

Figura 4
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Ordiniamo le corrispondenti funzioni o; = x - ¢;, dove i = 1,2,.... Otteniamo
cosi che I'insieme {supp o;} & un ricoprimento aperto localmente finito di X che
raffina il ricoprimento Y. La locale finitezza permette di definire la funzione

0’220'7;, (0; >0in X) .
i=1

Poiché { supp o;} & un ricoprimento, o & una funzione positiva su X e dunque
possiamo concludere la dimostrazione della proposizione ponendo p; = 0; /0.

Le partizioni dell’unita sono uno strumento tipico della geometria differenziale.
Il teorema di continuazione analitica vieta l’esistenza di partizioni dell’unita
analitiche. In ambito analitico il comportamento locale determina quello globale,
in geometria differenziale cio non accade. Un utile corollario dell’esistenza delle
partizioni dell’unita e il seguente:

COROLLARIO (1.4). Sia A un aperto in una varieta differenziale X. Sia B un
chiuso contenuto in A. Allora esiste una funzione C*, f : X — R tale che

1) 0< f(z)<1,Vz X,

2) f(x)=1suB,

3) supp f C A.

Dim. Basta prendere una partizione dell’'unita {p;} costruita a partire dal

ricoprimento {4, X \ B}, e porre f = > Di-
i supp (p;)CA

Esercizio.

1. Costruire esplicitamente una funzione C* con supporto nell’intervallo (—1, 1)

e identicamente uguale a 1 nell’intervallo (—% , %)

2 Lo spazio tangente
Consideriamo una ipersuperficie M in R?

M:{(xl,...7xd)€Rd| F(xy,...,2q4) =0},

dove F & una funzione C* in R? tale che per ogni punto p € M esista un i con
OF/0x; (p) # 0. Come & noto dalla geometria elementare, I’iperpiano tangente
a M nel punto p= (y1...yn) € l'iperpiano di R™ definito dall’equazione

o - =0.
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Similmente, se M ¢ una sottovarietd immersa di R? definita da m equazioni
Fi(z1,...,24) = 0,4 =1,...,m, lo spazio (d — m)-dimensionale tangente a M
in un punto p = (y1...va), & definito dalle equazioni lineari

OF; B .
Zaxi P)(wi—y)) =0, j=1,...,m.

Denoteremo col simbolo T,,(M) la giacitura dello spazio tangente a M in p.
Dunque

T, (M) = {v | veRY, 221;?' (p)v; = 0} .

Data ora una qualsiasi varietd M, non necessariamente immersa in R, e un suo
punto p, noi vogliamo definire lo spazio tangente in p. Ritorniamo all’esempio
della sottovarieta M C R? definita dalle F; = 0. Fissiamo un intorno U di p
in M e consideriamo le funzioni C'"*°in U, che d’ora in poi denoteremo con il
simbolo £°(U). Poiché M & una sottovarietd immersa di R?, si puo scegliere U
cosl piccolo che ogni funzione f € £%(U) ¢ la restrizione a U di una funzione f
definita in un intorno U di p in R”.

u

Figura 5

Ad ogni vettore v € T,,(M) noi possiamo associare un operatore lineare
D, :&°U)—R

definito nel modo seguente:

Per verificare che la definizione ¢ ben posta consideriamo una qualsiasi curva
(cammino) C'*°

y:I=[-1,1—- M c R?
poniamo (t) = (x1(¢),...,z4(¢)). Supponiamo che v(0) = p e che v =+/(0) =
(@1(0),..., 25(0)). Si

=3 L wyeto) @)
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Cid mostra che il lato destro non dipende dalla scelta di v e il lato sinistro non
dipende dalla scelta di f, cosicché ambo i lati danno una buona definizione di
D,(f). L'operatore lineare D, soddisfa ovviamente la regola di Leibniz:

Dy(f - g) = Dy(f)g(p) + f(p)Dy(g) - (2.2)

Un operatore lineare D : £9(U) — R che soddisfa la regola di Leibniz (2.2)
prende il nome di derivazione nel punto p. Si € quindi definita una applicazione
lineare

O T,(M) — {Derivazioni in p : £°(U) — R} (2.3)
pt+ve— D, .

L’applicazione ¢ risulta essere un isomorfismo. Che ¢ sia iniettiva ¢ ovvio.
Supponiamo D, = 0. Per ogni i consideriamo la funzione x; in V. Si ha
0 = Dy(x;) = v; e quindi deve essere v = 0. Rimandiamo a tra poco, in
un contesto pid generale, la dimostrazione della suriettivita di ¢, che per il
momento assumiamo. Dunque, tramite 'isomorfismo ¢ lo spazio tangente in p a
M C R? puo essere identificato con lo spazio delle derivazioni in p di £°(U), dove
U & un intorno sufficientemente piccolo di p. Questo spazio & completamente
indipendente dalla immersione di M in R%. Lo si pud dunque definire per una
varieta differenziale qualsiasi. L’unica cosa che da un po’ fastidio ¢ 'apparente
dipendenza della definizione dalla scelta dell’aperto U. Sbarazziamoci di questa
dipendenza.

Sia M una varieta differenziale. Sia p € M. Si introduce una relazione di
equivalenza ~ tra gli elementi di £°(M), ponendo

f~g<e Jintorno U di p tc flu=glv .
Ovviamente ~ & una relazione di equivalenza e si pone
0 _ ¢0
Ey(M)=E(M)/ ~ .
Gli elementi di £)(M) si dicono germi di funzioni C* in p. Se f € E%(M) si

denota con [f] la sua classe in E)(M). Si vede subito che EJ(M) & una R-algebra
in modo naturale

alf] +blg] = [af + bg]
[fllg] = [fq] -

Definizione 2.1 Una derivazione in p di Sg(M) e una applicazione lineare
. 0
D:&(M)—R

tale che valga la regola di Leibniz:
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Le derivazioni in p formano un spazio vettoriale reale:
(aD +bD")[f] = aD([f]) + bD'([f]) -

Siamo ora in grado di dare la definizione di spazio tangente in un punto per una
varieta qualsiasi.

Definizione 2.2 Sia M una varieta differenziale e p un punto di M. Lo spazio
tangente a M in p ¢ lo spazio vettoriale reale delle derivazioni in p di 5S(M).
Lo si denota dal simbolo T,(M).

Facciamo ora alcune osservazioni elementari.

A) Innanzitutto, & immediato dimostrare che se [c] & il germe di una funzione
costante, e D un vettore tangente in p, allora D([¢]) = 0, (per linearita basta
dimostrare che D([1]) = 0, e per questo basta scrivere [1] = [1][1] e usare la
regola di Leibniz)

B) Notiamo poi che se D & una derivazione di £°(U) allora il numero D(f)
dipende solo dal germe di f in p. Per questo basta far vedere che, se h & una
funzione C'* identicamente nulla in un intorno V' C U di p, allora D(h) = 0.
Ora, se ¥ & una funzione C'*° identicamente uguale a 1 intorno a p, e con il
supporto contenuto in V, si ha ¥h = 0 € £°(U) e dunque D(xph) = 0. Ne segue
che 0 = D(¢ph) = ¢ (p)D(h) + h(p)D(3p) = D(h), come si voleva.

C) E anche utile notare che vi & un isomorfismo canonico:
a : T,(M) = {Derivazioni in p di €£(M)} — {Derivazioni in p di £%(U)}.
Per definire «, si considera la proiezione naturale

o : EY) —>53(M)
f=1f]

e si pone a(D) = D oo. Linversa di « & cosi definita:

o (D')([g]) = D'(pg),

dove g € E°(W) e p ¢ una funzione identicamente uguale a 1 in un intorno
di p e con il supporto contenuto in W (cosicché pg € E9(U) e [pg] = [g]). L’
osservazione fatta precedentemente ci assicura che la definizione & ben posta.

D) E infine importante osservare che se U C M & un aperto e p € U allora
I'inclusione U — M induce un isomorfismo canonico, detto restrizione

ENM) — EXU)

P

[f] = Uflo] -
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L’iniettivitd & ovvia, la suriettivitd anche, perché, data una funzione f € £°(U),
la si puo moltiplicare per una opportuna funzione p che sia C* in M, abbia
supporto in U, e sia identicamente uguale a 1 intorno a p, cosicché la funzione

JE_ pf7 iDU,
o, in MU,

& tale che [f|y] = [f].

Dall’esistenza di un isomorfismo canonico tra £(M) e £)(U) segue l'esisten-
za di un isomorfismo canonico tra T,(M) e T,(U). Dunque, se U ¢é un aperto
di M contenente p, noi faremo sempre l’identificazione

Tp(M) = To(U) -

Abbiamo associato, a ogni coppia (M,p) dove M & una varieta differenziabile
e p € M, uno spazio vettoriale T,(M). Vogliamo ora verificare che questa
associazione soddisfa delle ovvie proprieta funtoriali. Siano M e N varieta
differenziali. Se F': M — N & una applicazione C'**°, si ha un omomorfismo di
R-algebre

F*: E%N) — &%(M)

feFfE pE
Si verifica facilmente che se G : L — M & una applicazione C'*° , allora
(FG)" =G*F*
(Iar)™ = Leou) -
Sia ora p un punto di M. Definiamo
Fy : Epy (N) — £ (M)
/1= FS([f]) = [FF] -

L’applicazione F}; ¢ ben definita ed ¢ un omomorfismo di R-algebra che soddisfa
le ovvie proprieta funtoriali analoghe alle (2.4) e relative alle applicazioni di
varieta differenziali puntate. Si puo ora definire un omomorfismo lineare F p
tra spazi tangenti (intesi ormai come spazi di derivazioni) ponendo:

Fop:T,(M) — Tp(p)(N)
D F. (D)

dove, per definizione

F.,(D)(If) = D(fF) = DESIf]) . VIf] € Edpy(N) -

Di nuovo si verificano facilmente le proprieta funtoriali

(FG)*,p = *7G(p) o G*’p ; (IM)*,;D = 1TP(M) (25)
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dove p € L, F e G sono applicazioni C'*®
LESMEN.

Facendo uso di questa proprieta funtoriale, calcoleremo lo spazio tangente T),(M)
per una varietad M di dimensione n, in un suo punto p. Scegliamo una carta
locale (U, ) intorno a p con ¢(p) = ¢ = (0,...,0) € R™. Si ha un isomorfismo
di spazi vettoriali

T,(M) =T,(U) = Ty (p(U)) = T, (R™)

Dungque e sufficiente calcolare lo spazio tangente T, (R™).

Lo spazio tangente a un punto di R".

Siano z1,...,z, coordiante in R™. Definiamo i vettori tangenti
1o} 0
— o, =] €T, (R"
8331 |q axn |q q( )
ponendo
0 _of

Che si siano cosi definiti dei vettori tangenti in ¢ a M € immediato, essendo 8%1 | q
un operatore lineare che soddisfa la regola di Leibniz. Vogliamo mostrare che
8%1 g 6%” |, formano una base per T (R™). Mostriamo che sono linearmente
indipendenti. Si supponga che

0
D:Zazaixzb:o 3 (IZGR

Allora
0= D(xj) = aj .

Per vedere che i vettori a%| , generano Ty (R™) scriviamo una funzione f €
;

EY(R™) con I'aiuto della formula di Taylor
f(@,... zn) = f(9) "‘Z %(Q)% +Z$ihi(9€1,~~»$n),

dove h;(0,...,0) = 0. Sia ora D € T,(M). Per la linearita e per la formula di
Leibniz si ha

D(f) =

L q) D) + |3 w1 Dlb) + hi D)

of
83%

s
Il
_

I

(0,...,0)

I

s
I
—

(q) D(xi) .
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Dunque
n

0
D =Y D(x) %L],

i=1 v
come si voleva. In conclusione

0

ny ~v 8
T,(R )*R%M@'“@Ra\qa

(o B ((;zi q>

costituiscono una base per T,,(M). Noi li denoteremo per semplicita con i simboli

E) N .
B, Ip € perclo scriviaimo

e quindi i vettori

0

O R—| .
DD 3:17n|p

0
T,(M) ZR%\,;

Ritorniamo all’ isomorfismo ¢ definito in (2.3), che abbiamo dimostrato essere
iniettivo. Possiamo ora concludere che esso ¢ anche suriettivo, perché abbiamo
appena dimostrato che lo spazio vettoriale delle derivazioni in p di £%(U) ha la
dimensione di M; ne segue che la definizione di spazio tangente coincide, nel caso
di una varieta immersa con quella geometrica data in termini di intersezione di
iperpiani tangenti.

Terminiamo la sezione osservando che lo spazio tangente in un punto p di una
varieta M puo definirsi in termini di curve passanti per p:

T, (M) = {%,0 (gto> ‘ v:(=1,1) > M curva C*=e 4(0) = p} . (26)

Esercizi

1. Sia M una varietd differenziabile, verificare che £)(M) non & un dominio di
integrita.
2. Sia T': R® — R™ una traslazione, verificare che T , = ¢dr~ per ogni p € R™.

3. Sia F: M — N un’applicazione costante, verificare che, per ogni p € M,
F.,=0

4. Sia M una varieta differenziabile e D una derivazione nel punto p di S}? (M),
dimostrare che esiste una curva differenziabile v : (—1,4+1) — M tale che v(0) =

pevep()=D.
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3 Campi vettoriali

Intuitivamente, un campo vettoriale X su di una varieta M e una collezione di
vettori tangenti X = {X, € T,(M)}, uno per ogni punto p di M, che varia in
modo C* con p. Il metodo piu rapido per introdurre questo concetto ¢ quello
di ricorrere alla seguente definizione generale.

Definizione 3.1 . Sia k un campo e A una k-algebra. Una derivazione di A é
una applicazione k-lineare
D:A— A

che soddisfa la regola di Leibniz

D(fg) = f D(g) +g D(f) .

Le derivazioni di A posseggono una naturale struttura di A-modulo
(fD+gD')(h) = f D(h)+g D'(h) , fgheA.
Si denota questo A-modulo col simbolo Der(A).

Definizione 3.2 Sia M una varieta differenziale, i campi vettoriali in M sono
gli elementi dello £°(M)-modulo delle derivazioni di E°(M), e si pone

V(M) = Der (€°(M)) .

Se F': M — N &un diffeomorfismo, allora vi & un isomorfismo di £°(M)-moduli
F.: V(M) — V(N)

definito da
(F.X)(g) = X(gF)o F~'. (3.1)

Che F, sia un isomorfismo segue dalle proprieta funtoriali
()« =lvay , (FG)e=F.G,, (3.2)

dove G : P — M ¢ un diffeomorfismo. La prima delle (3.2) & ovvia, per la
seconda si ha:

(FG).X(g9) = X((gFG)G'F!
= [(G.X)(gF)F
= F.G.X(9)

Il fatto che F) sia un isomorfismo ci fa capire che i campi vettoriali definiti su
una carta di M sono come i campi vettoriali su R™. Prima di descrivere questi,
dobbiamo capire come si fa a restringere un campo vettoriale a una carta. Per
fare ci dimostriamo un utile risultato.
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Lemma 3.3 Sia X un campo vettoriale su una varieta M. Siano f e g due
funzioni C*° su M che coincidono nell’intorno di un punto p € M. Allora

Dim. Per linearitd basta dimostrare che, se h € £°(M) ¢ identicamente nulla
in un intorno U di p, allora X (h)(p) = 0. Sia p una funzione C'*° in M, non-
negativa con il supporto contenuto in U, e identicamente uguale a 1 in un intorno
di p. Allora ph = 0 e quindi

0= X(ph)(p) = (h X(p) +p X(h)) (p) = X (h)(p) -
Q. E. D.

Dal lemma segue che un campo vettoriale X € V(M) da luogo a un vettore
tangente X, per ogni p in M. Si puo cioe definire un omomorfismo R-lineare

V(M) — T,(M)
X = X,,

per ogni p € M ponendo
Xp([f]) = X(pf)(p) (3.3)

dove f e una funzione C* in un intorno U di p e p una funzione a supporto
contenuto in U e identicamente eguale a 1 in un piccolo intorno di p. Che cio
abbia senso discende, per I'appunto, dal lemma precedente.

Lo stesso Lemma ci permette di definire la restrizione di un campo vettoriale a
un aperto U di M. Piu precisamente definiamo un omomorfismo di restrizione

V(M) — V()
X - X|y

Data f € E°(U) e p € U dobbiamo dire chi & X[, (f)(p). Prendiamo un piccolo
intorno W di p, la cui chiusura sia contenuta in U, e costruiamo una funzione
p € E°(M), che abbia supporto in U, e che sia identicamente uguale a 1 in W.
Definiamo

X[y (£)p) = X(pf)p) -

Il lato di destra ha senso perché pf ¢ una funzione C'*°in M. Che la definizione
sia ben posta ¢ una conseguenza immediata del lemma (3.3). Il morfismo re-
strizione gode di una fondamentale proprieta che si suole riassumere dicendo
che i campi vettoriali formano un fascio.

Lemma 3.4 Siano U eV due aperti di M.
a) Siano X eY e VWU UV), allora X =Y & X|, =Y|, e X|, =Y],.
b) Siano Xy € V(U) e Xy € V(V), si supponga che

Xvlyay = Xvlpay

allora esiste un unico X € V(U U V) tale che X|,;, = Xy e X[, = Xv.
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Dim. Per linearita la a) si dimostra facendo vedere che X = 0 & X|, =
X|, = 0. Una implicazione ¢ ovvia. Supponiamo che X[, = X[, = 0, se
p € U, allora X(f)(p) = X(pf)(p) = X|y(pf)(p) = 0 e analogamente per
p € V Per dimostrare la b) basta porre X(f)(p) = Xv(f|,)(p), se p € U, e
X(1)(p) = Xv ([l ) @), se p € V.

Il lemma ci dice in particolare che, per conoscere un campo vettoriale, basta
conoscerlo su ogni carta locale, e che viceversa una famiglia di campi vettoriali,
ognuno definito su di una carta locale, da luogo a un campo vettoriale global-
mente definito sulla varieta, purche questi campi coincidano quando ristretti alle
mutue intersezioni delle carte. E’ quindi innanzi tutto necessario capire come
si scrive un campo vettoriale su di una carta locale (U, ¢). Vorremmo poterci
ridurre a studiare i campi vettoriali sugli aperti di R™. Ora una proprieta di
facile verifica ¢ la seguente. Sia F': M — N un diffeomorfismo. Dato un aperto
U di M, allora

(Flp)« (X)) = F*(X)|F(U) : (3.4)
Una conseguenza di cio & che, data una carta locale (U, ) su di una varieta M
l'applicazione ¢, stabilisce un isomorfismo tra V(U) e V (¢(U)), e dunque, per

capire come sono fatti i campi vettoriali in U, basta capire come sono fatti in
un aperto A di R™, il che ci accingiamo a fare.

Campi vettoriali in R".

Siano x1,...,x, coordinate in R™. E intanto chiaro che le derivazioni
) b
0 0
Ox1’ " Oz,

sono campi vettoriali in (R™ e dunque a maggior ragione in) A. Vogliamo

mostrare che V(A) ¢ il modulo libero, su E°(A), generato da 8%17...%. In
simboli 9 o
A)=E%A)—a - 0&%A)— . .
V) = E2(4) 0 £ (A) 5 - (35)

Vogliamo cio¢ mostrare che ogni campo vettoriale X € V(A) si scrive in modo
unico come

9] 0
X:a1($1,---7iﬂn)aTcl+"'+an(1171,-~-,$n)%

dove le a;(z) sono funzioni C*°in A. B intanto chiaro che i campi vettoriali 52
sono indipendenti. Se fosse

X=Y aw) =0, (o= (nm)

si avrebbe 0 = X(z;) = Zai(x)a%(xj) = aj(z). Sia ora X € V(A). Data
comunque f € £%(A) e un punto y = (y1,...,yn) noi possiamo scrivere, in un
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intorno V di y
f(x) = fy) + (= y)hi(w) (3.6)

con le h; funzioni C'*°in V tali che

i) = 50)

Ora applichiamo la derivazione X ai due lati della (3.6), ricordandoci la regola di
Leibniz (che, tra 'altro, implica che la derivazione di una costante ¢ la funzione
nulla). Si ha

X(f) = ZX(%)hz + Z(xz —yi) X (h;) .

Ne segue che

M

81‘2

uesta relazione vale per ogni f € 50 , e per ogni y € A. Dunque
Q per og per ogni y q

- d
X = ZX(mi)a—xi .

Essendo X (z;) € £°(A) Posservazione (3.2) ¢ dimostrata.

Dunque un campo vettoriale € un vettore tangente che si muove in modo C'*° .

Figura 6
Dal momento che su di una varietd un cambiamento di carte del tipo =1 &
una applicazione C*° tra aperti di R", dobbiamo studiare la seguente situazione.
Sia
F:A— B

un diffeomorfismo tra due aperti di R™ dato da
F(zy,...,zy) = (Fi(z1,...,2n), ..., Fu(z1, ..., 20))

e siano y1, ..., Y, coordinate del codominio. Dato in A un campo vettoriale

0
X = Zfiaixi’
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scriviamo 9
F.X = gi— .
> 95,
Vogliamo capire chi sono le g;. Intanto si ha, per definizione,
0
)
T

F.X =Y (fio FT)F(

Per calcolare Fl (5> -) si procede cosi. Per ogni f = f(y1,...,yn) € EY(B) si ha

F*(ai>(f)<aif°F> iaf@% 1)'

j=1
Dunque
0 " (OF 0
(&) H )
ox; = ox; 0y;
e quindi
L& OF )
F.X = (fi J) F1
;; ox; 0y;
ovvero

In altri termini, se denotiamo con Jr la matrice jacobiana di F'

o .. 9R
Oz Oy,
Je=| e (3.7)
OF, .. Ok
Oxq Oxy,
noi possiamo dire che I'isomorfismo F porta il vettore colonna (f1, ... f,), delle
coordinate di X nella base 8%1, ey %, nel vettore colonna
(JFt(fla' 7fn)) OF_l
delle coordinate di F, X nella base -2, ..., . Nel seguito ometteremo, quasi
oy1 8y

sempre, I'indicazione esplicita alla composizione con F~!, considerandola sot-
tointesa.

Il caso generale

Ritornando alla varietd M e alla carta locale (U, ), per quello che abbiamo
appena dimostrato, si ha che i campi vettoriali 90;1(6%1), e Oy (T) sono

generatori liberi dello £°(U)-modulo V(U). Quasi sempre scriveremo a.Ti al

posto di ¢, ( -) cosicché abbiamo

V(U) = EO(U)%@,...,@SO(U)

9
0z,
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A questo punto possiamo dare una descrizione di un qualsiasi campo vettoriale
X € V(M). Leggeremo il campo X in ogni carta locale, e confronteremo le
letture ottenute in due diverse carte. Ricopriamo dunque M con carte locali
{(U,¢)}. Dato un campo vettoriale X € V(M) possiamo considerare le varie
restrizioni X |, di X agli aperti U. Poniamo per semplicita X|, = Xy. In
U NV, che supponiamo non vuoto, si ha banalmente

Xvlpay = Xvlpay - (3.8)
Scriviamo esplicitamente questa uguaglianza. Siano z1,...,x, le coordinate

in p(U) C R™ e y1,...,yn quelle di ¥(V) C R™. In o(U N V), scriveremo
I'applicazione ¢!, ponendo

Yi = yi(xla--~7xn) .

Noi sappiamo che

- 0

Xy = Zfzg fi € €% ((U)) (3.9)
i=1 !

vXv = Yo g€ WV) . (3.10)
J=1 J

Quindi, in virtu della (3.4), la (3.8) si traduce nella relazione

n a B n 6
;gjafyj = (Yo 1)*(; fi@) . (3.11)

Per quello che abbiamo appena spiegato nel caso di R, se denotiamo con Jyv la
matrice jacobiana di ¢!, la (3.11), e quindi la (3.8), si traduce nella seguente
condizione
g1 bil
= | 5] (3.12)
In fn

dove come al solito le funzioni della colonna di destra si intendono composte con
opyp~t. D'ora in poi noi scriveremo le (3.9) e (3.10) senza piu far riferimento
alle carte ponendo:

Xy

> fi% fi € £2(U) (3.13)
i=1 v

n 8
Xy = Zgjy g; €& (V) .
=1 Y
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Ripercorriamo ora il cammino inverso. Supponiamo di aver dato per ogni aperto
¢(U) un campo vettoriale 7' | f; 2-. Definiamo

0
Xp=>_ fi%. (3.14)
i=1

Supponiamo poi che, non appena U NV # @, valga, in (U NV), la condizione
(3.12). Poiche questa ¢ equivalente alla (3.11), si ha:

XU|(UmV) :XV|(UmV) : (3.15)

Possiamo allora usare il Lemma (3.3) e definire univocamente un campo vetto-
riale X € V(M) tale che X
Xy =Xu

Riassumiamo tutte queste considerazioni nel seguente

Teorema 3.5 . Sia M una varietd differenziabile. Sia {(U, @)} un ricoprimen-
to di M con carte locali. Il dato di un campo vettoriale su M ¢ equivalente al
dato di un campo vettoriale

0
Z iid &TJGV(U)

per ogni carta (U, @), soggetto alla condizione di compatibilita

i i
Sl =Jduv| ot | (3.16)
i £y
dove (V,4) é un’altra carta locale, e Jyy é la matrice jacobiana del diffeomor-

fismo Yo~ ', Precisamente, da questi dati si costruisce un campo vettoriale X
ponendo

Xu=> fF 32? e V() (3.17)

e definendo, per ogni f € EX(M) ep e M
X(f)(p) = Xu(pf)(p)

dove (U, p) & tale che p € U, e p ¢ una funzione C* a supporto contenuto in U
e identicamente uguale a 1 in un piccolo intorno di p. Risulta allora

X|, = Xu .

Viceversa, dato X € V(M), posto Xy = X|;, e definite le fU tramite la (3.17),
risultano verificate le condizioni (3.16).
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Abbiamo svolto le precedenti considerazioni con un certo dettaglio perché in
geometria differenziale i procedimenti sopra descritti sono molto frequenti. Per
definire un oggetto globale (campo vettoriale, forma differenziale, metrica Rie-
manniana ecc.) prima lo si guarda localmente in una carta dove si possono usare
coordinate e poi lo si ricostruisce tramite opportune leggi di attaccamento, come
appunto la (3.16).

Terminiamo questa sezione con la seguente osservazione. I campi vettoriali su M
formano in modo naturale un modulo sull’anello £°(M) delle funzioni C*° che
abbiamo denotato con V(M). Esso ¢ dunque anche uno spazio vettoriale reale.
Ora, ¢ importante notare che questo spazio vettoriale possiede una ulteriore
struttura, quella di algebra di Lie. Si definisce infatti una operazione detta
parentesi di Lie

V(M) x V(M) — V(M)
(XY) — [XY]

ponendo
[(X,Y](f) = XY [) - Y(X[]) .

La verifica che [X,Y] sia un campo vettoriale, e cio¢ una derivazione di £°(M)
e facile e la lasciamo come esercizio. Ed e anche immediato verificare che la
parentesi di Lie soddisfa le identita che definiscono una struttura di algebra di
Lie e cioe

[va] = _[Y7X]a (318)
XY, 2]+ [Z, [ X, Y]]+ [V, [Z, X]] = 0.

Esercizi

1. Sia M una varieta differenziabile, dimostrare che V(M) ha una struttura di
algebra di Lie. Verificare che le identita (3.18) sono soddisfatte.

2. Verificare che dare un campo vettoriale su S™ equivale a dare un’ applicazione
C*, ¢:S™ — R"H! tale che, per ogni € S™, ¢(x) & perpendicolare a x

3. Data un’ azione C'*°del gruppo R su una varieta differenziabile M (i.e.
un’applicazione C'*°
a:RxM—M

che soddisfa «(0,p) = p, al(t,a(s,p) = a(t+ s,p) per ogni p € M e s,t € R),
verificare che o induce un campo vettoriale su M.
4. Dare esempi di campi vettoriali su un toro n-dimensionale.

4 Forme differenziali

Sia M una varieta differenziabile. Introdurremo in questa sezione il modulo
delle k-forme differenziali che denoteremo col simbolo £¥(M). Per definizione,
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EF(M) & il modulo sull’anello £°(M) delle funzioni C*su M, i cui elementi
sono le applicazioni £°(M )-multilineari alterne di V(M) in E°(M):
5 M) = A (V(M))
= {w: V(M) x---x V(M) — EYM) | w, EY(M) — multilineare e alterna} .
—_————
k—volte

In particolare,
gl(M) = HomEO(M) (V(M), (‘:O(M)) .

Un primo esempio di forma differenziale ¢ data dal differenziale
df € EY(M)

di una funzione f € E°(M). La 1-forma df & definita da

La linearita di df & ovvia:

df(gX +hY) = (9X +hY)(f)
= g X(H)+hrY(f)
= gdf(X)+hdf(Y),

dove g,h € E°(M), X,Y € V(M). Dimostriamo subito un lemma analogo al
lemma (3.3).

LEMMA (4.1). Siaw una k- forma differenziale in M. Siano X1,..., X, € V(M)
e si supponga che in un intorno U di un punto p un qualche X; svanisca:

Xily =0.

Allora
w(Xiy,...,Xg)(p)=0.

Dim. Sia p una funzione C'*°in M avente supporto in U e identicamente uguale
a 1 in un intorno di p. Da un lato si ha pX; = 0, mentre dall’altro, per
multilinearita, si ha

0 = W(Xl,...,pXi,..-,Xk)(p)
p(P)w (X1, ..., Xiy. o, Xi) (D)
= W(Xl,,Xk)(p) .
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A questo punto, come nel caso di campi vettoriali, possiamo parlare di re-
strizioni. Sia U C M un aperto, vogliamo definire una applicazione R-lineare

M) — E8U)
w o= wly -

Se Xi,..., X} sono campi vettoriali in U definiamo, per ogni p € U,

w'U(Xlﬂ .- 'ﬂXk)(p) = w(lev oo 7pXk)(p) )

dove, come al solito, p € una funzione C°° con supporto in U e identicamente
uguale a 1 in un intorno di p. Il lemma (4.1) ci assicura che la definizione ¢
ben posta. Come i campi vettoriali, anche le k-forme differenziali formano un
fascio. Vale cioe per esse il risultato analogo del Lemma (3.4), che enunciamo
lasciandone la dimostrazione come esercizio.

Lemma 4.1 . Siano U eV due aperti di M.
a) Siano w ew’ € EF(U UV), alloraw = ' & w|,; =W'|; ew|y, =Wy .
b) Siano wy € EX(U) e wy € EX(V), si supponga che

wulyny = wvlyay
allora esiste un unico w € E¥(UUV) tale che w|; = wy e w|y, = wy.
Dunque, come nel caso dei campi vettoriali, una k- forma differenziale ¢ comple-
tamente determinata da dati locali e da condizioni di attaccamento. E percio
necessario capire come e fatta una k- forma differenziale in una carta locale,
e poiche tramite la carta locale vogliamo ridurci al caso di R™, si tratta in-

tanto di capire come si comportano le k- forme differenziali in presenza di un
diffeomorfismo. Supponiamo quindi che

F:M—N
sia un diffeomorfismo. Definiamo un omomorfismo R-lineare
F*: EF(N) — EF(M)
ponendo, per Xi,..., Xy € V(M) ek >0
Fro(Xy,...,Xg) =wFuX1,...,F X))o F (4.1)

e per f € EO(N)
F'f=foF. (4.2)

Dalle proprieta funtoriali di F} seguono immediatamente quelle di F™*:

()" =1erqary , (FG) =G"F", (4.3)
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dove G : P — M ¢ un diffeomorfismo. Queste proprieta implicano che 1'o-
momorfismo F* & in effetti un isomorfismo. E anche utile osservare che se
f€EYN) ew e EF(N)allora
F*df = dF*f, (4.4)
F(fw) = F'fFw.
La seconda asserzione segue immediatamente dalle definizioni. Per quanto
riguarda la prima, dato X € V(M), si ha:
F*df(X) = df(F.X)oF
— FX(f)oF
= X(foF)oF loF
= X(F'f)
= d(F"f)(X) .
Si pud osservare che la seconda delle (4.4) ci dice che identificando £°(M) con
EY(N) tramite F*, si puo riguardare 'isomorfismo F* tra E¥(N) e £¥(M) come

un isomorfismo di £°(N)-moduli. In analogia con la (3.4), e mantenendo le
stesse notazioni introdotte in quella occasione, si ha

(Fw)ly = (F|U)*(W|F(U))‘ (4.5)

Consideriamo ora una carta locale (U, ¢) di M. Posto A = ¢(U), per quello che
abbiamo appena detto, si ha un isomorfismo

" EF(A) — EFU) .

Dobbiamo ora cercare di capire chi & £¥(A) quando A & un aperto di R™.

Forme differenziali in R"”.

L’osservazione fondamentale, dimostrata nella sezione precedente, & che V(A)
¢ un £%(A)-modulo libero finitamente generato di rango n

0 0

Di conseguenza anche
51(14) = HOmgO(A) (V(A),SO(A)) y

& un £9(A)-modulo libero, finitamente generato di rango n. E inoltre immediato
verificare che gli elementi

dzi,...,dx, € EY(A)



22 Capitolo 6. 1I calcolo sulle varieta differenziali

formano la base duale di 3% e %. Infatti, per definizione,
1 Tn

0 7]

Dunque
EYA) = E9(A)dar @ - - & EX(A)da,

e cioe ogni 1-forma differenziale in A C R™ si scrive, in modo unico come
n
w= E filx1, .. xn)de;,
i=1

con le f; funzioni in C*in A. E questo un buon momento per dimostrare che,
se f € EY(A), allora

df = zn: OF . (4.6)

N
i=1 Oz;

Infatti per ogni X € V(A), si ha

e quindi

df(X) = X(f)

e la (4.6) & dimostrata. Occupiamoci ora delle k-forme differenziali per k& > 1.
Per definizione si ha
EF(A) = A, (V(A4))

ed essendo V(A) un £°(A)-modulo libero finitamente generato, si ha un isomor-
fismo canonico

k

/\ (Hom (V(A),£°(A))
A ey

A (V(A))

1%
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Dunque, sempre per i teoremi generali di algebra multilineare, si ha che, ponendo
der =dzy, A Ndzy,

vi € un isomorfismo

ek (A) = P e (Aydar
I

dove, come al solito I = {i1,...,ix} C {1,...} e i3 < -+ < ix. Dunque, ogni
k-forma differenziale in A si puo scrivere in modo unico come
w = Z f[di[,‘[ 5 (47)
T

con le f; funzioni C*°in A. Naturalmente, quando vogliamo interpretare w
come un elemento di A (V(A)), dobbiamo usare esplicitamente 1’ isomorfismo
tra A, (V(A4)) e AFE1(A). Dunque se X, ..., X} sono campi vettoriali in A, e
se w ¢ data dalla (4.7) si ha

w(Xl, e ,Xk)

S frde(X,. ., X
fo det (dx;, (X¢)) =Lk

s=1,..., k

Z fr det (Xt(xzs)) =1,k

s=1,..., k

Supponiamo ora che
F:A— B

sia un diffeomorfismo tra due aperti di R™, e consideriamo 1’ isomorfismo indotto

F*: E¥(B) — &F(A) .

Siano z1,...,x, coordinate in A, e yi,...,y, coordinate in B e sia
F@t,. o 20) = (Fu@1- o @n)s ooy P,y 7)) - (48)
Sia
w=>_ frdy € &"(B), (4.9)

vogliamo calcolare F*w. Procediamo per gradi. Osserviamo innanzi tutto che
per la (4.4) si ha

Consideriamo prima il caso di una 1-forma differenziale

w=Y fidy.

Sempre per le (4.4), si ha

Fro= Z f; o F dF; , (4.10)
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e ricordando la (4.6) si ottiene
. OF;
Frw = Ej: fi ong dz; . (4.11)

Se Jr € la matrice jacobiana di F' possiamo concludere che ’isomorfismo F™*
porta il vettore colonna (fi, ..., f,) delle coordinate di w nella base dys, . . ., dy,
nel vettore colonna

(CJr)(fioF,...,fnoF)

delle coordinate di F*w nella base dxq,...,dzr,. La generalizzazione al caso
delle k-forme & pressoché immediata. In totale analogia con la (4.4) e la (4.11),
si dimostra che

F*(dy;, N+ Ndy;,,) =

= dF, A+ AdF,
" OF;, " OF,
= Z dle VANV Z k d.’lﬁjk
= 0 =1 9%
o(F;.,..., F;
— Z Mdl‘jl A---A dxjk
1< <iin (xjn"'vxjk)

e si conclude che I’ isomorfismo
F*: E%(B) — £F(A)

porta il vettore colonna (..., fr,...) delle coordinate di w = >_ f; dy; nella
base {dy;} nel vettore colonna

ACTE) oo froF, )

k
delle coordinate di F*w nella base {dz;}, dove A (*JF) indica la matrice (}) x (})
avente nel posto (I,.J) il minore di righe I e colonne J della matrice !Jg. D’ora

in poi, nei simboli, non faremo piu riferimento alla composizione con F'.

Il caso generale
Siamo ora in grado di dare una descrizione delle k-forme differenziali in

termini di dati locali, cosi come abbiamo fatto per i campi vettoriali.

Teorema 4.2 . Sia M una varieta differenziale. Sia {(U, )} un ricoprimen-
to di M con carte locali. Il dato di una k-forma differenziale w € E¥(M) ¢
equivalente al dato di una k-forma differenziale

> daf e EMU)
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soggetto alle sequenti condizioni di compatibilita
:U koot V
fr | =~ACJduv) | g (4.12)

k
dove A (*Jyv) indica la matrice (}) x (}) avente nel posto (I,J) il minore di

righe I e colonne J della matrice tJyy .

Dim. Sia w una k-forma differenziale. Si ponga
wy =wly swy =wly, .

Esistono funzioni f; € £%(p(U)) e g1 € E°(y(U)) tali che

Wy = Z f]dI[ s Wy = Z g[dy[. (4.13)

La condizione

Fwylpny = wvlpay

si traduce nella relazione

Z frdrr = Z grdyr

valida in U N'V. Questo relazione, come si & visto con una analisi locale, &
equivalente alla (4.12). Viceversa date le fr e le gr soddisfacenti la (4.12) e
definite le wy € E¥(U), si ha che

wulpay = wvlpay -

Il lemma (4.1) ci assicura che esiste un’ unica forma w € £¥(M) tale che w|,, =
wy e w|v = wy . 1l teorema ¢ dimostrato.

Dimostriamo ora un Lemma che sara usato nel seguito.

Lemma 4.3 Sia w € E¥(M) e sia p € M. Allora esiste un intorno V di p e
una forma differenziale definita globalmente su M del tipo

=Y hrde, ANy, (4.14)
dove le hy = hy, ... i, € le @; sono funzioni C*° su M, in modo che

wly =@y -
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Dim. Sia (U, ¢) una carta locale intorno a p. Scriviamo

OJ‘U = Z f[ dl‘]

Consideriamo una funzione A € £°(M) con supporto in U e identicamente eguale
a 1 in un intorno V di p. Definiamo h;, ¢; € E°(M) ponendo

hr =XM1 , @i =Ax;.

Si pud quindi definire una forma globale ponendo & € £*(M)

5= 3 hidpiy Ao di,

e per costruzione si ha
wly =y .

Q. E. D.

Corollario 4.4 . Siaw € E¥(M) e X1,..., X} € V(M)

. St supponga che per
qualche i si abbia X; , = 0. Allora w(Xy,...,Xx)(p) = 0.

Dim. Per linearita e per il lemma precedente basta dimostrare ’asserto nel caso
in cui
w = fdg1 N\ --- Ndgp

con f,g; € E9(M). Si ha
w(X1, ..., Xk)(p) = f(p) det(Xs(g:))(p) -
A questo punto basta notare che (cf. (3.3))
Xi(9;)(p) = Xip(g5) -
Q.E. D.

Questo corollario suggerisce la seguente definizione. Sia w € E¥(M) e sia p €
M. Si denoti con w(p) 'elemento di A" (T (M)) = (/\k Tp(M)) definito per
linearita a partire dalla seguente relazione

w(p)(vi, ..., vk) =w(X1,..., Xi) (D) (4.15)

dove v; € T,(M) e X; & un campo vettoriale in M tale che X; , = v;. Il corollario
precedente ci assicura che questa ¢ una buona definizione. Si & cosi stabilito un
omomorfismo

giony - AT
w —— w(p) (4.16)
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che mostra come una k-forma differenziale possa pensarsi come il dato di un
vettore w(p) nella potenza k-esima del duale dello spazio tangente in ogni punto
p di M e che varia in modo C* con p. Chiudiamo la sezione parlando del

prodotto esterno di forme.

Prodotto esterno.

Per i risultati dell’algebra multilineare del Capitolo 2, date due forme dif-
ferenziali w € EF(M) e ¢ € E"(M), resta definita una forma

wA e MR
ponendo
wAP(X, . Xpk) =

=Y e(O)w(Xo)s s Xa) - U Xo(s1)s - » Xohan)) - (4.17)
ceP

dove P ¢ il sottoinsieme P C Sj delle permutazioni o tali che
o(l)y<---<a(h), oh+1)<---<o(h+k).

Ricordiamo ’origine della formula (4.17). Per il Lemma (4.3) e per linearita si
puo supporre che

w = wiNA---Awp,

Y = Wht1 N AWhyk,

D’altro canto noi sappiamo che data una matrice A che sia (h+ k) x (h+ k), e
fissato un multiindice I = (41,...,13), si ha

det(A) = ZG(J)AI,JAIC)JC
J

dove Ag s ¢ il determinante del minore di A avente le righe indicizzate da I e le
colonne indicizzate da J, dove I¢ denota il complementare di I in {1,...,h+k}
e dove €(J), ¢ il segno della permutazione {.J, J°}. Ora se A = (w;;) e I =
{1,...,h}, la formula appena data per il determinannte di A non & altro che la
(4.17).

E anche ovvio, e lo si vede localmente, che £F(M) = 0 per k > dim M.

Dunque il modulo
dim M

EM)= @ &)
k=0

ha, tramite il prodotto A, una struttura di £°(M)-algebra di rango finito. A
partire dalla definizione di prodotto A & facile verificare la seguente formula

wAp=(-D)*"prw we&k(M), pech(M). (4.18)



28 Capitolo 6. 1I calcolo sulle varieta differenziali

Sempre dalla definizione segue che se F' : M — N ¢ un diffeomorfismo allora
per w € EF(M) e ¢ € E"(M) si ha

F*(wAp)=FwAFp, (4.19)
mentre se U C M ¢ un aperto si ha
WAy =wly Nely - (4.20)
Da queste relazioni, o dalla definizione stessa, si deduce che se
w=fdgi N---Ndg , " = f'dgi A--- Ndgp,,
allora

wAW = ffldgi N Ndgp Ndgy A -+ Ndgy, .

Esercizi
1. Sia a € E¥(M), & sempre vero che
ahNa=0 7

2. Dimostrare il Lemma (4.1).
3 dare esempi di k-forme differenziali su un toro n-dimensionale.

5 Differenziazione

Introduciamo 'operatore di differenziazione
d:EM(M) — EF (M) .

Dimostreremo il seguente

Teorema 5.1 Sia M una varieta differenziale allora esiste un unico operatore
R-lineare
d:EMN(M) — EF (M) .

tale che

i) per k = 0 coincide con loperatore gia definito, e cioé df (X) = X(f), Vf €
EOM), eVX € V(M),

i) d2 =0,
iii) sew € EF(M) e p € EMM)
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dwAp)=dohp+ (—1)FwAdp .

Dim. Incominciamo col dimostrare I'unicita dell’operatore d, assumendo di
averlo costruito per M e per gli aperti U C M. Sia dunque d’ un altro operatore
soddisfacente le proprieta richieste. Osserviamo intanto che se w e @ sono forme
differenziali aventi la stessa restrizione su un aperto V di M, allora (d'w)|y =
(d'@)|y. Infatti per ogni punto p di V, si puod trovare un intorno Wp e una
funzione p € £Y(M) con supporto in V e identicamente eguale a 1 in W e
scrivere

0=dplw—-—0)=dpA(w—-a)+pd(w-0a),

il che implica
(d'w)lw = (d0)|w -
Prendiamo ora una forma differenziale w. Per il lemma (4.3), dato un qualsiasi

punto p € M esiste un intorno V di p e una forma differenziale @ € £¥(M),
somma di k-forme differenziali del tipo

hdgi A---Ndgi ,  h,g € EO(M)

e tale che

w‘v = ‘D‘V .

Per quello che abbiamo appena dimostrato, si ha che (d'w)|y = (d'@)|y. D’altro
canto usando le proprieta i), ii) e iii) si ha

d'(h dgy A--- Ndgy) =
= dhANdg A Ndg +hd' (d'gr A+ ANd gi)
= dhAdgi A Ndge+h Y (1) (dgu A Ad g A A d gy
= dhAdg N---Ndgy, .

Dunque la definizione di d’ & forzata sulle k-forme differenziali del tipo h dg; A
--+ A dgg. Per linearita e forzata su @, che di forme di questo tipo ¢ somma.
Quindi & forzata la definizione di (d'w)|y e di conseguenza anche quella di d'w.
L’unicita & dimostrata. Non solo, abbiamo anche una definizione dell’operatore
d per un aperto A di R". Se w =" fr dv; € EF(A)

do=>" dff Ndzy .
Verifichiamo che valgono per questo operatore in £¥(A), le proprieta i), ii) e iii).

Intanto il fatto che dw € E¥*1(A) & ovvio, come sono ovvie la R-linearita di d,
e la validita di i). Per la ii), vista la linearita, basta dimostrare che

dQ(deil VA /\d-fik) =0.
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Calcoliamo:

d*(fdxy, N---Ndxg,) = d ((

0

= O f dz; Ndx; Ndx;, N\ A dx;
o ‘ 8.’1%8.%‘J ¢ J ‘ bk

= O 5
dove 'ultima eguaglianza segue dal fatto che

0% f o f
——dx; Ndxj + ———dxj ANdz; =0.
8@-690]» v e + 83738301 e SC
Non rimane che dimostrare la iii). Di nuovo per linearita, basta dimostrare che
d(fdxr A gdzy) = d(fdxr) A gdey + (=1)F fder A d(gdzy)

dove |I| = k. Naturalmente possiamo assumere che INJ = ¢, essendo altrimenti
I'uguaglianza banalmente verificata. Si ha:

d(fdxr Ngdxy) = d(fgder Adxy)

_ of dg
= Z(%nga% )dxi/\d:cl/\dx(]

0
= d(fdey)Ngdxyg+ f <Z aid:&) ANdxy Ndzy
= d(fdxr) Ngdxy+ (—1)kfdx1/\d(gdatJ) ,

come si voleva.

Procedendo nella dimostrazione del Teorema, osserviamo che se F': A — B ¢
un diffeomorfismo tra due aperti di R™ allora

F*dv=dF*v , ve&®B). (5.1)

(Avevamo dimostrato questa eguaglianza in (4.4) solo per k = 0.) Per linearita
basta dimostrarla nel caso in cui v = f dxy. Si ha

F*d(f dey) = F*(df Ndxy)
= F*df N F'dx;
= d(F*f)Nd(F*xy)
= d(F*(f)F"(dxr))
= d(F*(fdxp)) .
Dimostriamo ora ’esistenza dell’operatore d su di una qualsiasi varieta differen-

ziabile M. Sia w € EF(M), sia (U, ) una carta locale e sia w|y = ¢*u, con
p € EF (p(U)) si definisca

(dw)y = @*dp = *de* H(wlv) .
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Per vedere che la definizione € ben posta, si supponga che in un’altra carta locale
(V,4), si abbia w|y = ¢*v. Bisogna allora dimostrare che in U NV

prdp =Y dv .

Ponendo F = =t si ha u = F*vin (U NV) e la conclusione discende dalla
(5.2). Per verificare che l'operatore cosi definito soddisfa le proprieta richieste
basta farlo in ogni carta locale. Questa verifica si fa usando le (4.5), (4.19),
(4.20) e il fatto che l'operatore d in R™ soddisfa le proprieta richieste.

Q.E.D.

6 Funtorialita

Nel § 4, a partire da un diffeomorfismo F' : M — N, abbiamo definito degli
isomorfismi F, : V(M) — V(N) e F* : EK(N) — EF(M). Mentre non & pos-
sibile fare di piu per quello che riguarda i campi vettoriali, & possibile invece
definire un operatore F'* tra k-forme anche quando F' non ¢ un diffeomorfismo.
Dimostreremo il seguente:

Teorema 6.1 Sia F' : M — N wuna applicazione C* . Allora, per ogni k > 0,
esiste un unico omomorfismo

F*: EF(N) — &M (M)
soddisfacente le sequenti proprieta:
i) F*f=foF, per f € £°%(M),
i) F*(wAwW) =F*wAF*W, we&F(N),w € EMN),
iii) F*d = dF*,
iv) se U é aperto in M, e V un aperto di N contenete F'(U), allora
(F)ly = (Fly)* @)

dove si considera F|, come applicazione da U a V. Inoltre un tale omo-
morfismo e funtoriale nel senso che

V) (1M)* = 1gk(M),
vi) (GF)* = F*G*, per G: N — P, applicazione C* .
Dim. Incominciamo col dimostrare 'unicita. Ritorniamo all’osservazione (4.3)

e alla notazione allora introdotta. Usando due volte la iv), si ottiene

(Frw)ly = (F@)y - (6.1)
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D’altro canto @ € combinazione lineare di termini del tipo
w=nhdg A Ndgg

con h,g; € E°(N), e in virtl della i), della iv) e della v) la definizione di F*pu &
forzata:

F*u

F*(hdgy A--- ANdgg) (6.2)
F*hF*dgy A--- A F*dgy)
hoFd(gioF)A---Nd(groF) .

Dunque, per linearita, anche la definizione di F*w|,, ¢ forzata, e quindi anche
quella di F*w. Dimostriamo ora 'esistenza di F**. Localmente la definizione di
F* & forzata dalla (6.1) e dalla (6.2). Definiamo

(F(w)o = (F(@)ly

Per verificare che in questo modo si definisce una k-forma differenziale in M
bisogna intanto verificare che la definizione data & indipendente dall’ & scelto.
Sia F(p) un punto fissato dell’aperto V C N in cui w e @ coincidono. Vogliamo
mostrare che, dati campi vettoriali Xi,..., Xy in M, F*o(X,..., X;)(p) pud
calcolarsi nel modo seguente. Si scelgono campi vettoriali Y7,...,Yy in N tali
che, nel punto p valga I'eguaglianza, F ,(X; ) = Y; p(p) € si osserva che allora

F*o(X1,.... Xk)(p) =@(1,...,Y%) (F(p))
= wY1,...,Yy) (F(p)) (6.3)

Cio mostrera 'indipendenza della definizione di F*w|y dalla particolare @
scelta. L’indipendenza della scelta degli Y; discende invece da corollario (4.4).
Per linearitd possiamo ridurrre la dimostrazione della (6.3) al caso in cui

& =hdgi A---Adgy con h,g; € E'(N)
si ha:

Fro(Xy,..., Xi)(p) = hF(p) det (X;,(g;F))

Questa osservazione implica anche che (F*w)y e (F*w)y coincidono in UNV.
Dunque, sempre per il lemma (4.1), F*w & una ben definita k-forma differenziale
in M. Dimostriamo che F* soddisfa le proprieta richieste. La i) e la iv) sono
implicite nella definizione. Valendo la iv) le rimanenti si possono dimostrare
localmente. La linearita segue subito e dunque ci puo limitare e dimostrare le
altre proprieta per forme del tipo hdgy A --- A dgg, h, f; € E°(N). A questo
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punto la ii) e la iii) sono del tutto ovvie. Non rimane che la vi) che segue dalle
precedenti non appena si osservi che per f € EY(N)

(GF)*df = dfGF
= F*dfG
G*F*df .

Q.E.D.

Vale la pena osservare che la definizione di F'* data nel caso di un diffeomorfismo
nel § 4 coincide in quella data nella dimostrazione del teorema, come segue dalla
(6.3).

Esercizi

1. Sia
7 :R"\ {0} — P™(R)

la proiezione canonica e a € E¥(R"*1\ {0}); trovare le condizioni necessarie e
sufficienti affinché esista 8 € £E¥(P"(R)) con

oa=T7"0.

2. Sian > 4,
7 R"\ {0} — P"(R)

la proiezione canonica e
w = dxg A dzy N\dry N dxg/r4,

dimostrare che esiste 3 € £*(P"(R)) tale che w = 7*f3.

3. Sia m : R? — R?\A la proiezione; verificare che esistono delle forme dif-
ferenziali ¢ € EY(R?\A) tali che 7*¢ = df per qualche f € £'(R€), ma ¢ ¢
dE°(R?\A).

7 Alcuni esempi

Incominciamo col dare alcuni esempi di campi vettoriali.

Ipersuperfici.

Riprendiamo ’esempio dato all’inizio del capitolo. Fissiamo una ipersuperficie
in R™
M ={(z1,...,2,) € R*|F(21,...,2,) =0}
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dove F' ¢ una funzione C*°. Vogliamo vedere che se

9,
X:Zai(m)azi, x=(x1,...,%n)

¢ un campo vettoriale in R™, tale che X(F) =0, allora la restrizione di X a M
e un campo vettoriale su M.

Dal momento che, per un aperto U C R", si ha X(F)y = (Xjp)(Fv), la
questione ¢ locale e si pud assumere che (U, ) sia una carta locale in R™ per
cui cui I'ipersuperficie F' = 0 si trasforma nell’ iperpiano z,, = 0. Cio vuol dire
che ¢*(z,,) = F. Ora i campi tangenti a z,, = 0 sono del tipo

n—1 )
Y = Zl G/iaimi
=

ovvero quelli per cui Y (z,) = 0. Dunque un campo vettoriale X in R™ tangente
a U N M deve soddisfare la condizione ¢, (X)(z,) = 0. Ma

Px(X)(2n) = X(¢*(20)) = X(F)

e la nostra asserzione ¢ dimostrata.

Sfere.

Siamo ora in grado di dare esempi di campi vettoriali su una sfera
n
S"={(1,..,Tny1) € Rn+1|2x? —1=0}.
i=1

Se n = 2k — 1, poniamo

X=zyg— —x15—+ -+ T

8.131 8%‘2 (71)

0
T2k—1
O0Tap—1 0oy,

Chiaramente si ha X (Zfﬁl 2? — 1) = 0 e quindi X & un campo vettoriale su

S2k=1 " E interessante notare che X & un campo vettoriale non nullo, che cioe

Xp # 0 per ogni p € S§2k=1 " Se si prende lo stesso campo vettoriale X come
k41

campo vettoriale in R2**+1 vale ancora la proprieta X ( Y z?—1) = 0, e dunque
i=1

X & un campo vettoriale su S2* che ¢ ovunque non-nullo tranne che nei due

poli Py = (0,...,0,+1) € S%:

s 53
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Figura 7

Gruppi di Lie.

Passiamo ora a un altra serie di esempi. Consideriamo i gruppi classici introdotti
nella sezione 18 del Capitolo 2. Vogliamo calcolarne gli spazi tangenti. In cio
che segue useremo consistentemente 'identificazione V' = T, (V) tra lo spazio
tangente in un punto v di uno spazio vettoriale V' e lo spazio stesso, ottenuta
pensando a un vettore w di V' come come alla derivazione D,, in v nella direzione
di w:

Du(f) = (-4 1)z

I gruppi classici sono tutti definiti come sottovarieta aperte o chiuse dello spazio
vettoriale M, (k) delle matrici n x n su un campo k che ¢, a seconda dei casi,
il campo dei numeri reali o quello di numeri complessi. Sia G uno tra questi
gruppi classici, g un suo punto e denotiamo con I, il diffeomorfismo di G in G
dato dalla moltiplicazione a sinistra per g. Poiche T4(G) = (l4).T1(G), dove
I & la matrice identita, possiamo limitarci a calcolare lo spazio tangente a G
nell’identita . Questo spazio, a sua volta, & un sottospazio dello spazio tangente
T (M, (k)) che, come abbiamo convenuto, identifichiamo con M, (k) stesso. Il
caso di GL(n, k) che ¢ un aperto di M, (k) ¢ molto semplice:

Ti(GL(n, k) = Tr(My(k)) = My (k)

Gli altri gruppi classici sono dei chiusi in M, (k) definiti da un certo numero di
equazioni F; = 0. I corrispondenti spazi tangenti sono definiti in 77 (M, (k)) =
M, (k) dalle equazioni v(F;) = 0. Per esplicitare queste equazioni osserviamo
che, dato D4 € Tr(M,(k))):

Dadet(X)) = (14 4(tr(4)) + O(F)] =0 = tr(4),
DA(*XX) = jt( (I +tA)(I +tA)))mo ="A+ A,
Da('XJX) = jt( (T + tA)T(T +tA))|1eo = AT + JA
da cio si deduce che
(SL(n,k)) ={X € M,(k) | tr(X) =0},
T1(O(n)) = Tr(SO(n)) = {X € M,(R) | X +'X =0},
T;(U(n)) ={X € M,(C) | X+'X =0, },
Tr(SU(n)) ={X € M,(C) | X +'X =0, tr(X) =0},
Ti(Sp(2n,k)) = {X € M,(k) | XJ+JX =0}.
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E interessante osservare che in generale lo spazio tangente nell’identita a un
gruppo di Lie G ha una struttura naturale di algebra di Lie. In effetti T.(G)
puo identificarsi con 1'algebra di Lie L(G) dei campi vettoriali invarianti su G :

L(G) = {X e V(G) | (,).X = X , Vg € G}.

La struttura di algebra di Lie su L(G) & data dalla parentesi di Lie. L’isomorfis-
mo tra T.(G) e L(G) si stabilisce nel modo seguente. Se v € T.(G) & un vettore
tangente si definisce un campo vettoriale invariante X su G ponendo, per ogni
fe&a)

X()(g) = (lg)«v(f)

Il campo vettoriale cosi definito prende il nome di campo vettoriale invariante
determinato da v. Viceversa, ad ogni campo invariante X si associa il vettore
tangente X..

Grassmanniane.

Sia V' uno spazio vettoriale complesso di dimensione n e sia W un sottospazio
k-dimensionale di V. Vogliamo mostrare che vi & un isomorfismo canonico

Tiw)(Gr(k,V)) = Hom(W,V/W). (7.2)
Per vedere cio, fissiamo una base eq,...,ex di W, completiamola a una base
€1,...,en di V e denotiamo con €gi1,...,€, la corrispondente base di V/W.

La scelta di una tale base consente le identificazioni:

T (Gr(k,V)) = To(My,n—k(C)) = My, n—k(C),
]:IO’WL(VV7 V/W) = Mk’n,k((C) .
Passando a una nuova base €/, . . . , €/,, ma sempre insistendo che i vettori e}, ..., €},

costituiscano una base di W, la suddette identificazione differiscono, entrambe,
dalle nuove per I"automorfismo

My n-x(C) — My n—r(C)
X — AXB7!,

A C

0 B
¢ la matrice del cambiamento di base. Questo dimostra che 'isomorfismo tra lo
spazio tangente in [W] a Gr(k,V) e Hom(W,V/W) & canonico.
Un’altra maniera per dimostrare (7.2) ¢ la seguente. Come abbiamo visto alla

fine della sezione 18 del Capitolo 2, Il gruppo GL(V') agisce transitivamente su
Gr(k,V). Fissato un punto [W] di Gr(k,V) c¢’¢ una applicazione C*

dove

7 : GL(V) — Gr(k,V)
g — [gW]
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In opportune coordinate ’applicazione 7 ¢ data da
A B 1
( C D> — (A7'B)

T : Te(GL(V)) — Tiw)Gr(k, V)

A By _d (. (4 BYY
™e\c p) T at” ¢ D))"=’

(I +tA)""tB) |i=o

Per calcolare

osserviamo che

_4
dt
= % (I —tA+ O(t*)tB) |i=o
= B.
Dunque, nell’identificazione
T.(GL(V)) = Hom(V, V),

si ha
Ker(my.) =Py :={g€ GL(V) | gW =W}.

Ne segue che

D’altro canto, se ¢ & Uinclusione di W in V' e n la proiezione di V su V/W,
I’omomorfismo

Hom(V,V) — Hom(W,V/W)
fo= nf
da una identificazione
Hom(V,V)/Pw = Hom(W,V/W),
come si voleva.

1-forme su S'.

Consideriamo S con ’atlante descritto nella sezione 2 del Cap. 2. Definiamo
wy = ¢*df € EYU)
wy =¢*dh € EX(V) .

Si ha:

wylovny = @ o " Yrdl = o (Yo ')*db
@ d(1hp™(0)) = ¢*d(0 + ¢) = ¢*db = wyluny
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dove ¢ = 0 oppure ¢ = —2m. Ne segue che esiste una l-forma w tale che

wly = wy e wly = wy. Spesso si denota questa forma impropriamente con il
simbolo df.

k—forme su un toro.

Consideriamo un toro T, = R™/A, dove A & un reticolo in R™, e denotiamo
con 7 : R™ — R™/A la proiezione. Vi & un’unica 1-forma w; su R™/A tale che
m*w; = dx;. Ricordiamo le carte

(p)\:U)\—>Rn

introdotte nella sezione 7 del Cap. 2. Poniamo w%h = pydx;. Poiché gpuap;\l(x) =
x+ A—pu, x, A\, p € R si ha che wbkl%ﬁuu = wbﬂlUmU“
raccordano per definire una forma globale w che ovviamente ha la proprieta:
m*w; = dx;. Spesso, e impropriamente, si denota questa 1-forma su R™/A con
il simbolo dz;. Una volta costruite le w; € £1(T},) si possono costruire le forme

e quindi le wi; si

wr =wi, A Aw, € EX(TR) T =(iy,..., k) .

Noi dimostreremo, in una successiva sezione, che le forme wy, I = (iy,...,1)
11 < --+ < 1 sono chiuse e non esatte e che le loro classi di coonologia di de
Rham formano una base per lo spazio vettoriale H5p(T},).

1-forme su curve algebriche proiettive non-singolari.
Consideriamo una curva algebrica piana non-singolare:
C={X,Y,Z]| F(X,Y,Z) =0}

dove F' & un polinomio omogeneo di grado d. Sia ¢(X,Y,Z) un polinomio
omogeneo di grado d — 3. Consideriamo gli aperti

Uy = {[X,)Y,Z]eC | X #0}
Up = {[X,)Y,Z]eC|Y #0}
U, = {[X,Y,Z]eC| Z+#0}.
Poniamom:§7y:%,u:§,0:§7§: §777:§- Definiamo
B OV O R T (R

, Wy, =
P (x,y,1) o F(u,1,0) E(1,6,m)

mostriamo che wy, ¢ C*in U;. Consideriamo wy, (per wy, e wy, si ragiona
analogamente). Poiché

oF oF
%(xay,l)dx+aiy(x,yvl)dy:0 ) (x7y71) GUQ .
si ha:
pdx edy
YU, = 3F T T aF

Oz oy
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Essendo C non-singolare, si ha

(gi(x,y, 1), g—j(x,yﬂ), F(z,y, 1)) £ (0,0,0)

Dal momento che x e y sono funzioni C* in U; si ha che wy, ¢ C*in Us. Ora
dimostriamo che

WU2|U20U1 = Wy, |U2ﬂU1 )
(le altre coppie di intersezioni, Uy N Us e Uy N Uy si trattano in modo analogo).
In U, NU;p sihau= %, v = %, dunque

o(u, 1,v)dv
Wuilugnu, T o
ou (u,l,v)

T 1 1
4] T 1
y%F <§717§)

_ el )
y- G F(w,y.1)

*;P(ﬂf,y, Dy _ |
%F(:z:,y, 1) 2lugnuy 0

dove si usa il fatto che se u = z/y, allora

5ol = (5o ) @

In conclusione le wy; definiscono una 1-forma w C*°su C.

Esercizi.
1. Dimostrare che sul toro T}, si puo definire un campo vettoriale mai nullo.

2. Dimostrare che sulla sfera S? non si pud definire un campo vettoriale mai
nullo.

3. Dimostrare che sulla sfera S™ non si puo definire un campo vettoriale mai
nullo se e solo se n & dispari.

4. Sia C una curva piana, proiettiva, non-singolare definita dall’annullarsi di un
polinomio omogeneo di grado d. Trovare (d — 1)(d — 2)/2 1-forme differenziali
linearmente indipendenti in £(C).

8 Il complesso di de Rham e il lemma di Poincaré
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Le forme differenziali e i relativi operatori differenziali formano il cosiddetto
complesso di de Rham:

c— EF M) S gV (M) L ERR (M) — L
Si definisce lo spazio vettoriale delle k—forme chiuse:
Z§p(M) = {w € EX(M) | dw =0}
e quello delle k—forme esatte:
Bip(M) ={we (M) | w=dp, pe(M)}.

Poiché d? = 0 si ha: BY,(M) C Z5,(M). Si definisce il k—simo gruppo (spazio
vettoriale) di coomologia di de Rham come il quoziente delle k—forme chiuse
modulo le k—forme esatte:

H§R(M) = Z(;CR(M)/B(];R(M) :
Data una applicazione C'*°
F:M— N

consideriamo ’omomorfismo indotto
F*: EK(N) — EF(M) .

Poiché F*d = dF*, l'operatore F* porta forme chiuse in N in forme chiuse in
M, forme esatte in N in forme esatte in M, e dunque induce un omomorfismo
(che denotiamo ancora un F™*)

F* < Hip(N) — Hi(M) .

Se G : N — L & un’altra applicazione C*, si ha, a livello di k—forme, (GF)* =
F*G* e dunque si ha anche a livello di coomologia di de Rham

PG = (GF)" : Hjjp(L) — Hip(M) .

B anche evidente che
(Ip)* = 1H5R(M) .

In conclusione si puo dire che il k—simo gruppo di coomologia di de Rham
e un funtore controvariante dalla categoria delle varieta differenziali e quella
degli spazi vettoriali (reali). Accanto alle k—forme differenziali reali £*(M) si
pud considerare il C-vettoriale delle k—forme differenziali complesse £*(M;C).
Localmente una k—forma differenziale complessa & della forma w = > frdx;
dove le f; sono funzioni C'*° a valori complessi. Si definisce anche il complesso
de Rham delle k—forme complesse

= EF(M;C) L MM C) — ..
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e si denota col simbolo H é“R(M ;C) il k—esimo gruppo di coomologia di questo
complesso. In questa sezione calcoleremo i gruppi di coomologia di de Rham

di R™ e piu in generale di un aperto stellato di R”. Un aperto U C R" si dice
stellato rispetto a un suo punto p, se per ogni punto g € U il segmento pg e
contenuto in U:

Figura 8

Sia dunque U un insieme stellato rispetto a un suo punto p che supporremo
essere 'origine 0 € R™. Consideriamo il complesso di de Rham
LS EMUY L e U) - L
Costruiremo un operatore
T: E8U) — L)
tale che per ogni w € EF(U)
w=dTw+Tdw . (8.1)

Da cio seguira che, in U, ogni k—forma w chiusa € anche esatta: w = dTw e che
dunque

H:(U)=0, Ek>0. (8.2)

Questo risultato prende il nome di Lemma di Poincaré. Esso puo essere com-
pletato con l'ovvia osservazione che, essendo un aperto stellato connesso, si ha
HY9,(U) 2 R. Costruiamo dunque I'operatore T'. Sia

w=Y_ frdz; € EXU)

dove I = {iy,...,ix}, 1 < i3 < --- < i < n. Bastera, per linearita, definire
loperatore T per una forma w del tipo w = fdr; e dimostrare per questa la
(8.1). Poniamo

k

1
Tw = Z(—l)“‘1 </0 tk_lf(tx)) i dziy A ANdxi, A ANdxy,, .

a=1

Dimostriamo la (8.1). Si ha

n 1
+ Z (—1)*t (/ tkaf(tx)> xi, dxy Ndxy, N Ndzg, A Adag,
o :
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Si ha poi:
dw = of dx; N dxy
.7 [“)xj
Jj=1
e dunque
T(dw) = zn: /1 #9840 wsda +
= 2 A ax]’ x Tiaxy
n k 1 af .
- Z Z(fl)a*1 (/ tkaw(tm)> Tigdxy Ndxy, N Ndxg, N ANdxg,
j=1a=1 0 J

Sommando si cancellano le somme doppie e si ottiene

dTw + Tdw

k(/o th=1 f(tx))dzs +

n

Z (Althjaagi(txo dxy

Jj=1

(/ 1 o)) da

fdr; =w .

_|_

Q.E.D.

Esercizi

1. Verificare che la forma w = —ydx + xdy definita su S = {(z,y) € R?
22 4+ y? = 1} & chiusa, ma non esatta.

2. Sia M una varieta differenziabile, dimostrare che se ¢ € E¥(M) e 1 € £9(M)
sono forme chiuse , allora

a) ¥ A ¢ & una forma chiusa.

b) se ¢ ¢ una forma esatta, allora anche ¥ A ¢ lo &.

3. Verificare quali delle seguenti forme differenziali definite su R? sono esatte o
chiuse quando vengono ristrette a S2

a)r’dr + vydy + xzdz

b)zdy — ydx

c)zdx Ndy — ydz A dz + xzdy N\ dz

9 Integrazione delle k-forme differenziali sulle k-
catene
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Sia M una varieta differenziale. Consideriamo un k—simplesso singolare
o: A — M.

D’ora in poi assumeremo che o sia la restrizione a Ay di una applicazione
C° definita in un intorno di Ay. Diremo allora che o € un k—simplesso singolare
C*°. Dato un anello commutativo con unita A definiremo le k—catene singolari
C° a valori in A ponendo

Cr(M,A) = {c= Zaiai € Cip(M,A) |
i=1
o; ¢ un k-simplesso singolare C™° } .

E del tutto ovvio che l'operatore di bordo 0 porta k—catene singolari C*° in
(k — 1)—catene singolari C°°. Si ha dunque un complesso

Cs O (M, A) S o (v, A) S

la cui omologia denoteremo con il simbolo Hg°(M, A). Ora non ¢ difficile di-
mostrare che Hp°(M,A) = Hi(M, A). Non daremo la dimostrazione di questo
fatto, la lasceremo come esercizio. Nell’esercizio, si supporra, per semplicita,
che la varieta sia di tipo finito e si trattera di dimostrare che ogni catena singo-
lare € omologa a una catena singolare C'°°. Per questo bastera dimostrare che
ogni simplesso singolare o ¢ omologo a un simplesso singolare C* . (L’idea ¢ di
suddividere baricentricamente ¢ in modo che ogni simplesso della suddivisione
vada a finire in una carta locale di M e di effettuare ’approssimazione C'*° nelle
carte locali). Dunque, d’ora in poi noi identificheremo Hy, (M, A) con H° (M, A)
e lavoreremo con catene singolari C'*°.

Dato un k—simplesso singolare C* in M
o: A, — M

e una k—forma differenziale w € £¥(M) definiamo 1'integrale di w su o ponendo

/w:/ ocfw .
[eg Ak

Si tratta di definire 'integrale a destra del segno di eguaglianza. Ora o*w &
una k—forma differenziale definita in un intorno di A, C R¥. Se 1, ..., zx sono
coordinate in R¥ esiste un unico modo di scrivere o*w nella forma

oc'w = f(x1,...,zK)dxy A Ndxy, . (9.1

Per definizione poniamo

/Ak 0w = N (9.2)
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Data una k-catena singolare C* a valori reali ¢ = ) k;o; € Cp°(M,R) defini-
amo l'integrale di w su ¢ ponendo

VA

Vogliamo ora dimostrare una prima versione del teorema di Stokes.

Teorema 9.1 (di Stokes, 12 versione) Sia M wuna varieta differenziabile, sia
w € EFY(M) una (k —1)-forma e ¢ € C°(M,R) una k—catena singolare C>

a coefficienti reali. Allora
/dw :/ w .
c dc

Dim. Scriviamo ¢ = Y k;o;, poiché sia l'integrale, che I'operatore di bordo sono
lineari, basta dimostrare che dato un k—simplesso singolare, o : A — M si ha

/ dw = / w .
o do
Ora, da una parte abbiamo

/dw z/ ocrdw = do*w .
o Ak Ak

/&,“’ - Zk:(‘l)s /Ujs w= g(—l)s /A jiotw.

s=0

Dall’altra:

Dunque noi dobbiamo dimostrare che, data una (k — 1)—forma differenziale ¢
definita in un intorno di A, si ha:

k
dp=S"(~1)° / ite. 9.3)
Ay ; Ap_1

Scriviamo

k
o= fidui Ao Ndxi Ao N da

i=1

Per linearita possiamo assumere che

o= fdzi A+ Adz; A Adak
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e dimostrare la (9.3) in questo caso. Si ha

af —
dp = / < dac-)/\dxl/\~~~/\dx¢/\~«/\dxk (9.4)
/Ak Ay Zamj !
0 -~
fdgci/\d:vl/\~-~/\d:ri/\---/\ala:;c
A, 0T
. 0
= (—1)1_1/ fdxl/\---/\dxk
Ap Ox;
= (—1)i_1/ (21, @i, 1= Z%‘,l‘iﬂ, ey TE) —
Akt i
— f(xl, . ,Ii_1,0,£i+1, e ,ij)] .
D’altro canto:
k
> (=1 / jie = (9.5)
s=0 Ak

/ FO=Syi, y1s ey ) (—dyin) Adys A~ Ady;_y A= Adyg—1 +
Ap—1
(71)1/ f(yh e ,yiflaovyh ey ykfl)dyl JARRRIAY dykfl =
Ap_1
(_1)7;_1/ f(1_2y17y177yk71)+(_1)1/ f(yl"'yi71707yi7"'ayk71)~
Ap_1 A

k—1

Ricordiamo a questo punto la formula di cambiamento di parametro nell’inte-
grale. Se U C R* & un dominio e F : U — F(U) un diffeomorfismo allora

/F(U)f:/UuFqu (9.6)

dove |Jp| ¢ il valore assoluto del determinante Jacobiano di F. Ritornando alla
dimostrazione della (9.3), consideriamo 1’omeomorfismo

F: Ak—l e Ak—l

(y15y2 e Yi—1,Yis Yig1 - - 7yk:—1) — (yQayi’) cee 7yi71 - Zyivyi-‘rh e ayk—l) .
Poiché |Jp| =1 si ha

/ f(l_zyiaylw"?ykfl):/ f(y17"'7yi71_2yi7yi+17"'7yk71)~
Ap_q Ak_1
Questo mostra che la (9.4) e la (9.5) sono uguali e dunque vale la (9.3). Cio

conclude la dimostrazione del teorema di Stokes.

Il teorema di Stokes ci consente di paragonare 1’omologia singolare con la
coomologia di de Rham. Piu precisamente definiamo un omomorfismo

I:HX(M)— Hp(M)*
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(qui indichiamo con V* il duale di V') ponendo

4= {llm [}

dove [c] & la classe di un ciclo ¢ mentre [w] & la classe di una k—forma chiusa w.
Per mostrare che la definizione ¢ ben posta basta mostrare che

Jro= L oo

e cioe che la definizione non dipende dai rappresentanti delle classi. Infatti per
il teorema di Stokes

/ (wH+dp) = /w-i—/ w+/d<p+/ dy

c+0y c oy c dc

os fae oo [ |-
c o dc c c

Nella prossima sezione dimostreremo che se M € una varieta abbastanza buona,
allora I & un isomorfismo. Questo ¢ il teorema di de Rham. Da questo teorema
segue che i gruppi di coomologia di de Rham, che a priori sono solo invarianti
per diffeomorfismi, sono in effetti invarianti omotopici. Con esso si riescono a es-
primere, in modo organizzato, le ostruzioni topologiche a risolvere una equazione
differenziale del tipo: dw = a.

essendo dw =0 e dc = 0.

Esercizi

1. Sia M una varieta sia di tipo finito dimostrare che ogni catena singolare ¢
omologa a una catena singolare C° .

2. Consideriamo la 1-forma
w = (2% + 4y)dx + (—2z + ysinmy®)dy
definita in R2. Calcolarne I’ integrale lungo il ciclo v = 9A,.

3. Sia
w = (2z + ycoszy)dx + (zcoszy)dy

definita in R2. Calcolarne I’ integrale lungo il ciclo v = 0As.

10 1l teorema di De Rham

Sia M una varieta differenziale. Riprendiamo ’applicazione lineare:

[:HP(MR) — Hp(M)"

o [
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Molto spesso, componendo I con 1’ isomorfismo tra Hy(M,R) e H°(M,R),
ometteremo di scrivere il suffisso co nell’omologia singolare. Dimostriamo come
prima cosa l'esistenza di una successione di Mayer—Vietoris per la coomologia
di de Rham. Siano dunque U e V due aperti in M tali che M = U U V.
Consideriamo la successione

0— M) S W)@ (V) L eFUNV) — 0
definita da
a(w) = (Wlo,wlv), Blw,¢) =wlvnv —¢lunv -

Verifichiamo che questa & una successione esatta. Che « si a iniettiva e che
kerB = Ima & ovvio. Per verificare che § & suriettiva si prende una par-
tizione dell'unita {py, py} relativa al ricoprimento {U,V}. Sia w € E2(U NV).
Definiamo wy € £%(U) e wy € £%(V) ponendo

wU:{pvw, in UNV {—pyw, in UNV

0, in U\unv’ 0, in V\UNV.

N (10.1)
E allora chiaro che

w = WU|UﬂV - WV|U0V

e dunque ( & suriettiva. In effetti a e 8 sono omomorfismi di complessi, nel
senso che il diagramma

0—=EFM) ——EF(U) @ EF(V) ENUNV)——0

dl (d,d)l di
00— MY M) —= EMIU) @ EMHY(V) —=EMHL(UNV) —0

commuta, per ogni k. Dai lemmi di algebra omologica dimostrati nel Cap. 3
segue che vi & una successione esatta lunga, detta di Mayer—Vietoris:

« Jé3 )
— Hjp(M) S Hip(U) @ Hjp(V) 5 Hip(UNV) = Hg;;l(M) - ...
dove

a(lw]) = (wlul, wiv]), Bl [#]) = wlvav = eluav],

mentre, per definire §, si deve ricordare il procedimento generale che fa passare
da una successione esatta corta di complessi e una successione esatta lunga in
(co)omologia. Nel nostro caso, data una classe [w] € HX,(UNV), dove w & una
forma chiusa in U NV, si definiscono wy e wy come in (9.1). Consideriamo

(dwy, dwy) € EFFLU) @ EFL(V) .
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Poiché dwy, ., — dwv|,., = dw = 0, esiste una forma ¢ € EF(M) tale che
vlu = dwy e ¢|y = dwy. La forma ¢ & chiusa e si pone:

S([w]) = [¢] - (10.2)

Ci sara utile il seguente Lemma.

Lemma 10.1 Sia M una varieta differenziale. Siano U e V' due aperti in M
tali che UUV = M. Allora vi é un diagramma commutativo

%Hk(UﬂV)*a>Hk(U)®Hk(V)ka(M)éHk(UﬂV)‘)

| el T

*

* B * * & % 07 — *
== Hjp(UNV)* = Hip(U)* ® Hip(V)* = Hjp(M)* = H*=(UNV)* —--

dove a,b, 0 sono le applicazioni che definiscono la successione di Mayer—Vietoris
in omologia, mentre a*, §* e §* sono le trasposte di a,, 3 e §.

Dim. Si tratta di considerare i tre quadrati. Si ha

BrI(e)(w,¢) = I(c)B(w, )

= I(c)(w|lunvy — ¥Y|lunv)

= /w|Umv — Yoy

C

_ /Cw_/cw (poiché ¢ € Z,(U N V)

= (L, D)(c0)(w,9)
= (I, Da(c)(w, ¢) -

Il secondo quadrato si tratta in modo completamente analogo. Consideriamo il
terzo. La definizione di ¢ ¢ data dalla (10.2). Ricordiamo la definizione di 9. Se
¢ € Z(M) si scrive, tramite una suddivisione baricentrica, ¢ = ¢y + cy. Poiché
Oc =0, si ha Ocy = —0cy cosicché, in particolare, dcy € Zk_1 (U NV), e si ha
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dc = Ocy. Ora

1(9(e))(w) =

cv

= /¢|U+/ elv
cu cy
[

= /5w

= 0" Ic(w) .

Q.E.D.
D’ora in poi, in questa sezione restringeremo la nostra attenzione alle varieta
di tipo finito. Una varieta di tipo finito € una varieta M che puo ricoprirsi con
un numero finito di aperti Uy, ..., U,, tali che ogni intersezione U;; N---NUj,,
se non vuota, ¢ diffeomorfa a un aperto stellato di R%, d = dim M. Ricordiamo
che il lemma di Poincaré ci dice che se U & un aperto stellato di R? allora:

R k=0
H,(U,R) = HY(U) = ’
k(U R) = Hip(U) {0, k>0

Dimostriamo che se M & di tipo finito allora gli H (M, R) sono finito—dimensionali.
Procediamo per induzione nel numero degli aperti del ricoprimento che rende
M di tipo finito. Se vi & un solo aperto, M stesso ¢ stellato e non c’e nulla da
dimostrare. Supponiamo di aver dimostrato il risultato per quelle varieta M
che sono unione di n — 1 aperti a mutua intersezione stellata. Supponiamo che
M=U;U---UU, e che U;; N---NUy,, se non vuoto, sia stellato. Poniamo

U=U,, V=0UU---UU,,

e osserviamo che U, V e UNV sono di tipo finito e soddisfano 'ipotesi induttiva,
e che quindi H,(U), Hi(V) e H,(UNV) sono finito-dimensionali. Dalla succes-
sione di Mayer Vietoris segue che anche Hy (M) ¢ finito—dimensionale. Esempi

di varieta di tipo finito sono le varieta triangolabili compatte in cui si prendono
come aperti del ricoprimento le stelle dei vertici della triangolazione. La stella di
un vertice v & l'interno dell’unione di tutti i triangoli che hanno v come vertice:
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Stella(v) Stella(v) ~ Stella(w)

Figura 9

Un esempio di varieta che non & di tipo finito & R?\Z. In effetti, se R?\Z fosse di
tipo finito si avrebbe dim H*(R?\Z, R) < oo,mentre H!(R?\Z,R) =< ROR®. . .).

Siamo ora in grado di enunciare il teorema di de Rham.

Teorema 10.2 (di de Rham) Sia M una varieta di tipo finito allora
I+ HE(M,R) — Hig(M)

e un isomorfismo, ¥V'k > 0.

Dimostrazione. Si procede, come sopra, per induzione sul numero degli aperti
di un ricoprimento che rende M di tipo finito. Il caso n = 1 si riduce alla
Lemma di Poincaré, (8.2). Supponiamo il risultato vero per le varieta che sono
unione di n — 1 aperti a mutua intersezione stellata. Sia M = Uy U---UU, e
supponiamo che U;, N---NUj;, , se non vuoto, sia stellato. Scriviamo U = Uy,
V =UsU---UU,. Le ipotesi induttive valgono per U, Ve UNV. A questo
punto si conclude guardando il diagramma del lemma (10.1), usando I'induzione
e il Lemma dei cinque.

Q.E.D.

Esercizi

1. Dimostrare che il teorema di de Rham ¢ valido anche quando esiste un
ricoprimento finito con U;, N --- N U;, unione disgiunta di un numero finito di
aperti stellati.

2. Sia U un aperto stellato in R™ e X una varieta arbitraria, verificare che
HEL(U x X) ¢ isomorfo a HEL(X).

3. Usando l'applicazione antipodale verificare che HX.(P"(R)) = 0, per k # 0,
ad eccezione di quando n ¢ dispari, nel qual caso HJ,(P"(R)) = R.
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11 Orientazione e integrazione sulle varieta ori-
entate

Introduciamo innanzitutto il concetto di orientazione.

Definizione 11.1 Sia M wuna varieta differenziabile. Si dice che M é ori-
entabile se é possibile introdurre in M un atlante {(U,, pa)} tale che, in ©q(UsN
Ug), il determinante dello jacobiano Jos di pgpyt sia positivo. La varieta M
si dird orientata una volta che si é scelto su M un atlante massimale che go-
da della suddetta proprieta. Le carte di questo atlante si dicono positivamente
orientate.

Lemma 11.2 Una varieta n-dimensionale M ¢ orientabile se e solo se esiste
una forma differenziale w € E"(M) tale che w(p) #0, Vp € M.

Dim. Supponiamo M orientabile e sia {(Uq, o)} un atlante con det(Jng) > 0,
per ogni « e § tali che U,NUg # 0. Siano z1,...,x, coordiate in R™ e scriviamo
¥ = x; 0 p,. Sia {p,} una partizione dell’unita subordinata al ricoprimento
{U,}. Si definisca

,u:Zpadx?/vn/\dxg.

Per calcolare u(p) si supponga p € Ug. Allora

l’L|U,H = <Z Pa det(cLyﬁ)) dl’f VANRERAN dﬂ?g .
a

Poiché (pg det Jo5)(p) = 1, si ha che (3 po det Jup(p) > 0, e dunque u(p) # 0.
Viceversa data una p € E™(M) con pu(p) # 0, per ogni p € M, si costruisce un
atlante {(U, ¢, )} includendo in esso solo quelle carte per cui

o 0N,
F\ozg" " dao '

= foadzF A---  Adxy

n?

Scrivendo u localmente

cio equivale a dire che f, > 0. D’altro canto in U, NUg si ha f, = (det Jog)f3
e dunque det(J,g) > 0.
Q. E. D.

Definizione 11.3 Siano M e N due varieta orientate della stessa dimensione
n. Sia p (risp. v) una n-forma in M (risp. N) che definisce l'orientazione su
M (risp. N). Sia F: M — N una applicazione C* . Si dice che F conserva
Uorientazione se F*v = fu con f € E°(M) e ovunque positiva.
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Come abbiamo gia ricordato, se F' : A — F(A) = B ¢ un diffeomorfismo tra
due aperti di R” allora

/ fz/ |det (Jp)|f o F (11.1)
F(A) A

dove Jp e la matrice jacobiana di F. Ora data una n-forma w in R™ vi € un
unico modo di scriverla nella forma

w=fdxy N--- Ndzy,

fo= )

cosl, la formula (11.1) puo riscriversi

/ w:i/ F*w (11.2)
F(A) A

dove va preso il segno + se F' conserva l’orientazione e il segno — se la inverte.
Vogliamo ora introdurre la nozione di dominio regolare in una varieta orientata.

e, per definizione si pone

Si intende con cio un aperto connesso G C M avente la seguente proprieta. Per
ogni punto p € G esiste una carta locale (positivamente orientata)

0:U—plU)CR"
con p(p) =0 e con

GNU = YH(x1,...,2,) ER" |z, > 0}.

&> SN

Figura 10

In particolare gli omeomorfismi
¢ = plog : 0GNU — p(dGNU) C R*!

costituiscono un atlante per una struttura differenziabile su G che cosi diventa
una varietd (n — 1)-dimensionale. E anche chiaro che se ¢ ¢ un’altra carta di
M intorno a un punto p € 9D, del tipo sopra descritto, e se

w@_l(ml,xg, coyZp) = (Fr(x1, .o xn), o Fo(z, .o 2))
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allora F,,(z1,...,2,-1,0) = 0 e (0F,/0z,)(z1,...,2n-1,0) > 0. Ne segue che
la matrice jacobiana di 1! quando ristretta e x,, = 0 ha la forma

Dunque J’, che & lo jacobiano di ¥|aq(plac) ™!, ha determinante positivo, e
quindi atlante che definisce la struttura differenziale su G ne definisce anche
una orientazione. Ebbene, se n ¢ pari prenderemo questa come orientazione del
bordo OG, se invece n ¢ dispari, prenderemo 'orientazione opposta.

Naturalmente una varieta compatta € un dominio regolare con bordo vuoto.
Vogliamo ora definire I'integrale esteso a una regione regolare G C M, di una
n-forma w € E"(M) a supporto compatto. Definiremo n-simplesso regolare
orientato un diffeomorfismo orientato o tra un aperto U in R™ contenente
I'n-simplesso standard A,, e un aperto o(U) di M.

Figura 11

Dato un dominio regolare G C M considereremo tutti gli n-simplessi regolari
orientati o tali che o(A,) C G, oppure tali che o(A,) C G e 0(A,) NOG =
0Jn(Ap—_1). Per ogni simplesso del primo tipo prendiamo gli aperti U contenenti
nell’interno di o(A,,). Per ogni simplesso del secondo tipo prendiamo gli aperti
U del tipo o(V'), dove V' & un piccolo intorno di un punto della n-sima faccia
di A, che incontra il bordo di A, solo in quella faccia e tale che o(V) C
o(A)UM NG
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Figura 12

Sia ora w € £"(M) una n-forma a supporto compatto. Ricopriamo supp(w) NG
con un numero finito di aperti Uy, ..., U, del tipo sopra descritto, e poniamo
Up = M ~ suppwNG. Per costruzione gli aperti Uy,...,U sono associati
ad altrettanti simplessi regolari orientati o1,...,0,. Sia {p;} una partizione
dell’'unita relativa al ricoprimento {U;}. Definiamo

Lw:glfw. (113)

Dimostriamo che questa definizione non dipende dalle scelte fatte. Supponiamo
che Vp,V1,...,Vy sia un altro ricoprimento dello stesso tipo. Siano 7,...,7%
i relativi k-simplessi regolari orientati, e sia {)A;} una partizione dell’'unita
associato al ricoprimento {V;}. Si ha

h k

i/aiPMZi/m jil)\j piWZZZ/

Ajpiw .
i=1 =177

In modo simile si ottiene
k ho ok
S [ aw=33" [ npw
j=1"Ti i=1 =177

D’altro canto, essendo o; e 7; positivamente orientati, per la (11.2), si ha

[ row = [ atnew
O; A"

- /( )

i

[ @ty upe)
ATI,
= / T; ()‘]plw)

ATI,

Dunque la definizione (11.3) & ben posta. Possiamo ora dimostrare la seconda
versione del teorema di Stokes
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Teorema 11.4 (di Stokes, seconda versione)Sia M wuna varietd differenziale
orientata di dimensione n. Sia G C M una regione regolare. Sia w € E"~*(M)

a supporto compatto. Allora
/ dw = / w .
G oD

Dim. Siano pg, p1,...,pk , 01, -.,0k scelti come nella formula (11.3). Si osservi
che, per costruzione, pg = 0 in un intorno di suppw N G e dunque Zle pi=1
in un intorno di suppw N G. In un tale intorno si ha

k

dw = Z d(p;w).

i=1

Quindi
/de = zk:/Gd(piw) (11.4)
z:1
- > [ dto

Supponiamo ora che o; sia un simplesso tale che o;(A,,) C G, poiché supp(p;w) C

Int (0;(Ay)) si ottiene
/ piw=0". (11.5)
(90'1'

Supponiamo ora che o; sia del secondo tipo e che cioe 0;j,(A,) C OG. Si osservi
che, per come si & deciso di orientare G, se n € pari ;7j, conserva l'orientazione
mentre la inverte se n ¢ dispari. Dunque

/ piw = (—1)”/ piw = (—1)2”/ piw z/ piw -
do; Jnoi oG oG

Questa relazione la (11.4) e la (11.5) concludono la dimostrazione del teorema
di Stokes.

Corollario 11.5 . Sia M una varieta orientata compatta di dimensione n. Sia
w e EL(M). Allora
/ dw=0.
M
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Dim. M ¢ una regione regolare con bordo vuoto.

Esercizi

1. Sia M una varieta orientata compatta di dimensione n. Dimostrare che
Hip(M) # 0.

2. Sia w la n-forma

n+1
Z(fl)iflxidzl VARERIVAN dSCi_l AN diIZ’i_i_l BRI dzn+1
i=1

definita su S™. Verificare che w ¢ chiusa, ma non esatta.
)

3. Dimostrare che se una varieta M contiene un aperto non orientabile, allora
la varieta non e orientabile.

4. Dimostrare che P2(R) non & orientabile.
5. Dimostrare che P"(R) ¢ orientabile <= n ¢ dispari.

6. Sia X C R™ una ipersuperficie definita da F(z1,...,z,) = 0; dimostrare che
X ¢ orientabile.

7. Dimostrare che il toro n—dimensionale T,, ¢ orientabile

12 Fibrati vettoriali

La nozione di fibrato vettoriale formalizza € I'idea di uno spazio vettoriale k-
dimensionale che variando in modo C'* al variare di un punto su di una varieta
n-dimensionale descrive una varietd (n + k)-dimensionale (si pensi per esempio
all’insieme dei piani tangenti a una sfera n-dimensionale: in questo caso k = n).
Su questi spazi vettoriali variabili si eseguono tutte le costruzioni dell’algebra
multilineare. La definizione formale ¢ la seguente:

Definizione 12.1 Sia M una varieta differenziale di dimensione n. Un fibrato
vettoriale reale (risp. complesso) di rango k su M ¢& il dato di una applicazione
COO

m:E—M

dove E é una varieta (n + k)-dimensionale tale che:

1. per ogni punto p € M la preimmagine E, = m~'(p), detta fibra di E in p,
¢ uno spazio vettoriale k-dimensionale reale (risp. complesso),
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2. ogni punto p € M possiede un intorno U su cui il fibrato si banalizza, il
che vuol dire che esiste un diffeomorfismo

¢: By:=711'U) — UxRF
(risp. £: By — UxCF)

tale che, per ogni ¢ € U, la restrizione § di & alla fibra E; ha come
immagine {q} x R¥ e stabilisce isomorfismo lineare

& E,— {q} xRF

Infine, dati su M due fibrati lineari @ : E — M e~y : F — M un
omomorfismo tra i due é un diagramma commutativo di applicazioni C'*°

E - . F
N A
M
tale che, per ogni p € M 'applicazione indotta
fo=flg, Ep—Fp

e un omomorfismo lineare.

Un fibrato di rango 1, si dice anche un fibrato lineare.

Si puo liberare la definizione appena data dalla scelta dell’insieme di aperti U
su cui il fibrato si banalizza decidendo di considerarne sempre uno massimale,
ma non ci dilungheremo su questo punto.

L’ esempio piu semplice di fibrato vettoriale & quello del fibrato banale che si ot-
tiene considerando il prodotto M x V di una varieta M e di uno spazio vettoriale
V' ed equipaggiando questo prodotto con la proiezione naturale 7 : M xV — V.

Vogliamo descrivere un procedimento per costruire i fibrati vettoriali. Ci lim-
iteremo a discutere il caso dei fibrati reali ma considerazioni del tutto analoghe
si possono fare per quelli complessi.

Sia dunque 7 : M — V un fibrato vettoriale reale di rango k. Per definizione
possiamo trovare un ricoprimento aperto U = {Uy taca di M su cui E si ba-
nalizza. Possiamo anche assumere che gli aperti U, siano domini di altrettante
carte locali per M, anche se cio non e strettamente necessario. Denotiamo con

€o: Ely, — Uy x R*

I'isomorfismo di banalizzazione. Se U, N Ug € non vuoto, possiamo considerare
la composizione

€als' 1 UaNU x R* — Uy NUg x RE,
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Per definizione di fibrato vettoriale questa ¢ una applicazione C'*° che per ogni
x in U, N Ug fornisce un isomorfismo lineare

Eaby'  {z} xRF - {z} xR
(SC,U) = ('75’ gaﬁ(x)v)7

le gop(x) essendo matrici invertibili k x k che variano in modo C*con z €
U, NUgs. Le gap possono essere riguardate come applicazioni C'*:

Jap: UsNUg — GL(Ek, R). (12.1)

Queste applicazioni prendono il nome di matrici di transizione di E rispetto a
U. Poiche in U, NUg N U,

gozgg_lgﬁffjl =¢&a ;17

si ottiene, per le gog, la cosl detta relazione di cociclo

9aBIBy = Gar - (12.2)

Faremo ora vedere che un qualsiasi fibrato vettoriale puo costruirsi a partire da
matrici di transizione soggette alla relazione di cociclo. Si ha la seguente

Proposizione 12.2 Sia M wuna varietd n-dimensionale, sia U = {U,} un
ricoprimento aperto di M costituito da carte locali. Sia data una collezione
g ={gap} di applicazioni C>

Jop: UsNUg — GL(Ek, R),
tali che in Uy, NUg N U,

9ap9py = Gay  Gaa = Id

allora esiste un fibrato vettoriale E(g) di rango k su M avente le go3 come
matrici di transizione relative a U. Ogni fibrato vettoriale su M é isomorfo
a un fibrato vettoriale del tipo E(g), e due fibrati vettoriali E(g) e E(h) sono
isomorfi se e solo se esiste una collezione {fo} di applicazioni C*°

foa: Uy — GL(k, R),
tali che, in U, NUpg
hoz,@ = f;lfﬁgaﬁ .

Dim. Poniamo ( k)
(U, x R
Blg) = ==

La relazione di equivalenza ~ & definita nel modo seguente. Dati (p,v), €
U, x R¥ allora (q,w)s € Ug x RF

~
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(P,v)a ~ (w)p <= P=q, v=gap(P)w.

La transitivita di questa relazione & assicurata dalla proprieta di cociclo di g.
Nel seguito, per brevita, ometteremo il sottoscritto a nel denotare un elemento
(p,v)a € U, x RF . Equipaggiamo E(g) con la topologia quoziente e introdu-
ciamo una struttura differenziale nel modo seguente. Innanzitutto, per sempli-
ficare le notazioni identifichiamo la carta U, di M con il suo codominio in R"™.
Denotiamo poi con

Xa : Ua x R¥ = E(g)

la proiezione naturale, che per le definizioni, risulta essere iniettiva. Posto V,, =
Xa(Us x R¥) si definiscono per E(g) carte locali

&a ::X;1 .V, — U, x R,

Che esse definiscano una struttura differenziabile su E(g) ¢ ovvio dal momento
che in V, NV3

gagﬁ_l(paw) = fozXﬂ(p’w)
= &aXa(p, gap(p)w)
(P, gap(P)w)

e le go sono C* . La proiezione
m: E(g) - M
¢ definita ponendo

T(Xa(p,v)) = p-

Che la definizione sia ben posta e che m sia C°¢é un semplice esercizio. La
struttura di spazio vettoriale sulle fibre E(g), di 7 & definita come segue.

Xa(Psv) + Xa(p,v) = Xa(p,v +0).

La definizione ¢ ben posta perche

Xa (v +0") = x5(P; gsa (p) (v +0")) = X5(D, 95a (P)V + gsa(p)V')

A questo punto ¢ chiaro le £, sono banalizzazioni locali per E(g) e che E(g) ¢
un fibrato vettoriale di rango k su M avente le g.3 come matrici di transizione
relative a U.

Che ogni fibrato vettoriale sia isomorfo a uno della forma E(g) lo abbiamo
esenzialmente dimostrato prima di enunciare la Proposizione.

Per quello che riguarda 1’ultima parte dell’enunciato, osserviamo che un isomor-
fismo F tra F(g) e E(h) & completamente determinato dalle restrizioni

Fo i E(@)lo, — EM)v,



60 Capitolo 6. 1I calcolo sulle varieta differenziali

Usando le banalizzazioni possiamo scrivere

Fa(pvv) = (pa foz(p)v)

dunque le f,(p) sono matrici invertibili k& x k che variano in modo C'*° con p. 11
fatto che esse definiscano un isomorfismo globale F' si traduce nelle condizioni
di compatibilita

fa(P)9as(p) = has(p)fs(p)

La Proposizione ¢ dunque dimostrata.

Corollario 12.3 Sia M una varieta differenziale e U = {U;} un ricoprimento
aperto di M. Siano dati fibrati vettoriali 7 : E; — U; ed isomorfismi

tali che
AkiNji = Aki * Bilu,nu;nue — Erluinu;nu, - (12.3)

Allora esiste un fibrato vettoriale m E — M e degli isomorfismi

TZ‘ZE

v, — B

tali che

7 = NuTi ¢+ Elu,nu; — Ejluinu,

Dim. Si pud supporre che E; = E(g%) per un qualche cociclo g* = {ga,s,} rela-
tivo a un ricoprimento U; = {U,, }a,ea; di U;. Consideriamo le banalizzazioni

& : Eilu,, = Ua, x R,

Definiamo g,,3, ponendo

& Akl (0,0) = (0, 95,0, (D))

dove si pone per convenzione A; = 1 Le condizioni (12.3) ci dicono che se
A = U;A; allora
9 = {9ap}a,pea (12.4)

¢ un cociclo ed ¢ semplice verificare che E = E(g) ¢ il fibrato cercato. Q.E.D.

Diamo ora alcuni esempi notevoli di fibrati vettoriali . Per ogni varieta dif-
ferenziabile M di dimensione n, definiamo il fibrato tangente nel modo seguente.
Si pone

T(M) = | J Tp(M) (12.5)
peEM

e si definisce la proiezione
m:T(M)—> M
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ponendo 7w(v) =p se v € T,(M). Dotiamo ora I'insieme T'(M) di una struttura
di fibrato vettoriale. Sia U = {U,, ¢ }aca un ricoprimento di carte locali di M,
definiamo

he : 7 ‘U, — U, x R?
nel modo seguente. Sia

n

0 -
i=1

si pone allora

ha(D) = (p, f1(P), - -, fu(P)) (12.6)
Questo e ovviamente un diffeomorfismo e le matrici di transizione sono definite
dalla matrice jacobiana, vedi (3.17).

Le operazioni sugli spazi vettoriali inducono operazioni sui fibrati vettoriali.
Per ogni fibrato vettoriale w : E — M, possiamo considerare il fibrato duale
7% E* — M con fibra E} ~ E7, in cui le matrici di transizione sono date da

‘s (12.7)

In modo simile se p : F — M ¢& un altro fibrato con matrici di transizione
ha,s, possiamo definire il fibrato somma diretta 0 : E @& F' — M con matrici di

transizione
gap 0
0 hap /)’

Il fibrato prodotto tensoriale E @ F' — M ha come matrici di transizione le
matrici go,8 ® hq,g. 1l fibrato A®*E ha come matrici di transizione le matrici
A®go, 3. Nel caso in cui s = n, il fibrato che si ottiene ¢ chiamato fibrato
determinante del fibrato E.

Ponendo E = T'(M), possiamo costruire il fibrato cotangente
(M) = | T,(M)* (12.8)
pEM

e i fibrati potenze esterne A*T(M) e A*T*(M), le cui fibre sono le potenze
esterne degli spazi vettoriali T,,(M) e T,y (M) rispettivamente.

Sia 7 : E — M un fibrato vettoriale e sia U C M un aperto, una sezione
differenziabile del fibrato su U ¢ un’ applicazione C'*°

s:U—n'U):=Ely (12.9)

tale che s = idy. L’ insieme T'(U, E) delle sezioni & in modo naturale un
EY(U) modulo. Si considerino della banalizzazioni locali £, come in (12). Sia
s € I'(M, E) una sezione. Poniamo

a0 5(p) = (P, 5a(P))
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Allora s, € £%(U,) e
Sa =gapsg in U,NUg

Molti tra gli oggetti studiati fino ad ora sono sezioni di fibrati vettoriali. I campi
vettoriali sono sezioni del fibrato tangente:

V(M) =X € T(M,TM).

Le k-forme differenziali sono sezioni della k-sima potenza esterna del fibrato
cotangente:
EF(M) =T (M, A*T* M)

Osserviamo infine che, nel caso complesso, si possono considerare anche
fibrati olomorfi, intendendo con cido che E e M sono varietd complesse che
7w : E — M & analitica e che le banalizzazioni

£:Ey:=7n Y(U)—UxCF

sono isomorfismi analitici. In questo caso le matrici di transizione sono olomorfe
e dunque si possono considerate le sezioni olomorfe del fibrato. Ovviamente per
ogni varieta complessa M, si possono considerare i fibrati tangente e cotangente
olomorfi.

Un altro esempio & quello del fibrato tautologico. Sia U(s,n) 'unione disgiun-
ta dei piani di dimensione s in R"”, esiste una proiezione naturale sulla varieta
grassmanniana

m:U(s,n) — G(s,n) (12.10)

che ad ogni punto del s—piano associa I’ s—piano. Diamo una struttura di
fibrato vettoriale usando le coordinate della varieta grassmanniana per definire
le matrici di transizione. Per semplificare i calcoli consideriamo il caso s = 1,
cioe G(1,n) = P*~L. Vogliamo vedere che

7:U(1,n) — P! (12.11)
¢ un fibrato di rango 1 o, come si e soliti dire, lineare. Per i =0,...,n — 1, sia
U, = {[ro,...,2n_1] € P tali che x; # 0},

allora
' U) = J[{ti(zo, - mimr, Laig, .. ano1) €R™, t; €R} (12.12)

Poniamo
hi:m Y U;) = U xR (12.13)

definito da

ti(zo, .-, Tic1, L, Tig1s oo, Tn—1) — ([To, -, i1, L Tig1, - - o, Tn—1), bi)-
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Questi sono diffeomorfismi e le matrici di transizione sono
gij :ti/tj :l‘z/.fj (1214)

sono applicazioni di
UiNU; - GL(1,R) R\ 0.

Esercizi

1. Sia w : E — M un fibrato vettoriale, verificare che dare una sezione s €
['(M, E), equivale a dare una collezione di funzioni C*° s,, definite sugli aperti
dove il fibrato banalizza che hanno le seguenti proprieta: s, = idU,, sq =
Ja,553 in Uy NUB.

2. Sia m : U(1,2) — PYC) il fibrato tautologico, verificare che U(1,2) ¢

analiticamente isomorfo allo scoppiamento di C? nell’origine.

3. Sia L* — PY(C) il fibrato olomorfo le cui matrici di transizione sono la
potenza k-ma delle matrici di transizione del fibrato tautologico. Verificare che
le sezioni olomorfe di I'(P*(C), L*) esistono += k <0

4. Dimostrare che per ogni varietd M, il fibrato tangente T'(M) & sempre una
varieta orientabile.

5. Sia m: L — M un fibrato lineare reale, verificare che L ¢ banale se e solo se
esiste una sezione s : M — L mai nulla.



