Capitolo 9

Superfici riemanniane

Sia S una superficie differenziabile, U C S un aperto e V(U) i campi
vettoriali definiti in U.

Ogni spazio tangente T,(S) puo essere equipaggiato di una metrica eu-
clidea e studiato da questo punto di vista. L’idea della geometria riemanni-
ana e di globalizzare tale metrica a tutta la superficie S e studiare in “modo
euclideo” i campi vettoriali.

La metrica Riemanniana ci permette di “misurare”. Misureremo vet-
tori tangenti, campi vettoriali, forme differenziali. Combinando la teoria
dell’integrazione con la metrica possiamo misurare aree e lunghezze S e lo
scarto tra S e il piano euclideo.

Misureremo, cioe, la curvatura di S ed individueremo in essa 1’ostruzione
a rendere “piatta” una superficie.

La nostra trattazione si suddividera naturalmente in due parti, una di
carattere tangente che sara affrontata in questo capitolo e ’altra di carattere
“cotangente” che sara trattata in seguito.

1 Curvatura gaussiana

In questa prima sezione studieremo la forma di una superficie. Cominciamo
ora a studiare proprieta metriche intrinseche di una superficie differenziabile
S, senza considerarla immersa in R™. In seguito vedremo come nel caso di
superfici immerse in R? ritroveremo fatti gia noti.

DEFINIZIONE (1.1). Una superficie differenziale S si dice riemanniana se per
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ogni p € S lo spazio tangente T,(S) é equipaggiato di un prodotto scalare
(,)p tale che presi comunque due campi vettoriali V., W appartenenti a V(.S)
la funzione p — (V(p), W(p)), ¢ C*°.

Tradotto in coordinate locali, sia (U, ¢) una carta locale, sia ai , 82 una
base dello £°(U) modulo V(U), posto
0 0
iJ ij — Yji .7>:172 1.1
(9 a:cj> 9ij » 95 = Gji BJ (1.1)
abbiamo la seguente forma bilineare e simmetrica definita su V(U)
2
d82 = Z gl]dﬂjz & d.’l?j
ij=1
cosicché dati
0 0 9, 0
V=a1-— W=b— +b=— € VU
al(? 1 +a28:c2 Yo i 29, ©)
si ha
(V, W)y = ds*(V, W) Z gija:b; (1.2)

3,j=1

La notazione ds? proviene dal fatto che assegnata una curva v : [ — S si
definisce la lunghezza di v ponendo

I(7) = / (1), (£) 2 dt = / ds(+' )

Esempio. Nel caso di superfici S C R3 abbiamo che il prodotto scalare non ¢
altro che la restrizione dell’abituale prodotto scalare di R? ristretto a 7,(95)
egu=F, gu=F, gn=0G.

Osservazione. Su ogni superficie differenziabile S puo essere introdotta una
metrica riemanniana.
Sia infatti {U,, ¢} un ricoprimento di S con carte locali introduciamo in
U, la metrica riemanniana indotta dall’identificazione di U, con un aperto
di R?, i.e.
ds? = dr$ @ dx§ + da§ @ dx (1.3)
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(ovvero g;; = d;5).

Sia ora A, una partizione dell'unita subordinata al ricoprimento {U,}.
Ora \,s2 come forma ¢ definita su V(S) x V(S), posto

ds® = " Nads], (1.4)
abbiamo una metrica riemanniana su S.
Sia ora (U, ¢) una carta locale di S, partendo dalla base 8%1, 8%2 si puo

costruire, tramite Gram—Schmidt, una base ortonormale e; e e di V(U). La
metrica induce un riferimento ortonormale wy, wy di EY(U) definito da

wi(p) = (ei,)p VYpelU.

Sia w], wj un riferimento ortonormale in un’altra carta locale (U’, ¢') allora

in U NU’ abbiamo che
w1 Awy = Fwi A wy (1.5)

Supporremo, d’ora in poi, che la superficie riemanniana S sia orientata da
una 2-forma p € £€(S) cf. Cap. 5§ 11.

Dato un riferimento ortonormale ey, e5 di V(U) ed il suo duale wy, wy si
dira che e positivamente orientato se

wi Awy = fu con f(p)>0VpeU (1.6)

Dalla (5) si ricava che dato un ricoprimento {U,} di S con carte locali e scelti
su di esse dei riferimenti ortonormali positivamente orientati w ,ws§ resta
definita una 2-forma mai nulla

{wi ANws'} (1.7)

che ha un significato riemanniano intrinseco. Questo prende il nome di ele-
mento di area e si designa con il simbolo dA.

Esempio. Nel caso delle superfici S C R? abbiamo che

0 1 0 0
_ E—1/2_ - - E1/2_ . FE—1/2_ 1.
“ ou’ T JEG-F? ( v du (18)

Da cui si ottiene

wy = EYV?du+ FE' ?dv , wy, =VEG — F2E~%du .
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Quindi
w1 Aws = VEG — F2du N\ dv (1.9)

che ¢ il classico elemento di area.

Data una superficie riemanniana orientata definiamo 'operatore di “ro-

tazione di g”

x: ENS) — EYS)
dove, per ogni riferimento locale positivamente orientato e;, e, si pone,
X W] =Wy, *Wy=—Ww.
Pitu in generale definiamo
*: EP(S) — E¥7P(S) (1.10)
ponendo per p =0 %1 =w; Awy per p =2 xw; Awy = 1. Cosicché
sk = (—1)P .

Infine, per abuso di notazione, data una funzione f € £°(S) scriveremo

/Sf
/S*f:/sfdA.

Passiamo ora a definire la curvatura gaussiana. Sia (U, ¢) una carta locale
e1, €z, Wy, Wy COMeE SOpra.

intendendo

LEMMA (1.12). wq, we individuano univocamente due 1-forme wis € wyy €
EY(U) tali che

dwl = Wig N\ Wy
= - . 1.11
{ du)2 = W1 A w1 Wiz wa1 ( )

Dimostrazione. Scriviamo dw; = awq A wy € dws = bwy A wsy. Cio implica che
W19 = awq + bwg.

La forma wis dipende chiaramente dal riferimento. Si puo invece di-
mostrare che dwy € indipendente dal riferimento. Quindi questa forma avra
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un significato intrinseco. Una volta ottenuta questa informazione e ricor-

dando che I'elemento di area e intrinseco si puo concludere che la funzione
k € E°(S) definita da
dwlg = —kdA (112)

ha significato intrinseco.

DEFINIZIONE (1.15). 1I valore k(p) di k in un punto p € S si chiama
curvatura gaussiana di S in p.

TEOREMA (1.16). dwis é intrinseca, i.e. non dipende dalla speciale base
ortonormale.

Dimostrazione. Sia fi, fo un altro riferimento ortonormale positivamente
orientato in U e sia &, & il suo duale. Allora si ha

d&; = &ij N&; iFj, 1=12.

Inoltre

w1 = cos Y& — sin Y&y
wo = sin p&; + cos P&

con ¢ in EY(U).
Da cui

dwy = —sinpdp A& + cospdy — cos pdp N & — sinpd&y =
= (&2 — dp) A (sin &y + cos pba) = (§12 — dip) Awy

in modo simile si ottiene
dwy = —(&12 — do) ANwy .
Quindi per 'unicita di wis = —wq; abbiamo che
wig = &2 —dyp , dacul dwip =d&ra -
Richiamiamo la seguente

DEFINIZIONE (1.17) Siano S e S’ due superfici riemanniane un’applicazione
differenziabile F' : S — S si dice un’isometria locale seVp € S ev, w € T,(5)

(Flev, F*W>F(:D) = (v, w), . (1.13)
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Si dice che F' & un’isometria se ' & anche un diffeomorfismo.

Finora abbiamo implicitamente visto che la lunghezza d’area, ’elemento
d’area e la curvatura gaussiana k sono invarianti isometrici.

Nel caso di una superficie riemanniana compatta S prenderemo in con-
siderazione un altro invariante isometrico e cioe la curvatura totale

/de.
s

Il contenuto del teorema di Gauss—Bonnet ¢ che la curvatura totale ¢ un
invariante topologico. Infatti si dimostra che

/de =2mx(9) .
S

Qui x(5) denota la caratteristica di Eulero-Poincaré della superficie (cf. Cap.
782).

Esercizi

1. Sia S una superficie riemanniana orientata con una metrica conforme, cioe
definita localmente da

ds® = X*(u,v)(du® + dv?), X >0.

Verificare che I'elemento d’area ¢ dato da A%(u, v)du A dv.
Indichiamo con A I'operatore
1,0 0

(g0 T 50)

Verificare che si ha la seguente espressione per la curvatura gaussiana
k= —AlogA.

2. Un potenziale per una metrica conforme e una funzione P tale che AP = 1.
Verificare che il potenziale non dipende dalle particolari coordinate locali

3. SiaHl = {z =z + 4y € Cly > 0}. con metrica iperbolica yl—g(dx2 + dy?).
Calcolare la curvatura gaussiana e un potenziale per la metrica iperbolica
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4. Calcolare la curvatura gaussiana e un potenziale per la metrica iperbolica
(14_d|z;|l§)2 del disco unitario D. Verificare che I’applicazione F' : H — D definita

da F(z) = £ & un isometria.
z+1

5. Sia G : H — D \ {0} definita da G(z) = €%, verificare che G ¢ un

. . . . 4dzdz
rivestimento e induce la metrica 7=y su D\ {0}.

6. Calcolare la curvatura gaussiana della sfera S? dotata della metrica (f_‘ﬁgﬁ) .

2 Lo spazio euclideo E® e le equazioni strut-
turali di Cartan

Nello spazio euclideo E? un riferimento ortonormale di V(E?) ¢ costituito

da A . Ricordiamo che una delle operazioni fondamentali ¢ quella
8x1 Ox2 Bz

della derivata covariante di un campo vettoriale. Dato un vettore v € T,(E?),

V=)0 a‘z e un campo vettoriale W = ZZ Wi a si definisce

VI = L VP 0) = W(P)

t—0 t

€ T, (E)

chiaramente

VW =) w(W; 5’x (2.1)

Nel caso in cui si vogliano usare la curva «(t) adattata al vettore v, si ha

p

VW = — Wi(a(t))

Pit in generale si definisce la connessione
V :V(E?) x V(E?) — V(E?)

ponendo

(9
8:17,

VW =Y V(W

dove V =>"V, lax
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Si verificano per V le seguenti proprieta

Vw(av + bV’) = CLVW(V) + bVW(V/)
VaW-i—bW’(V) = aVW(V) + va/(V)
Vfw(V) = fVwV a,beR.
Vw(fV) = WAV + fY%V = df(W)V + fVwV . f e EED)
WV, V") = (Vo V, V) + (V, Vg V)
(2.2)

Osservazione. Se (V, V') = cost abbiamo che
(VwV, V) = =V, Vi V') . (2.3)

La connessione euclidea verifica un’altra importante proprieta.
Dati due campi vettoriali V, W € V(E?) definiamo il campo vettoriale
[V, W] ponendo V f € E°(E?)

V., WI(f) =VIW(f) =WV (f)) . (24)
Si verifica facilmente che
[V, W] =VyW —=VyV .

Si usa esprimere questa proprieta dicendo che la connessione euclidea ¢ priva
di torsione (infatti in generale si definisce Tor (V,W) = VW — ViV —
[V, W]).

Supponiamo ora di avere un altro riferimento ortonormale e, ey, e3 €

V(E?). Si ha
0
=) Gij g~ a;; € E°(E°) .

La matrice ortogonale A = (a;;) si chiama matrice di comportamento di
{e;}, in quanto indica, in ogni punto, di quanto il riferimento mobile {e;} sia
ruotato rispetto al riferimento standard.

Per rendere piu intrinseco lo studio del riferimento mobile {e;} vogliamo
misurare di quanto in ogni punto ruoti rispetto a se stesso. Questa infor-
mazione e fornita dalla matrice di connessione. Questa € una matrice i cui
coefficienti sono 1-forme cosi definite.

Per V € V(E?) sia

V\/ei == Zwij(\/)ej (25)
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con

wii(V) = (Ve ;) .

Lo strumento fondamentale nello studio della geometria di E? sono le cosid-
dette equazioni strutturali di Cartan.

TEOREMA (2.6). Sia ey, es, ez un riferimento ortonormale di V(E?) e wy,
wy, ws il riferimento duale.
Sia Q = (w;;) la matrice di connessione, allora:

3
(a) dwi = Zwij A (,Uj wij = —wﬁ
j=1
3
(b) dwij = Zwik/\wkj . (26)
k=1

Dimostrazione. 11 fatto che w;; = —wj; segue da (??) e (?7). Sia A = (a;5)
la matrice di comportamento di {e;}, “A™! = A. Usando notazioni matriciali
poniamo

9
e w1 P Bz dr
e= 1| ey w=| wy — = ai dr = | dxo
ox 2
€3 w3 0 dl‘3
Ox3
e dA = (daw)
Sihae=AZ e quindiw = 'A~'dz = Adz. Inoltre
wij(V) = (Vye;ej) = (VyXa; 9 Ya; i> =
J - Ve, G — \%4 zkaxky ]kal’k —
3 P P 3 3
= Z(V(azk)a—xk, ajka_l‘k> = Z V(aik)ajk = Zdaik(V)ajk .
k=1 k=1 k=1
Quindi
3
Wiy = Z daikajk (2-7)
k=1
e percio

QO =dA'A=dAA" .
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Si ha
dw=dANdr =dAA "N Ade = Q Aw

dQ = —dAN 'dA=—dAAT'ANAdA=—-QAN IQ=QAQ.

Considereremo ora superfici immerse in R? con la metrica riemanniana
indotta da E3.

Il nostro obiettivo ¢ di dimostrare che la nozione di curvatura gaussiana
data nel paragrafo 1 coincide con quella abitualmente usata per questo tipo di
superfici, cioe la curvatura gaussiana vista come determinante dell’operatore
forma o anche operatore di Weingarten.

Sia ey, ey, ez un riferimento ortonormale mobile di V(E?*) a cui imponiamo
le seguenti condizioni

€3 = N

dove N e il versore normale alla superficie e chiaramente e;, e; formano un
riferimento normale locale V(U), U C S (U, ) carta locale. Sia wy, w, ws il
riferimento duale di ey, es, es.

Dalle equazioni strutturali (2.7) estraiamo le seguenti

dw; = wia A wa + w1z A ws
ij = —Wji 2.
{dw2:w21/\w1+w23/\w3 Wij wj (2.8)
dwiz = wiz A wso (I'equazione di Gauss) . (2.9)

Restringiamo ora le forme w;, w;; € E'(E?) a U. Otteniamo delle forme che
denoteremo con gli stessi simboli in £'(U). Chiaramente ws = 0 in U.
Possiamo quindi concludere dicendo che

dwl = W12 VAN Wa
= — 2.1
{ dwg = W21 A w1 Wiz wa1 ( 0)

dwlg = W13 N w32 . (211)

Ora le equazioni (?7) non sono altro le (?77). Possiamo quindi concludere
dicendo che
dwlg = w13 AN w3g = —kw1 AN

Cio ci permette di estrinsecare (calcolare) la curvatura gaussiana. Infatti,
essendo
wig = wiz(er)wr + wiz(ez)ws
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abbiamo che

k(p) = det (“’13(61) “23(61)> (b) = det(—V,N)

wiz(e2) was(e2)
dove —V,(N) & l'operatore forma e V,(N) ¢ il differenziale dell’applicazione
N:S—5?

che ad ogni punto = della superficie associa il suo versore normale.

Esercizi

1. Verificare le proprieta (77).

3 Il teorema di Gauss-Bonnet

In questa sezione considereremo superfici riemanniane S non necessariamente
immerse.

Comunque terremo sempre presente I’esempio delle superfici immerse in
E3.

Cosi come nel caso di E3 vogliamo dimostrare che esistono connessioni su
una superficie riemanniana S. Intendiamo con cio un operatore

vV V(S) x V(S) — V(S)

che soddisfi le proprieta (??) della connessione VE.

Ritorniamo per un attimo al caso di una superficie S C E3. Siano V e W
campi vettoriali su S. E chiaro che in generale VE'W ¢ V(S), ma il versore
N individua un campo vettoriale di E* normale a S, quindi

VW = VEW — (VEW, N)N (3.1)

¢ in V(9).
Una facile verifica mostra che V cosi definita soddisfa tutte le proprieta
(??) delle connessioni. Questo e la discussione fatta nel paragrafo precedente
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ci suggerisce un modo per definire una connessione su una qualsiasi superficie
riemanniana.

DEFINIZIONE (3.2). Sia S una superficie riemanniana, sia ey, es un riferi-
mento ortonormale in una carta locale. Sia wq, wo il suo duale e sia wiy la
1-forma che soddisfa I’equazione

dw1 = W12 A w2

d(.UQ = —W12 N w1 -

Allora si definisce su S una connessione ponendo

VV61 == wlg(V) €9 (32)
VV€2 = —wlg(V) €1 (33)
Vy(fier + faea) = (dfi — fowi2)(V)er + (dfa + fiwia)(V)es . (3.4)

Che V soddisfi le proprieta (2.2) ¢ di immediata verifica. Bisogna verifi-
care che e ben definita. Sia come nel § 1 f;, fo un’altra base ortonormale e
V' un altro operatore t.c.

Vii=&afe, Via=-lafi. (3.5)
Dobbiamo verificare che
V'(f;) =Vfi 1=1,2.

Dimostriamolo per ¢ = 1. Sappiamo che & = cos pe; + sin ges, allora per
la (3.4) abbiamo che

V f1 = (dcos ¢ — sin pwia)e; + (dsin ¢ + cos pwis)es .
D’altro canto

Vfi = (dcosg + sinpdp — sin p&z)e; + dsin p — cos pdp +
cos p(&12)ea = —sin p&iaeq + cos P€iaes = E1afo = V' f1 .

Introduciamo ora il concetto di geodetica.
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DEFINIZIONE (3.7). Sia S una superficie riemanniana con connessione V,
siay: I — S una curva in S. Si dice che v é una geodetica se

Vy(tw/(t) =0. (3.6)

Questa definizione poggia ’accento su una delle proprieta caratteristiche
delle geodetiche, quella cioe di essere, su S, le curve piu “dirette”. L’altra
proprieta ¢ quella di essere le curve piu corte.

Nel caso delle superfici di R? questa proprieta si traduce nel fatto che
I’accelerazione € normale ad S, infatti possiamo scrivere

' = VE Y = Vv + (VEY, N)N = (VE Y/, N)N .

Inoltre ¢ chiaro che se v ¢ una geodetica allora la sua velocita ¢ costante,
infatti

d 112
— =2(v",7)=0.
o 1V = 2077
Vogliamo ora definire la curvatura geodetica di una curva o : I — S.

DEFINIZIONE (3.9). Se « : I — S & un arco di curva su una superficie
riemanniana orientata S. Si ponga Ta = ﬁ, la curvatura geodetica ky(a)
di « € la lunghezza di V,T,:

kg(@) = V5, To| - (3.7)

Particolarmente interessante ¢ il caso ||o/|| = costante. In questo caso
si ha che a € una geodetica se e solo se ky(a) = 0. Quindi si puo dire che
la curvatura geodetica di o “misura” la curvatura della curva che si ottiene
proiettando «a sul piano tangente.

LEMMA (3.5). Sia a : I — S una curva tale che ||/|| = 1, sia e, es un
riferimento ortonormale locale e wys la relativa 1-forma. Sia o/ = cos pe; +

sin ey, allora

ky(a) = Z—f + wia(d) . (3.8)

Dimostrazione.

Vo' = V(cospe; + sinpey) = (— sin pdp + sin pway )e;
+  (coswia + cos pdyp)es = sin p(—dp — wiz)er + cos e(dp + wia)es .
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Quindi

ky(a) = ||Vud|| = \/(sin ©? + cos p?)(dp(a’) + wia(a')? = J +wia(a’) .

COROLLARIO (3.6). Sia 3 : I — S una curva. Siano ey, ey wiy come
nell’enunciato del lemma, allora

/ﬁkgdt = (1) — ¢(0) + /ﬁwu :

Dimostrazione. 1l risultato e indipendente dalla parametrizzazione di 3 se
si intende, cosi come ¢ giusto intendere, (1) = ¢(3(1)) e ¢(0) = ¢(B(0)),
quindi si puo assumere che [|#’|| = 1 e il corollario segue dal lemma prece-
dente.

Premettiamo ora alcune definizioni ed alcune osservazioni alla dimostrazione
del teorema di Gauss—Bonnet.

Siano aq, ag : I — S due curve tali che a;(1) = ay(0) = p. Possiamo
allora definire I’angolo esterno tra a; e as in p come ’angolo ¢ tale che

(@1(1), a5(0))
lea (D[ laz(0)]

(a) cose =

(b) 0<e<m sedaj(l), ay(0) & positivamente orientato

—m<e<0 sedaj(l), ay(0) & negativamente orientato.

Sia ora ¢ : Ay — S un 2-simplesso ottenuto per restrizione a Ay di un
diffeomorfismo o : U — o(U) C S, definito su un intorno aperto U di A,.



3. 1l teorema di Gauss-Bonnet 15

Siaao=—00j3, 3=007,7=00 .

g1 I'angolo esterno tra v e «

g9 I’angolo esterno tra a e —f3

e3 I’angolo esterno tra —f3 e 7.

Sia e =

Poniamo

Quindi

CcoS €y

COS €9

COS €3

=

1
7ol

aﬁ e sia es tale che eq, ey sia un riferimento ortonormale.

!

Q

= COS Pue1 + sin p,eo

@ R

/
il

‘Il
/

(7] = Cosppger +sin wg(es) (3.9)

QLR

=e€1 .

(e1,c08 @a(0)er +sin@a(0)e2)p, (0)=p, 1) = €05 9a(0) = €1 = ©a(0)
(cospa(l)er +sinpq(1)ea, —coswa(l)er —sinpa(1)ea) s 1)=pa(1) =
(cos pal1)er +5it pal)ea, — cos(—ga(L)ex +sin(—p3(1)eagrs
cos pa (1) cos(—pp(1)) + sin@a(1) sin(—ps(1)) = cos(m — pa(l) + @5
e2 =7 — ¢a(1) + (1)

(—cosg(0)e; —sinpg(0)eq, e1) = cos(m — ¢3(0))

g3 =1 — pg(0) .

Il seguente lemma ¢ il nucleo centrale del Teorema di Gauss-Bonnet. Esso ¢
una combinazione del corollario precedente e del Teorema di Stokes.

LEMMA (3.7). Sia o : Ay — S un simplesso ottenuto per restrizione di un
diffeomorfismo ¢ : U — o(U) di un intorno U di Ay. Siano e, €y, €3 gli
angoli esterni di o, allora

/de +/ kg =21 — (81 + &9 + 63) (310)
o do

(

m =

1

)
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Dimostrazione. Poniamo e; = H—lan (U*a%)' Sia ey tale che eq, ey sia un
0'*%

riferimento ortonormale locale orientato. Sia wiy la relativa 1-forma, quindi

si ha
/de:—/dwu:—/ w12=—/w12+/w12—/w12-
o o do «a I3 o'

Per il corollario precedente si ha

/deA: —Lk9+<¢a(1) —gpa(o>>+/ﬁkg— [ps(1) — 05(0)] —/kg-

o

Osserviamo che per la nostra scelta di e; non c¢’@¢ mai alcuna variazione
dell’angolo ., che ¢ sempre identicamente nullo.
Quindi

[ raa+ / by = [90(1) — 9al0)] — [ps(1) — @s(0)] = 27 — (61 + 22 + £3) .

Con le notazioni del lemma precedente si definiscono gli angoli interni po-
nendo i = ™ — €. Si noti che i > 0. Ora possiamo anche scrivere (8)
come

/de+/ kg:(21+22—|—23)—71' (311)
o do

Prima di procedere alla dimostrazione del Teorema di Gauss—Bonnet osservi-
amo che o, cosi come sopra definito, si dice triangolo geodetico se «, 3, 7
sono geodetiche in 9, allora usando il fatto che sui lati di o k; = 0 otteniamo
che

/deIi1+i2+’i3—7T. (312)

In particolare se k = cost abbiamo che

K >0 (Es.: la sfera) la somma degli angoli interni di un triangolo geodetico
¢ maggiore di 7

K =0 (Es.: il piano) la somma degli angoli interni di un triangolo geodetico
e uguale a 7

K < 0 (Es.: il disco di Poincaré) la somma degli angoli interni di un triangolo
geodetico € minore di 7.

TEOREMA (GAUSS-BONNET) (3.8). Sia S una superficie riemanniana ori-
entata e compatta, allora

/ kdA = 2mx(5)
S
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Dimostrazione. Assumiamo che S e triangolabile. Sia {o;} una triango-
lazione, allora
/ kdA =" / kdA .
S I (o
Per il Lemma 5 si ha

/k’dA:—/ kg+(Z1+22—|—Z3)—7T
o 0

i 04

Quando si sommano i contributi di tutti i do; si ha che ), fagi kg =0
perché ogni volta che un 1-simplesso appare come lato di un bordo, deve
apparire necessariamente anche come lato di un altro bordo ma con verso
di percorrenza opposto. D’altro canto quando si sommano tutti gli angoli
interni si ottiene 27v dove v e il numero vertici della triangolazione. Quindi
si ha

/de:27rv—7rf
s

dove f = # facce.
Si ha inoltre che 3f = 2l (3f conta gli spigoli due volte) e quindi f =
2l — 2f, sostituendo

/ kdA = 27(v — L+ f) = 27x(S) .

Esercizi

1. Sia P un poligono geodetico con k vertici e angoli interni iy, s, ..., %;

verificare che .
/ kdA = i+ (2— k).
P =

2. Dimostrare che per un poligono geodetico della sfera S? con metrica
indotta dalla proiezione stereografica si ha [, kdA = Area(P)

3. Sia C C E3 il cilindro di equazione x? + y* = 1, verificare che tutte le
geodetiche sono:
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le circonferenze di equazione 22 +y?> =1e z =c
le rette di equazione x = a ey =1 — a?
le eliche

4. Dimostrare che in H sono geodetiche le rette verticali e i semicerchi per-
pendicolari all” asse reale.
.

Verificare che l'isometria F'(z) = z—+2 porta queste geodetiche sui diametri

e sui cerchi ortogonali al bordo di D..

5. Verificare che in H per due punti passa un’unica geodetica e concludere
che quelle descritte nell’esercizio precedente sono tutte le geodetiche.

6. Sia
M={reCly>0,-1/2<z<1/2,|7| >1}U{r € Cly > 0,0 <z < 1/2,|7| =1} C H.

Dimostrare che Area(M) = .

4 Operatore di Laplace, coordinate isoterme,
equazione di Beltrami
Nel § 2 abbiamo definito, per una superficie riemanniana orientata, I’operatore
%1 EP(S) — E¥7P(9) .
Ricordiamo che nel caso p = 1 esso puo essere interpretato come rotazione

di 90°.
Dato un riferimento ortonormale locale wq, wa si ha

*f:fwlAng:fdA, (p:O)
#(frwr + faws) = fiws — fowr , (p=1)
*fwr Away = f (p=2).
Si ha inoltre
xxa=(—1)Pa a e EP(S)

(a4 B) = *a + *[ a, 3 € EP(S)
aA*3 =0 Ax*x a,f € EP(S) .
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Quest’ultima relazione suggerisce di definire una forma bilineare simmetrica
in £P(S) ponendo

(o, B) :/Soz/\*ﬁ. (4.1)

Naturalmente ci dobbiamo assicurare che l'integrale ¢ finito. Cio € ovvio
nel caso in cui S e compatto. Nel caso non compatto dovremo metterci sotto
opportune ipotesi di sommabilita che specificheremo nel seguito.

LEMMA (4.2). In una superficie riemanniana orientata S, la forma («, ) &
definita positiva.

Dimostrazione. Supponiamo che (o, ) = 0 vogliamo dimostrare che, allora,
a = 0. Sia U, un ricoprimento localmente finito di S con carte locali, e A\
una partizione dell'unita ad esso relativa. Si puo assumere che {V, = {z €
Uk : M\e(2) # 0}} sia ancora un ricoprimento di S. Si ha:

02(04,04)2/0[/\*0422/ Ak A *av .
S — Ju,

Esaminando i vari casi dimostreremo che, in Uy, A\pa A *a = A\ FdA con
Fi > 0. Questo bastera per concludere il senso voluto. Infatti

Z/ Ao A xoe =0
E YUk
implica che

/ MeFdA =0
Uy

. Quindi \yF, =0= F,=0inV, = a=0.

Caso p = 0: \yoo = Ao f in Up. Quindi Ao A xav = N\, f2dA.
Caso p = 1: \ya = A\(frwr + fows). Quindi Ao A xa = A\ (f2 + f2)dA.
Caso p = 2: \yov = N\ fwi A ws. Quindi Aza A xa = A\, f2dA.

(Come al solito wy, we & un coriferimento ortogonale in Uy, e quindi dA =
w1 A ws).

Si e quindi dato a EP(S) una struttura di spazio normato, ponendo

|laf] = /Sa A *a . (4.2)
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Consideriamo ora gli operatori
d:EP(S) — EPTL(S) .

E naturale chiedersi se esiste un aggiunto per d rispetto alla forma bilineare
simmetrica ().
Definiamo

51 EP(S) — EPY(S) (4.3)

ponendo
0= —xdx,

e dimostriamo il seguente

LEMMA (4.5). Siano o € EP(S), B € EPT(S) e si assuma che a o 3 abbia
supporto compatto. Allora

{da, B) = (a, 00) -

Dimostrazione.
dlaNxf)=daNfB+ (—1)Pandxf=daNp—aA*ij .

Per il Teorema di Stokes, essendo il supporto di (a A x3) compatto, si ha:

OZ/Sd(a/\*ﬂ):/Sdoz/\*ﬁ—/sa/\*(w:(da,@—(a,&ﬁ).

Questa e la proprieta di aggiunzione a cui ci riferiamo.
Si definisce ora 1'operatore di Laplace

A EP(S) — EP(S) (4.4)

ponendo
A =dd+do .

In termini coomologici, A & omotopo all’operatore nullo, esso e cioe zero in
coomologia (i.e. porta forme chiuse in forme esatte). Dalla definizione segue
infatti che

dA = Ad . (4.5)
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Inoltre, dalla definizione di 4, segue subito che
*A = Ax* . (4.6)

Inoltre, come immediato corollario del Lemma (4.4), si ha che A soddisfa
una proprieta di autoaggiunzione; se « o 3 hanno supporto compatto si ha
cioe
(Aa, B) = (o, AS) a,B € EP(9) . (4.7)
Esaminiamo il caso in cui S = E2.
In questo caso

wp =dx wy = dy
e quindi
xdx = dy , xdy = —dx . (4.8)
Una facilissima verifica mostra che
p=0 Af=- (25 +24)
p=1 A(fdz + gdy) = (Af)dz + (Ag)dy (4.9)
p=2 A(fdx Ndy) = (Af)dz Ndy .

Si vede dunque che nel caso euclideo lo studio dell’operatore di Laplace per

. R TR . . . o2 92
le p—forme differenziali si riduce allo studio del classico laplaciano 5= + B2
per le funzioni.

Supponiamo ora di avere una superficie riemanniana orientata S. Sorge
allora spontaneo il desiderio di poter introdurre in ogni carta locale un sis-
tema di coordinate x, y a mezzo delle quali I'operatore di Laplace possa essere
espresso dalle formule (??). Per che cio avvenga, tali coordinate dovranno
soddisfare la condizione di ortogonalita (??), e prenderanno il nome di coor-
dinate isoterme. Dunque un sistema di coordinate isoterme u, v su di una
superficie riemanniana S ¢ caratterizzata dalla proprieta

N(du? + dv®) =ds*, Xe &), A>0. (4.10)
Dimostriamo innanzitutto la seguente:

PROPOSIZIONE (4.13). Sia S una superficie di Riemann. Allora esiste su S
una metrica riemanniana ds* tale che ogni sistema di coordinate (omolorfo)
e, rispetto ad essa, un sistema di coordinate isoterme.
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Dimostrazione. Sia {U,, z,} un ricoprimento localmente finito di S con carte
locali, 2z, = Ty + iYs. Si ponga, in U,, ds? = dz? + dy?. Sia {p,} una
partizione dell’unita relativa a U,. Si definisce allora su S una metrica rie-
manniana ponendo
2 2
ds” = Xppdsj .

Vogliamo dimostrare (cf. (4.11)) che in U, si ha

dz? + dy? = \ods® .

2 2
Sia Jus = (3‘”73) + (g%;) . Dalle equazioni di Cauchy—Riemann segue subito

che, in Uy N Up, dzj + dyj = Jop(da? + dyl).
Da cio si deduce che, in U,

ds? = Yppdsy = Sps(dag + dy) = (SpsJas)(del, + dyy) = N, (dz), +dy2) -

Questo dimostra che su di una superficie di Riemann le coordinate locali
sono, in modo naturale, isoterme. Ritorniamo ora al caso di una superficie
riemanniana orientata.

TEOREMA (4.14). Su ogni superficie riemanniana orientata ¢ possibile in-
trodurre coordinate isoterme.

Ridurremo la dimostrazione di questo teorema all’equazione di Beltrami e
per lo studio di essa rimandiamo il lettore al libro di Lipman Bers (Riemann
Surfaces pagg. 19-35).

Cominciamo con alcune considerazioni euristiche. Supponiamo di avere
coordinate isoterme u, v. Si introduca la notazione complessa

2=+, w=u-+w
o _1fo o\ o _1(0 0
0z 2 \ 0z oy) ' 0z 2 \ox oy
dz = dx +idy , dz = dx —idy
dx:%(dzntdz), dy:—%(dz—dz).

Esprimiamo in queste notazioni la condizione

ds® = N(du® + dv®) = . (4.11)
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Sia
ds* = BEdx* + 2Fdxdy + Gdy? .
Si ha
2 1 /l ) 1 1 Z 2
ds' = ((E=G)=5F)d+ S (B+G)dzdz+ 1 (E—G)+ F ) ds* =
= v|dz + pdz|?
dove
1 /1 LWE—-Q)+iF
v=—|=(E-G)—VEG-F2) , pu= : :
2@( ) ) "TIErerVEG- 2

]P—aE+®_¢ﬁTjﬁ<1
LWE+G)+VEG-F? '

D’altro canto du? + dv? = |dw|* = |w.dz + wzdz|?. La (4.16) pud quindi
leggersi

(4.12)

2

N w,|? = v|dz + pdz* ) (4.13)

dz+ L az
w

z

Ci siamo quindi ricondotti all’equazione di Beltramsi
Wy = [ W, .

Il teorema a cui si accennava assicura l’esistenza di una soluzione w con
w.(0) £ 0.

Dimostriamo ora che dati ¥ e p come sopra, e data una soluzione w
dell’equazione di Beltrami allora, in un intorno abbastanza piccolo dell’origine,

si ha p
(u7 U) > 0
A(z,y)
N(du® + dv?) =ds*  con N = |wy|2 : (4.14)

La seconda proprieta si verifica percorrendo a ritroso i calcoli precedente-
mente effettuati. Per quanto riguarda la prima condizione si ha:

Ouv) _ Oww) o
doy) oG vz ws@) =]

= |w.|*(1 =) >0 in un intorno dell’origine

2=

— |'LUE
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(cf. (77)).

Una conseguenza assai importante del Teorema 4.14 ¢ il seguente.

COROLLARIO (4.18). Su di una superficie riemanniana orientata S le co-
ordinate isoterme determinano una struttura complessa rendendo S una su-
perficie di Riemann.

Dimostrazione. Basta ovviamente dimostrare che, date due soluzioni w o w
dell’equazione di Beltrami in un intorno di un punto p € S, allora w e w
sono (forse su un intorno piu piccolo) omemorfismi, e che w ¢ una funzione
analitica di w (e viceversa).

La prima proprieta segue subito dalla (??). Per quanto riguarda la sec-

onda si ha
0u _ 0w 0: 0w 05 _ dw.w) (0 dw 9 ow
ow 0z 0w 0z 0w 0(z,%) 0z 0z 0% Oz
Lo ow 20 dw
a: "oz "Has 92 T
Il che dimostra I'olomorfia di w(w).
Abbiamo quindi dimostrato che:

A) ogni superficie di Riemann ammette coordinate isoterme;

B) ogni superficie riemanniana orientata & una superficie di Riemann (equa-
zione di Beltrami).

Concludiamo questa sezione osservando come si comporta 'operatore di
Laplace in presenza di coordinate isoterme. Poiché risulta piu semplice usi-
amo le coordinate complesse.

Quindi, in una carta locale U, abbiamo una metrica che possiamo es-
primere nella forma

ds* = \?|dz|? (4.15)

e I’ elemento d’area ha la seguente espressione
dA = %de A dZ. (4.16)

Per ogni f € £%(U), abbiamo

Af:—*d*d(f):—*d*(gdz%—%cﬁ:
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af . of 4 0
5,0 igzdz==(3)5 52

Quindi A, a meno del fattore di conformita agisce sulle funzioni C'*° come il
laplaciano euclideo.

sd( dz N\ dz.

Esercizi

1. Verificare che nella formula (??) le coordinate sono isoterme <= = 0.
2. Verificare che nel passaggio da coordinate complesse a coordinate reali
I’equazione di Laplace si trasforma in un’equazione differenziale ellittica.



