Analisi vettoriale - A.A. 2003/04

ESAME SCRITTO - 16 DICEMBRE 2003

Soluzioni:

Esercizio 1. Sia {D = (z,y) € R?>, -1 <12 < 1,0 <y < 2?}, calcolare il
lavoro compiuto dal campo
F={y 2%}

lungo la frontiera di D percorsa in senso antiorario.

Dal teorema di Stokes si ha
/ F x ?ds:// rotz(?)dxdy
aD D

rot.(F) =2(z —y)

tenuto conto che

si ha
N 1 2?2 2
/ F x td5:2// (a:—y)d:cdy:2/ dq:/ (x —y)dy = —=
oD D -1 0 b}

Il conto diretto: tenuto conto che la curva 0D é formata da un arco di
parabola y = 22, dal segmento orizzontale inferiore y = 1 e dai due segmenti
verticali x = 41 fornisce lo stesso valore.

1 1 -1 0 1 9
F x 7ds:/ 0dx+/ dy/ (z* +a:22a:)+/ dyda:—/ do = —=
oD -1 0 1 1 -1 5)

Esercizio 2. Studiare la convergenza (puntuale, assoluta, uniforme) della
serie

(@ |a)"
S



Soluzione:

La serie )
xr— |z xr— |z
1+( \/§||)+( \/|7D + .. (0.1)
ha addendi che valgono, per n = 1,2, ...
0 se x>0
Il raggio di convergenza della serie di potenze
—ovnt+n+1
si calcola con il criterio del rapporto
(2z)" T T
Vn24+n+1 n*+n+1
(2@% = |2z| - - |2z] <1
(n—1)24n (TL N 1) Tn
da cui
PP
2 2
Nell’estremo x = —% la serie converge semplicemente per il criterio di Leib-
nitz.

La serie (0.1) assegnata, avendo tenuto conto che a destra di 0 i termini
con n > 0 sono tutti nulli,

e converge per —% <z
e converge assolutamente per —% <z

e converge uniformemente per —% +e<z, Ve>0

Esercizio 3. Studiare il problema di Cauchy

(4Rt
Y = ey
y(0) =1



Soluzione:

L’equazione differenziale assegnata é a variabili separabili: la soluzione
del problema di Cauchy assegnato si ricava da

Y y2 t t
it Lt
1 1493 o 1412

da cui 1 ]
3 _ = 2
3 {log(l +y°) — log(Q)} =3 log(1 +¢7)
Ne segue
3
log(1 +¢°) = log(2) + 5 log(1 + t?)
OVVero ;
y=2(Vite) -1
da cui

y(t) = \?/2 (Vite) -1

Esercizio 4. Dimostrare che in un intorno dell’origine [’equazione
2 2
e’ — a4+ 2y cos(x) =1
definisce una funzione y = f(x) . Calcolare

lim 7]‘"(1:)
x—0 :1;'2

Soluzione:

Posto F(z,y) = eV’ — 22+ 2y cos(z) — 1, funzione di classe C* in tutto
il piano, I'’equazione assegnata corrisponde a

F(x,y) =0



Riesce evidentemente F'(0,0) = 0, e si ha
Fy(x,y) =2y’ + 2cos(x), F,(0,0) =2 #0
quindi per il teorema di Dini esiste la funzione implicitay = f(x), f(0) =0,

definita per x in un intorno di 0.
Sempre dal teorema di Dini discende che

F,+F,f'(z)=0
Fra + 2B, (@) + Fyy 2(x) + Fy () = 0
da cui calcolando le relazioni precedenti nel punto (0,0) si ha
2f(0)=0
—242f"(0)=0
Il limite richiesto si determina tramite il Teorema di Hopital
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Esercizio 5. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

ylll _|__ y/ =7
y(0) =0
y(©0) =0
y'(0) =0

Soluzione:

Soluzioni equazioni omogenea:
yo(r) = A+ Bsin(x) + C cos(x)

Soluzione particolare:
_ 1
Y(z) = 5517

Soluzione generale equazione completa:
. 1,
y(x) = A+ Bsin(z) + C cos(z) + 3%

Le condizioni iniziali impongono quindi

1
y(z) = —1 + cos(z) + §x2



