SOLUZIONI ESONERO 2

1. ESERCIZIO

Calcolare flusso uscente e circuitazione del campo vettoriale F = {z,y} lungo il
bordo della regione

A={z >0, 2?2 +y? <2, 0§y§x2}
percorso nel verso antiorario.

1.1. Soluzione. :
FLUSSO USCENTE

_>X_> B w/4 1 B ) B Qi
/SAF z/dsf/o \@d9+/o(t( 21) + (1)t = 1'%

W =

PRIMA OSSERVAZIONE

Il campo assegnato é il gradiente della funzione

u(,y) = 5 +7)

quindi si tratta di un campo conservativo.
Quindi la circuitazione richiesta vale 0.

CALCOLO ESPLICITO

Indichiamo con , 7 le tre porzioni di curva regolare che compongono il
bordo assegnato

r=ty=00<t<2
x =cos(t),y =sin(t),0 <t < 7/4
r=1-ty=(1-120<t<1

N
L’integrale lungo ’arco di circonferenza, 7 vale 0 perché F' é radiale, e quindi
ortogonale alla tangente alla curva in ogni punto.

Gli altri due integrali valgono:

V2 1
. — . f— —_ —_ —_— 3 = —
/0 tdt =1, //O (—(1=t)—2(1—1))dt 1

IL TEOREMA DI STOKES
La circuitazione richiesta corrisponde a

/ /Q rot,(F )dzdy

Si calcola facilmente rot(f’)) e si riconosce che rot(?) =0
1
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2. ESERCIZIO

i) Calcolare Uarea della porzione di superficie sferica
22 +1y? + 22 =1 al di sopra del piano z=h, 0<h<1.
i1) Determinare per ogni valore reale di h l’area della porzione della superficie sferica
precedente che si trova al di sopra del piano z = h.

2.1. Soluzioni. :
i) Sia 0 < h <1 la superficie richiesta é la superficie cartesiana:

z=1—a2—9y2, 2?+y*><1-h%

La sua area é data dall’integrale doppio:

// s ———dxdy =2nx dp = 2w (1 — h).
224y2<1—h2

S o V-2

ii) I casi di altri valori di h:
e h>1: Area(h)=0
e h<—1: Area(h)=4dn
e —1<h<0: Area(h)=4nm — calotta=2n(1— h)

3. ESERCIZIO

Sia
1

— {z,y,2
NoETE=-RR
i) calcolare la circuitazione di F lungo la poligonale triangolare determinata dai
punti A= (1,0,0), B=(0,1,0), C=(0,0,1), orientata nel verso ABC.
— —
i1) calcolare il flusso di F' e di rotF traverso la superficie triangolare determinata

dai punti ABC precedenti, orientata in modo che la terza componente del versore
normale sia positiva.

—
F =

3.1. Soluzione. :
Si noti che sulla poligonale riesce z +y +z =1

La circuitazione:
AB: z=1—-t,y=1t0<t<1

BC: y=1—-t,z=t0<t<1
CA: z=t,z=1—-t,0<t<1

F x tds = Fxtds—i—/ Fxtds+/ F xtds =
ABC ABC BC CA

1 1 1
:/0 [((17t)7t]dt+/0 [f(l—t)+t]dt+/0 [t—(1—1t)dt=0

Si noti che i tre integrali sono uguali e naturalmente tutti e tre uguali a 0.

ii) flusso di F
11 versore normale alla superficie S(ABC) é

1
%{13 1; 1}
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— 1 1 1
Fx?:—//a:—&— + 2)do = —=ArealS(ABC)] = =
//S(ABC) V3 @ty +2) V3 [5( ) 2

iii) flusso del rotore:
dalla formula di Stokes, avendo gia calcolato la circuitazione sul bordo:

// f’)x?ds://rot(f’))xﬁdaz()
s s

Calcolo esplicito:

0 1 0 1
_Zﬁiy\/x+y+2_y$w/x+y+z’

0 1 0 1
x&\/x—l—y—i—zizawm—&—y—i—z’

7] 1 0 1
y%\/x+y+z_x87yw/x+y+z

rot(F)

Tenuto presente che sulla superficie S(ABC') tutti termini quali il seguente

0 1 1
@\/x—l—y—&—z T2

valgono lo stesso valore si ottiene

//rot(?)xﬁdaz%//(zfy+:v*2+y*$)d0:0

4. ESERCIZIO

i) Determinare per quali « > 0 converge lintegrale improprio

+oo 3 o 3
/ sin(z 2+z )da:.
0 X

it) Dire se convergono gli integrali impropri

/01 T /f/g T
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“+o0 1 “+o00
L=l
0 0 1

|sin(2)] < [¢]

4.1. Soluzione.

Tenuto conto che

ne segue

sin(z® + %)

|z + 27|
; <

2

x x
e quindi la condizione sufficiente per la convergenza dell’integrale improprio su [0, 1]

é soddisfatta se @ > 1

Il secondo integrale improprio é sicuramente convergente, qualunque sia o perché

: a 3
sin(z® + z?) < 1
x? s

Quindi 'integrale improprio proposto é convergente per a > 1
ii)
1
1
———dzx
/0 /T cos(z)

é convergente perché l'unica singolaritd, © = 0 presenta come ordine di infinito
quello di v/x che é appunto sufficientemente basso.

w/2 1
————dx
/1 Vi cos(x)
non é convergente perché nel punto z = 7/2 la funzione integranda diverge con
ordine di infinito 1.

Si pué del resto riconoscere che

cos(x) = cos(mw/2) + (x — w/2)sin(§) = —(w/2 — z) sin(&) > (7/2 — x) sin(1)

1 S 1 1
Vrzcos(z) ~ sin(l) m/2 —x

ed é facile riconoscere che l'integrale

/2 1
= dr=
/1 /2 —x re




