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Sull’esistenza globale in futuro e sulla limitatezza
parziale dei moti di un’ampia classe

di sistemi olonomi scleronomi

M. BELLONI - C. RISITO

Ri1assuNTO: Si forniscono delle condizioni sufficienti per l'esistenza globale in fu-
turo e per la limitatezza parziale dei moti di un’ampia classe di sistemsi olonomi sclero-
nomi, utilizzando il metodo di confronto introdotto da R. CONTI [4], e scegliendo come
funzione di Liapunov ’energia totale del sistema. I teoremi ottenuti nel presente lavoro
trovano applicazione sia quando l’energia potenziale del sistema é inferiormente limi-
tata (caso studiato dal secondo autore [8], [3]) sia quando non lo é (caso studiato per
primo da G. CANTARELLI [1], [2], e indipendentemente da P. Pucct e J. SERRIN [7]).

ABSTRACT: Sufficient conditions for the global existence in the future and the
partial boundedness of the motions of a wide class of holonomic scleronomic systems
are given, using the comparison method introduced by R. CONTI [4], and taking as
Liapunov function the total energy of the system. The theorems obtained in the present
paper can be used both when the potential energy of the system is bounded from below
(a case studied by the second author [8], [3]) and when it is not (a case first studied by
G. CANTARELLI [1], [2], and independently by P. Pucct and J. SERRIN [7]).
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1 — Introduzione

Sia S un sistema materiale a n gradi di liberta, soggetto a vincoli
olonomi, bilaterali, lisci e indipendenti dal tempo (sistema olonomo scle-
ronomo), e sia ¢ = (qi,...,q,) una n-upla di coordinate lagrangiane
indipendenti, variabili in IR". Sia T = (1/2)¢" A(q)¢ I'energia cinetica di
S, dove A = A(q) ¢ una matrice n X n, simmetrica, definita positiva per
ogni g € IR", e di classe C*(IR"). Sul sistema S agisce, oltre ad una solle-
citazione derivante da un potenziale generalizzato, con energia potenziale
II = II(¢,q) di classe C}(IR* x IR"), anche una sollecitazione aggiuntiva
generica le cui componenti lagrangiane ()4, ... , (), siano funzioni definite
e continue in RT x IR™ x R".

Le equazioni del moto del sistema S sono le equazioni di Lagrange

d oL 0L
1 all _
( ) dt9q;  0g;

:Qi(t%(j) (i:17"'7n)7

dove £ := T —1II ¢ la funzione lagrangiana. Le funzioni A(q),Il(t,q) e
Q(t,q,q), dove QT = (Q1, ... ,Q,), siano inoltre sufficientemente regolari
in modo da assicurare I'unicita delle soluzioni ¢(¢, to, go, 4o) del problema
di Cauchy associato alle (1), in corrispondenza ad ogni (¢o, go, go) € R" x
R" x R".

Nel presente lavoro si studia il problema dell’esistenza globale in fu-
turo e della limitatezza parziale dei moti di S (cioe¢ delle soluzioni delle
equazioni di Lagrange (1)), utilizzando il metodo di confronto [4], e sce-
gliendo come funzione di Liapunov I’energia totale T + 11 di S.

Si suppone innanzi tutto che risulti soddisfatta la seguente disugua-
glianza differenziale

(2) %(T+H>§g(t,T+H) in R" xR" xR",

dove g : R* x R — IR @ una funzione continua e sufficientemente re-
golare in modo da assicurare l'unicita delle soluzioni u(t, to, uy) del pro-
blema di Cauchy associato all’equazione di confronto @ = g(t,u), per ogni
(to,uo) € IRT x IR, e tale che tutte le soluzioni u(t,ty,ug), con uy > 0,
esistano globalmente in futuro. Si osservi che nel caso particolare in cui
la sollecitazione aggiuntiva sia dissipativa ed inoltre I’energia potenziale
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IT sia indipendente dal tempo, la disuguaglianza (2) risulta soddisfatta
ponendo g(t,u) = 0.
Si suppone inoltre che sia

(3) I(t,q) = —h(t)e(llql) in RTxR",

dove h : R" — IRy ¢ una funzione continua (con IR™ si ¢ indicato I'in-

sieme dei numeri reali non-negativi e con IR{ quello dei numeri reali

strettamente positivi), ¢ : RY — IR* & una funzione di classe K nel
senso di W. Hahn [5], cio¢ continua e strettamente crescente in IR", con
©(0) =0, e ||g|| & la norma euclidea del vettore ¢ € IR".

Si possono presentare i seguenti due casi:

I) ¢ ¢ limitata in IR*. Allora 'energia potenziale II ¢& inferiormente
limitata in ogni insieme del tipo I x IR", dove I & un qualsiasi inter-
vallo limitato di IR™, e si ricade nel caso studiato dal secondo autore
8], 3],

IT) ¢(r) — oo per r — oo. Allora si puo presentare il caso, studiato da
G. CANTARELLI [1], [2] e da P. Puccrt e J. SERRIN [7], nel quale
lenergia potenziale II non é inferiormente limitata. Nel lavoro [7]
si assume che T'(q, ¢) sia una funzione strettamente convessa rispetto
alle velocita lagrangiane ¢, ... , ¢, (non necessariamente una forma
quadratica, come avviene per i sistemi olonomi); si assume pero che
la sollecitazione aggiuntiva sia dissipativa.

L’ipotesi che la matrice A(q) sia definita positiva per ogni ¢ € IR",
implica l'esistenza di una funzione continua « : R* — IR; tale che si

abbia [3]

(4) T(q,4) = a(lal)llgl* in R"xR",

dove ||| & la norma euclidea del vettore ¢© = (¢1,... ,¢,) di R".

Nel presente lavoro si dimostra che se, oltre alle condizioni (2), (3),
(4), risulta soddisfatta anche la seguente condizione (la quale, per il tra-
mite delle disuguaglianze (3) e (4), stabilisce un legame indiretto tra 7" e
II)

> Jalr)
(5) / (p(r)dr—oo,
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oppure la condizione piu restrittiva: ¢(r) = O(a(r)) per r — oo, allora
tutte le soluzioni delle equazioni di Lagrange (1) esistono globalmente in
futuro (Teorema 1 e Corollario 1 del n.2). Il Teorema 1 del presente lavoro
estende il risultato del Teorema 2 stabilito in [8] al caso in cui II non sia
inferiormente limitata in I x IR" (caso che pud presentarsi soltanto se ¢
non ¢ limitata in IR"; se invece ¢ & limitata in IR, si ritrova il teorema
citato).

Si stabiliscono inoltre due teoremi (Teorema 2 e Teorema 3 del n.3),
i quali forniscono delle condizioni sufficienti per la limitatezza parziale
dei moti di S rispetto alle sole velocita lagrangiane ¢, ... , ¢, (secondo la
definizione di A.S. Oziraner [6]). Questi due teoremi estendono la prima
parte del Teorema 3 stabilito in [8] al caso in cui IT non sia inferiormente
limitata in R* x IR".

Infine un esempio illustra i principali risultati ottenuti.

2 — Condizioni sufficienti per 1’esistenza globale in futuro dei
moti del sistema S

Sussiste il seguente teorema di esistenza globale in futuro per i moti
del sistema olonomo scleronomo S soddisfacente le ipotesi introdotte nel
precedente n.1.

TEOREMA 1. Se sono soddisfatte le sequenti condizioni

oIl
() QUi+ <g(t,T+I) V(g €R" xR"xTR",

dove la funzione g : RT x R — IR é continua e sufficientemente regolare
in modo da assicurare 'unicita delle soluzioni u(t,tg, ug) del problema di
Cauchy associato all’equazione di confronto u = g(t,u), per ogni (ty,ug) €
R* x IR, e tale che tutte le soluzioni con ug > 0 esistano globalmente in
futuro (cioé siano definite nell’intervallo di tempo [to, 00)),

(i1) (t,q) > =h(t)e(lqll)  V(t,q) € R x R",

\

dove la funzione h : RY — RS ¢ continua, e ¢ : R — IRT ¢ una
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funzione di classe K,

(iii) /Oo\/%dr:oo,

dove a : RY — IRy ¢ la funzione continua che compare nella disugua-
glianza (4) del n. 1,
allora tutti © moti del sistema S esistono globalmente in futuro.

Si supponga per assurdo che l'intervallo massimale destro di esistenza
JT = [ty,w) di una soluzione ¢ = ¢(t) della (1) sia limitato (ty < w < 00),
e si indichi con T'(¢)+1I(¢) 'energia totale di S calcolata lungo la suddetta
soluzione, e con Ey := T'(ty) + I(ty) il suo valore nell’istante iniziale t;.
Utilizzando il metodo di confronto [4], e tenuto conto della condizione (i)
e dell’identita: (d/dt){T + I} = Q"¢ + 911/dt, si ha

(6) T(t) +10(t) < ult to, |[Eo|) <k Vte T,

dove k(€ IRJ) & un’opportuna costante, la cui esistenza & assicurata dal
fatto che la soluzione u(t, to, | Ey|) dell’equazione di confronto ¢ definita in
[tg, 00), per la (i), ed & quindi limitata nell’intervallo limitato J*. Tenuto
conto della condizione (ii) e della disuguaglianza (4), dalla (6) si ottiene

| E+ Hella®l) ;
™) uq<t>us¢ lon e

dove H(€ IRy) ¢ il massimo della funzione continua h = h(t) nell’inter-

vallo compatto J .

Ricordando che e (d/dt)|lq(t)|| < [|¢(t)|| (dove la derivata (d/dt), che
compare nel primo membro della disuguaglianza, va sostituita con la deri-
vata destra negli eventuali istanti in cui la funzione ¢(t) si annulla), dalla
(7) si ricava una disuguaglianza differenziale in ||¢(¢)||. Utilizzando nuo-
vamente il metodo di confronto [4], si ottiene la seguente maggiorazione

(8) la@®)ll < v(t,to, llalto)l)  VEeJT,

dove v(t, to, ||q(to)]]) € la soluzione della seguente equazione di confronto

. |k+Hp(v)
) o),
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soddisfacente la condizione iniziale v(to) = ||q(to)]|-

La condizione (iii) implica [*\/a(v)/(k + Hp(v)) dv = oo, V(k, H) €
R x IRF ™, il che assicura [4] 'esistenza globale in futuro di tutte le
soluzioni dell’equazione differenziale (9). Di conseguenza la funzione

llg(t)|| & limitata in J*, e quindi anche la funzione ||¢(¢)| e limitata
in J* (come si riconosce dalla (7)), ma cid ¢ in contraddizione con
lim {[[q(®)|| + [|[¢(t)||} = oo, ed il Teorema 1 resta cosi dimostrato.

t—w™

Se ad esempio si ha: Q7¢ < 0, 9II/ot = 0, I(q) > —A|g|* con
A =cost. >0, T(q,q) > a.||¢]|* con o, = cost. > 0, si riconosce che
tutte le condizioni del Teorema 1 risultano soddisfatte con: g(¢,u) = 0,
h(t) = X, o(r) = r?, a(r) = a., e quindi tutti i moti di S esistono
globalmente in futuro.

OSSERVAZIONE. Il seguente esempio mostra che la condizione (iii)
del Teorema 1 non & troppo restrittiva. Si supponga che S sia un sistema
olonomo scleronomo conservativo ad un solo grado di liberta, per il quale
si abbia

(10) M=—e(q), T=a(lg)d,

dove ¢ & una funzione di classe K (limitata o non) e o : R* — IR & una
funzione continua. Sia ¢ = ¢(t) la soluzione dell’equazione di Lagrange
corrispondente alle seguenti condizioni iniziali: ¢(0) = 0, ¢(0) = ¢o > 0,
e sia JT il suo intervallo massimale destro di esistenza. Per 'integrale
primo dell’energia si ha

vte Jt,

(a1 i) = R+w%ﬁ)

(4(1))

Wi possono presentare i seguenti due casi:

I) lim @(r) = I(< 00). Posto R := ¢ '(1/2), nell'intervallo [R,o0) si ha: (1/2) <

o(r ) < I, da cui segue che \/a )/e(r) < \/(2/l) (r). Infine, integrando in [R, 00),

si ottiene [~ \/—dr = 00, da cui segue l'asserto, essendo \/oz(r)/(k + Hp(r)) >
a(r)/(k + Hl), Vr > R.

II) TlLr{)lo o(r) = co. Posto R := @71(k), nell’intervallo [R,00) si ha: ¢(r) > k, da

cui segue che \/a(r) k+ Hgo \/a /(1 + H)p(r), ed integrando in [R,00) si
ottiene l’asserto. Si osservi mﬁne che anche quando la funzwne (,0 non ¢ limitata, la

condizione (iii) implica [~ \/a(r)dr = oo, essendo \/a(r) \/a (r)/k, Vr > R.
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essendo |q(t)| = q(t), dato che la funzione ¢(t) & strettamente crescente
in J*. Separando le variabili ed integrando tra 0 e t(€ J1), si ottiene

@ afq)
12 / —— —dg=1t Vte JT,
(12) 0 To + »(q) I

da cui si riconosce che, se non ¢ soddisfatta la condizione (iii), la solu-
zione ¢ = ¢(t) non & prolungabile in futuro (si osservi che le prime due
condizioni (i) e (ii) del Teorema 1 risultano invece soddisfatte).

Sussistono i seguenti due corollari del Teorema 1.

COROLLARIO 1. Per lesistenza globale in futuro di tutti i moti del
sistema S sono sufficienti le condizioni (i), (ii) del Teorema 1, unite alla
sequente

(iii)" esiste una costante C'(> 0) tale che si abbia
p(r) < Ca(r) Vr > R,
dove il numero reale R(> 0) puo essere scelto arbitrariamente grande.

COROLLARIO 2. Si supponga che esistano i due limiti

(i)’ lim (r) =\, lim a(r) =pu,

r—00 rﬂ r—oo 1Y

dove A, i, B, sono quattro numeri reali soddisfacenti le sequenti limita-
zioni: 0 < Apu < oo; B> 0;v > 08 —2. Seinoltre sono soddisfatte
le prime due condizioni (i) e (ii) del Teorema 1, allora tutti i moti del
sistema S esistono globalmente in futuro.

Infatti, se i due limiti (i)’ esistono, sono finiti e diversi da zero, la
condizione (iii) del Teorema 1 ¢ equivalente alla condizione: v > § — 2.
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3 — Condizioni sufficienti per la limitatezza parziale dei moti del
sistema S rispetto alle velocita lagrangiane

Sussiste il seguente teorema di limitatezza parziale per i moti del
sistema olonomo scleronomo S soddisfacente le ipotesi introdotte nel n.1.
TEOREMA 2. Si supponga che siano soddisfatte le sequenti condi-
zioni, unitamente alla condizione (i) del Teorema 1
(ii) tutte le soluzioni dell’equazione di confronto, con uy > 0, sono supe-

riormente limitate in [to, 00), cioé si ha

(13) (Vo > 0)(Vuo > 0)(3k > 0)(Vt > to)  ult,to, uo) < k,

(iii) I(t,q) > —¢(ld)  V(t,q9) € RT xR",

dove ¢ : R™ — R" ¢ una funzione di classe K,

(iv) esiste una costante C(> 0) tale che si abbia
o(r) < Ca(r) Vr >R,

dove il numero reale R(> 0) puo essere scelto arbitrariamente grande, e
a:RY — Ry ¢ la funzione che compare nella disuguaglianza (4).

Allora tutti i moti del sistema S esistono globalmente in futuro e sono
inoltre §-equilimitati, cioé si ha [6]

{ (Vto = 0)(Vp > 0)(3L > 0)(¥(q0, Go) : [lgoll + [Idoll < p)

(V¢ >to) [ld(¢,to,q0,Go)|| < L.

(14)

Se inoltre sono soddisfatte le ulteriori due condizioni
(v) I(t,q) <M.(q)  V(t,q) e R" xR",

dove la funzione II, : R" — IR ¢& continua,

(vi) la costante k, che compare nella definizione (13), é indipendente da
to, cioé si ha

(15)  (Yuo > 0)(3k > 0)(Vto > 0)(Vt > to) ult.to,uo) < k,

allora tutti + moti di S sono ¢-uniformemente limitati, cioé la costante
L, che compare nella definizione (14), é indipendente da t,.
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Poiché T'esistenza globale in futuro dei moti di S ¢ assicurata dal
Corollario 1 del n.2, resta soltanto da dimostrare la ¢-equilimitatezza.
Assegnati a piacere to(> 0) e p(> 0), si definisca [ = [(ty, p) nel seguente
modo

(16) l:= max {T(qo,qo) + [TI(to,q0)|}

llaoll+lldoli<p

e si consideri la soluzione dell’equazione di confronto corrispondente alla
condizione iniziale u(ty) = [. Per la (ii), esiste una costante k = k(to, p)
(> 0) tale che si abbia: u(t,to,1) <k, Vt > ty. Seguendo la dimostrazione
del Teorema 1 si ottiene (cfr. la (6))

(17) T+t <k VE>t,

dove con T'(t) + II(¢) si ¢ indicata l’energia totale di S, calcolata lungo
una qualsiasi soluzione ¢(t) := q(t, to, qo, Go) delle equazioni di Lagrange
(1), per la quale sia ||go|| + ||go|| < p. Tenuto conto delle condizioni (iii),
(iv) e della disuguaglianza (4), dalla (17) si ottiene

(13) ||q<t>||§\/%wg N e e

dove a,(> 0, per la condizione (iv)) e 'estremo inferiore della funzione
a(r) in IR™. Dalla (18) si riconosce che la definizione (14) di ¢-equilimi-
tatezza risulta soddisfatta ponendo

(19) L:= ﬁ—i—max{SO(R),C’}.

Oty Oy

Infine, se sono soddisfatte anche le ultime due condizioni (v) e (vi)
del Teorema 2, si definisce [, = l.(p) nel seguente modo

(20) L= max  {T(qo, o) + |T.(q0)l} ,

llaoll+lldoll<p

e si considera la soluzione dell’equazione di confronto corrispondente
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alla condizione iniziale u(ty) = l., qualunque sia il valore dell’istante
iniziale to(> 0). Allora, per la condizione (vi), esiste una costante
k = k(l.(p))(> 0), indipendente da t,, tale che si abbia: wu(t,tg,l,) <
k, Yty > 0, ¥Vt > to. Sussiste quindi la (17), con k& = k(l.(p)), da cui si
deduce la (18), e percio i moti di S sono ¢-uniformemente limitati, perché
la costante L, definita dalla (19), é indipendente da t.

Sussiste inoltre il seguente teorema di limitatezza parziale, nel quale
non si utilizzano le funzioni di classe K.

TEOREMA 3. Se assieme alle condizioni (1) del Teorema 1 e (ii) del
Teorema 2, sono soddisfatte le sequenti condizioni

(iii) esiste una costante H(> 0) tale che si abbia
M(t,q) > —Ha([lql) ~ V(t.q) € R" x R",

dove a: IR*—= TRy ¢ la funzione che compare nella disuguaglianza (4),

(iv) esiste una costante o (> 0) tale che si abbia

a(r) > a, Vr >0,

allora tutti © moti del sistema S esistono globalmente in futuro e sono
q-equilimitati.

Se inoltre sono soddisfatte anche le ultime due condizioni (v) e (vi)
del Teorema 2, allora tutti i moti di S sono g-uniformemente limitati.

Seguendo la dimostrazione del precedente Teorema 2, si riconosce
che la definizione (14) di ¢-equilimitatezza risulta soddisfatta ponendo
L:=/k/a,+ H.

Se ad esempio si ha: Q%¢ < 0, 9I1/ot = 0, TI(q) > —A|/¢||* con
A =cost.>0,T(q,q) > (1+]q||*)||¢]|?, si riconosce che tutte le condizioni
sia del Teorema 2 sia del Teorema 3 risultano soddisfatte con: g(t,u) =0,
o(r)y = X a(r) =147*,C = X\, H = X\, e quindi tutti i moti di S
esistono globalmente in futuro e sono inoltre ¢-uniformemente limitati.
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ESEMPIO. Sisupponga che la condizione (3) del n.1 risulti soddisfatta
per uguaglianza, cioeé che si abbia

(21) (t,q) = =h(t)e(llgll)  V(t,q) € RT x R",

dove h : RT — R, ¢ : RT — IR sono due funzioni di classe C*(IR"),
e ¢ ¢ una funzione di classe K, e che le forze di componenti lagrangiane
Q1,- .. ,Q.,, definite e continue in IR* x IR" x IR", soddisfino alla seguente
condizione

>=-
—~

f)
®)

(22) QT (t,q,4)¢ < —=T(q,4)  Y(t,q,4) € R" x R* x R",

>

(nel caso particolare in cui si ha: h(t) < 0, ¥t > 0, le forze di componenti
lagrangiane @1, ... ,Q, sono dissipative).
Dalle (21) e (22) segue che

G = Q7= hOpllal) = @7 + o <

(23) :

h(t) . n n n
< W(T—i—ﬂ) V(t,q,q) e R™ x R" x IR".

Tutte le soluzioni wu(t, to, ug) = (h(t)/h(to))ue dell’equazione di confronto

@ = (h(t)/h(t))u sono definite in IR, e percid la condizione (i) del Teo-

rema 1 risulta soddisfatta.

Si possono presentare i seguenti due casi:
I) [*Va(r)/e(r)dr = 0o, ed allora, per il Teorema 1, tutti i moti di S
esistono globalmente in futuro,

IT) ¢(r) = O(a(r)) per r — oo, ed inoltre la funzione h = h(t) ¢ limitata
in R™. 1In tal caso, per il Teorema 2, tutti i moti di S esistono
globalmente in futuro e sono inoltre ¢-equilimitati. Se si aggiunge
'ulteriore condizione: h(t) > h, = cost. > 0, Vt > 0, allora i moti di
S sono ¢-uniformemente limitati.
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