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Présentation fischérienne de certaines extensions

non scindées de groupes orthogonaux sur Fq

M.-M. VIROTTE DUCHARME

RIASSUNTO: In questo lavoro si costruiscono due gruppi, le estensioni nonsplit
37.07(3).2 e 3%.04 (3).2 rispettivamente, come sottogruppi del gruppi Fiza e del B-
mostro. Per queste due estensioni si presenta un’insieme di involuzioni generatrici e si
danno delle rappresentazioni con gruppi di 3-trasposizions.

ABSTRACT: In this paper we construct two groups, the monsplit extensions
37.07(3).2 and 3%.05 (3).2, as subgroups of the group Fisa and the Bimonster respec-
tively. For these two extensions we exhibite a set of generating involutions and we give
presentations as 3-transposition groups.

— Introduction

Cet article fait suite a [13] et compléte notre étude des présentations
des groupes engendrés par une classe de Fischer qui sont obtenus comme
une extension d’un groupe orthogonal par un 3-groupe normal. Typique-
ment la situation considérée dans [13] est la suivante: si G désigne 1'un
des groupes 2 x O (3), 2 x O%(3).2, O5(3).2 (pour n et € convenables, no-
tations de [1]), son action sur son module naturel fournit des extensions
scindées A x G engendrées par une classe de Fischer [3], [13].
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Cependant pour n = 7 et n = 8 le groupe G = O, (3).2 noté G~ (n, 3)
dans [11], [13] possede aussi une extension non scindée A.G. ot A est un
3-groupe abélien élémentaire d’ordre 3™ [1], [5]. Ces extensions ont été
étudiées par R. A. WILSON dans deux articles [16], [17] ou il démontre
que A.G est un sous-groupe 3-local du groupe de Fischer Figy si n =
7 et du Monstre si n = 8. Ces résultats utilisent essentiellement les
propriétés du Monstre, la classification des classes de conjugaison des
éléments d’ordre 3 dans 3'? x 2 Suz et des techniques d’énumération par
ordinateur.

L’objet retenu ici est de donner une construction élémentaire des
extensions non scindées en question par générateurs et relations.

Rappelons que le groupe G admet une classe de Fischer D (ou classe
de 3-transpositions) de cardinal 378 si n = 7 et 1107 si n = 8 et que
I'on sait exhiber une partie X de D de cardinal n et un systéeme de
relations R tels que (X, R) soit une présentation de G [11]. Le systeme
R se décompose naturellement en un systéeme R’ et une certaine relation
z = 1; nous montrerons que (X, R’) est une présentation de A.G.

Dans un article récent [7] J. HALL et L. SOICHER obtiennent aussi
les mémes présentations pour les groupes A.G, n = 7, n = 8. Leur
démonstration utilise une énumération de classes par ordinateur ce qui
leur permet de prouver plus rapidement que A est un 3-groupe abélien
élémentaire. Par notre méthode nous décrivons ce sous-groupe A en
exhibant un systéme générateur.

Conventions

Les présentations (X, R) considérées ici sont déterminées a partir
de la donnée d’un graphe de Coxeter sur X: les générateurs sont des
involutions indexées par les élémets de X, si deux éléments distincts a et
b sont liés (resp. non liés) dans le graphe alors (ab)® =1 (resp. (ab)? = 1).
Un sommet écrit entre parentheéses représente un élément n’appartenant
pas a X, satisfaisant aux relations de graphe indiquées et dont I’expression
sur les éléments de X est connue.

Le groupe H, défini comme le groupe des commutateurs de SUs3(2),

a—_b ) a—_b

admet la présentation ( v , (ac)? = 1) que 'on abrege ici par V .
¢ ¢

La classe de conjugaison de a dans H est de cardinal 9, c’est une classe

de Fischer de H dont les éléments ne commutent pas entre eux, de plus
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(abc)? est un élément d’ordre 3 qui engendre le centre de H [4], [10], [18].
Par convention on note le commutateur de deux éléments a et b d'un

groupe G par [a,b] = aba='b!, lordre de leur produit par |ab|; enfin
1

I'inverse de a est noté @ au lieu de a=*, et 'on pose aba = b*.

Enoncé des résultats v dyds dy d
THEOREME 1. Le groupe H dont ( i;;d \ i ,(d5dg)? = 1)
5 6

est une présentation, avec s = dzdsdsdzdyds, est isomorphe a ’extension
non scindée de O7(3).2 par un groupe abélien élémentaire d’ordre 3”. La
classe de conjugaison de x dans H est une classe de Fischer de H de

cardinal 2.3*.7.
dy ds dy dg d; dg

THEOREME 2. Le groupe H dont ( i;;d< . (d3dg)? = 1)
1

5
est une présentation, avec s = dzdsdsdzdyds, est isomorphe a ’extension

non scindée de Og (3).2 par un groupe abélien élémentaire d’ordre 3®. La
classe de conjugaison de dy dans H est une classe de Fischer de H de
cardinal 3*.41.

Principe de la démonstration

Dans chacune des situations étudiées on procede en deux étapes.
La premiere consiste a exhiber des sous-groupes R de Fiyy et T du Bi-
monstre, chacun d’eux admettant un systeme générateur satisfaisant aux
conditions décrites dans les théoremes 1 et 2, et possédant la structure
indiquée. Ces groupes R et T sont engendrés respectivement par deux
et trois sous-groupes isomorphes & lextension scindée 3% x (Og (3) - 2) et
“placés” de maniere convenable de telle sorte que les 3-groupes abéliens
élémentaires d’ordre 3% engendrent un 3-groupe abélien élémentaire N
d’ordre 3" (thm. 1) et K d’ordre 3® (thm. 2). Il reste alors a vérifier que
les quotients R/N et T'/K sont respectivement isomorphes a O7(3).2 et
Og (3).2 et que les extensions 1 = N - R —- R/N - letl - K —
T — T/K — 1 sont non scindées.

Pour la seconde étape on se donne un groupe H ayant la présentation
indiquée dans le théoreme 1 (resp. théoreme 2); il existe donc un morphi-
sme de H dans R (resp. de H dans T'). On observe que le groupe H
contient un élément, noté z, central dans le sous-groupe H' engendré par
{z,d;|2 < j <6} (resp. {d;|1 < j < T}). Cet élément est écrit en fonction
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des générateurs de H au début de la section 1-B (resp. 2-B); il satisfait
a 23> = 1. Si l'on adjoint z = 1 aux relations imposées (thm. 1 (resp.
thm. 2)), on obtient une présentation du groupe O;(3).2 (resp. Og (3).2),
voir les annexes A.2 et A.5 (resp. A.6 et A.7). La méthode adoptée
est alors la suivante. Soit E la fermeture normale de djd; (resp. dids)
dans H. On prouve que E est un 3-groupe abélien élémentaire d’ordre
37 (resp. 3%), puis que la classe de conjugaison de d; dans H est une
classe de Fischer de H. Enfin on vérifie que H satisfait aux conditions
du théoréme 1 (resp. théoreme 2).

Pour faciliter la lecture, les vérifications fastidieuses de la seconde
étape n’ont pas été reproduites; celles-ci sont élémentaires. Des vérifica-
tions du méme type sont totalement détaillées et décrites dans [13]. En-
fin pour ne pas alourdir le texte, certains résultats utilisés: présentations
fischériennes de certains groupes classiques, expression d’éléments parti-
culiers,... sont reportés en annexe.

Je tiens a remercier Jonathan Hall de m’avoir signalé une erreur et
indiqué certaines simplifications.

1 — Preuve du théoréme 1
A. Ezistence d’une extension non scindée 37.(0(3).2)

Dans le groupe de Fischer Fisy, noté F', on considére deux sous-
groupes (ez, e3) et (eq, e)) engendrés par des éléments de 1'unique classe
de Fischer D de F' isomorphes au groupe symétrique Ss, se centralisant
et pour lesquels I’ensemble des éléments de D commutant a e, €}, e,
ey n'est pas vide: Cp(eq, e, es,e5) # (. Désignons D, I'ensemble des
éléments de D — {e}, e € D, commutant a e, et posons

Fy=(D.,ND,) et Fy=(D,ND,).

Ces sous-groupes sont isomorphes & Og (3) x S, ils sont engendrés par
une classe de Fischer formée d’éléments de D (on dit que ce sont des
D-sous-groupes). Chacune de ces classes est la réunion de trois compo-
santes connexes dans le graphe de Fischer associé, on rappelle que dans
un tel graphe les sommets sont les éléments de D et les arétes les pai-
res d’éléments distincts qui commutent entre eux [4], [7], [10], [18]. La
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composante connexe de D, N D, (resp. D., N De/z) contenant e et e
(resp. es et e}) engendre un sous-groupe Hj de Fj (resp. Hs de Fy) iso-
morphe & Og (3).2 et le normalisateur de (eze}) dans F (resp. de (eseh))
est Np((ese})) = (es, e}) x Fy (resp. (ea, €h) x Fy), loc. cit.

On pose @ = Ny, ({ez€)) et P = Ny, ({ese)), on a alors:

Q C H3 C F3 C NF(<€3€;)>) = <€3,€;’> X F3 et

P C .H2 C F2 C NF(<€26/2>) = <€2,6/2> X F2
On se propose de prouver que le sous-groupe R de F' engendré par P et
@ admet un sous-groupe normal abélien élémentaire N d’ordre 37, que le

quotient R/N est isomorphe a O(3).2 et que l'extension 1 - N — R —
R/N — 1 est non scindée.

1. Description de P et Q. (Notations A.9).

Les sous-groupes H, et Hs sont engendrés respectivement par

! /
(e5) e d ¢ ks ey e

3

e

de
a = kl Yy
€1
et I'on a:

(%) (k) =1, (y@k$)* =1, séyeheséaehes = 1 = séseheséseyes.

Pour simplifier on pose ky = a, ki =k et y° = 9.

Le normalisateur de (ese) dans Hs (resp. de (esey) dans Hj) est
isomorphe au produit semi-direct 3% x (Of (3).2) et il contient le sous-
groupe P (resp. Q) engendré par les éléments
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pour lesquels on a (¢7k)* = 1, (d7k)* = 1 avec o = aézjaézy (Vérifications
longues, mais sans difficulté). Il s’ensuit que P (resp. ) est isomorphe
a 3% % (OF(3).2) (Annexes A.3 et A.4).

Notons A (resp. B) le 3-sous-groupe normal de P (resp. Q); c’est
un 3-groupe abélien élémentaire d’ordre 3% engendré par les éléments
suivants:

Oé:OdC:dC, B:O@:agca y:ak’:/@kgv aa:ﬁa@a (5:04é3:/8é397

€= Qg = 09

(resp. «, /87 Y, Qq, 0 = Aey = 6é2g7 é = Qey, = 962é2)-

Rappelons que si z et 2’ sont des éléments du systéme générateur de
P (resp. @) décrit ci-dessus et si v et v/ sont les générateurs «, et o,
qui leur sont associés dans A (resp. B), on a les assertions suivantes:

V=7 (own v=v""),

(2,0 £ 1= 0" =/ =1V =1",
[2,2'] =1 et 22/ £1=1v" =v et Vv=w1 .
Les égalités 8 = y'y°(= y'9), a, = a’a, ¢ = egey se démontrent & la
main sans peine; de la relation (x), il vient sé;£é;§ = 1 = sé3gé38 d’ou
sO¢ =1 = sde.
2. FEtude de N = (A,B) C R= (P, Q).

(i) N est engendré par «,fB,7,aq,0,e,&; N est abélien élémentaire
d’ordre 37.

La relation de = ¢ établie ci-dessus prouve la premiere assertion.
Sans difficulté on montre que £ commute a § et €; N est donc abélien
élémentaire et son ordre est au moins 3% Or A est strictement contenu
dans N puisque e, centralise A (ona A C P C H,) et inverse &(exfey = €),
d’ou |N| = 3".

(ii) N est normal dans R.

Tout élément g de P normalise A et centralise £ donc normalise N;
de méme (@ normalise N d’ou 'assertion.
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(iii) Le centralisateur de R dans N est trivial.

Un élément de N se met sous la forme n = ahﬁmynagéqag” avec
0 < h,m,n,p,q,r,r < 2. Sin centralise R, il satisfait & n* = n pour
tous les générateurs ¢ de R ce qui conduit a un systeme d’équations dont
I'unique solution est n = 1.

(iv) L’action de R sur N est irréductible.

Cela vient du fait que P (resp. @) opere sur A (resp. B) comme sur
son module naturel, de maniere irréductible.

(v) On a Cr(N) = N : N est son propre centralisateur dans R.

Soit g un élément de R centralisant IV; il centralise en particulier €
et &, c’est un élément de (g) x F, N () x F3. Quitte a modifier g, on peut
supposer qu’il appartient a F, N F3. Or F, N F3 est un sous-groupe 1T’
de F engendré par des éléments de D, isomorphe au produit semi-direct
3% x 05(3).2 contenu dans P N Q. En décrivant O3(T), on vérifie que
ce sous-groupe est abélien élémentaire et qu’il est contenu dans N; il est
donc centralisé par g. Il s’ensuit que g est un élément de O3(7T") donc
de N.

3. Le groupe quotient R/N est isomorphe a O7(3).2 et l’extension 1 —
N — R — R/N — 1 est non scindée.

On note ¢ 'application canonique R — R/N et on pose x = a®2%3¢3,

(i) Les relations suivantes sont satisfaites.

(pour la définition de x’ voir 'annexe A.2).

Les vérifications sont faciles sauf peut-étre pour établir la relation
(zg)? = 1. Pour celle-ci on fait opérer g = x¢ x3 sur chacun des généra-
teurs de N et l'on constate que g opére trivialement; par 2.(v), c’est un
élément de N. Comme zg est d’ordre au plus 3 (z et § sont dans D), on
a g = 1. Par la méme méthode on prouve que z’e, est un élément de N.
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(ii) R/N est isomorphe a O(3).2.

On introduit les éléments suivants:
__okyeés 1 _ _okyaés / e3tt/m _ ~ éses (7 ézesx [ é3e3majl
t=e3 ', V' =e3 ", 2l = 2% 20 = o(ga)? (Ja) " (Ja) :

En faisant opérer zo sur IV, on constate que zy opére trivialement; zg est
donc un élément de N.

Ainsi ¢(z) = 1 et par ailleurs ¢(ez) = ¢(2') (par (i)); il s’ensuit que
¢(R) est engendré par les images des éléments z, e, €3, 7, a, ¢, k, images
qui satisfont aux relations décrites dans (i). Le groupe quotient R/N est
donc un quotient de O(3).2. Or R/N n’est ni trivial ni d’ordre 2, on a
donc R/N ~ O;(3).2.

(iii) L’extension (x) 1 - N — R — R/N — 1 est non scindée et z, est
non trivial.

a) Posons u = 2/tt’ezak; u est le produit de six éléments de D commutant
deux & deux; on a u? = 1. L’image de u dans R/N est une involution
centrale du sous-groupe U de R/N engendré par

o(x) ¢les) o@Es) oY) o(k)

Le centralisateur Cy(g)(¢(u)) de ¢(u) dans ¢(R) contient U, il est iso-
morphe a 2 x Og (3).2; on a donc Cy(p)(¢(u))=U et p(u)=o(z')p(es)d(t)
o(t")p(a)p(k) est involution centrale de U [4], [10], [13].

b) On vérifie sans difficulté que u opeére sur N en inversant 3, 7, ay, 9,
g, £ et en transformant o en afBvya,(= uau). Posons n = afB7a,; alors
Cn(u) = (n) et n est d’ordre 3. On vérifie également que 1 centralise z,
es, €3, a, J et k. Le noyau de la restriction de ¢ a Cr(u) est donc (n) et
I'on a

(+) 1= () = Crlu) S U = 1ouU ~2x0; (3).2 et (n) = Z(Cr(w)).

¢) Structure du centralisateur dans F' de I'involution u. Dans F' il y a qua-
tre classes d’involutions D, Ty, T3 et T, (ou T; désigne I’ensemble des pro-
duits de 7 éléments distincts de D commutant deux & deux. On sait que
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cing éléments distincts de D commutant deux a deux sont contenus dans
une octade, il existe donc b, V', b’ dans D tels que {2/, t,t',e3,a,b,b', 0"}
soit une octade O; on rappelle que D peut étre munie d’une structure de
systeme de Steiner St(5,8,24) [1], [4], [10]. On a donc x'tt'esa = bb'b" et
k commute a b, b’ et b”. L’involution u s’écrit aussi u = kbb'b”; si k est
I'un des éléments b, b’, b” I'involution u est dans T5; sinon elle est dans T}.

Supposons que u soit dans Ty, on a alors O = {z/,t,t',e3,a,k,b,b'};
or tout élément f de D qui appartient & aucune des cliques L contenant
O centralise au plus quatre éléments de O, |Dy N 0|e{0,1,2,4}. Si l'on
prend pour f I'un des conjugués de x' par N, f centralise es, t, t/, a et
k; cette situation est donc exclue.

Ainsi u est un élément de T,. Le centralisateur de v dans F est d’ordre
222375.7 et Cp(u) =V x S, S étant isomorphe & S, et V étant le sous-
groupe engendré par Cp(u); ona VNS = {1}. De plus V = 0y(V).M ou
O, (F) est un sous-groupe extra-spécial d’ordre 2'® et de type +, et ou M
est isomorphe & I’extension centrale non scindée 1 — 3 — 3.(Oq (3).2) —
Og (3).2 — 1, [6], [19].

d) L’involution u est un élément de T}, la structure du centralisateur de u
dans F' impose que l'extension (*") soit non scindée. En outre (1) = (zo)
d’ou I'assertion.

4. Le groupe R admet un systéme générateur satisfaisant aux conditions
suivantes:

(k) =1, 0= aésjaésy

3
20 c
VA o0 e {d Y,

T = q%3¢2¢s

Cela résulte de ce qui précede.

5. Le groupe R est un sous-groupe 3-local de F.

Par construction R normalise le 3-groupe N. Soit g un élément de
F' qui normalise N. Quitte a modifier g par € ou &, on peut supposer
que g fixe € et &; alors g est un élément de H, N H3 et par suite R est le
normalisateur de N dans F'.
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B. Etude d’un groupe H satisfaisant aux hypothéses du théoréme 1

Soit H un groupe ayant la présentation

do dy ds dy dy

§d5 ;, dg (didG)Q =1, s=dzdsdsdsdsds.

Il existe un morphisme ¢ de H sur le sous-groupe R de F' décrit dans la
section A (A.4) qui conserve le diagramme ci-dessus. En particulier I'i-
mage 2z, de élément 2z = dyds(dyds)® (dyds)®392(dyds) 39240 (d4d5)d3d2d0d5
ou dj = P avec p = dodsdgtt!, t = dgri2dsdedadsds p — gltdadsds ot 1yon
triviale. Cela impose que djd; ne soit pas trivial, sinon z serait central
dans H il serait donc trivial [11].

On pose o = did; et I'on note E la fermeture normale de v dans H;;
FE contient alors les éléments suivants:

— — Adad1 — d6d4 _ ,d3d4
a = Qq, Qg =« ) Qg = Oy ) Q3 = Qy 9
_ dod3 _ dod2 _ d5dy
Qo = O3 3 Qp = Qy ) Qp = Qy )
_ _ d4d1$d1d4 _ d5d4 _ d3d4 _ d2d3
B =p=a , Bs =04 , Bs =04 , Ba=05 )

did dod
Br=05"", Bo=p0"", Pa=0]f

1. Les éléments o et B;(0 < j < 6) engendrent E.

Cela résulte des assertions suivantes dont la preuve est laissée au
lecteur

(i) dja;d; =@y, d;B;d; = B; (0 < j < 6);

(11) [dj,dh] =1cet dj 7é dh = djahdj = Qy, djﬁhdj = ﬁh, [Oéh,Oéj] =
[5hw3j] =1

(111) [dj,dh] # 1 = djOéhdj = apQ; = Q0 = dhOéjdh, djﬁhdj = Bh/@j =
BiBr = dnB;dn;

(iv) dsasds = 63a533, dsazds = @3f50a3, d3fBsds = s3f503, dsfsds =

B{ﬁ?ﬁ&
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2. On pose v = |z, as]; v engendre le groupe des commutateurs [E, E|,
etve Z(H).

Pour cela on établit sans difficulté les assertions suivantes:
(i) v est dans Z(H) et v = [af1% af1%);

)
(ii) v = [Bs, Bs);
) v=auaja] = [, af] = [of, of] = [of, on];
(iv) v* = [, B5] = [an, Bu] (0 < h < 6);
)
)
)

(iii

(v) [d;dyn) =1 et d; # dy, = [B;, an] = v;
(vi) [dj,dp] #1 et {j,h} # {3,5} = [B;,an] = v;
[

(vii 3,05 = U, [B5, a3) = L.

3. Le sous-groupe E est abélien élémentaire d’ordre 37.

On prouve d’abord que v est trivial, ensuite que o; = 8, (0 < j < 6),
enfin que of = 1. Comme « = a; est un élément non trivial de E, les
assertions 1. et 2. donnent le résultat.

4. Soit m : H — H/E; alors H/E est isomorphe a O7(3).2 et z est
dans E.

En effet w(H) est engendré par les images des générateurs de H;
comme « = did; est dans F, le commutateur de 7(d;) et de 7(2) est
trivial, m(z) est donc central dans 7w(H). C’est donc un élément trivial;
ainsi z est dans E et w(H) est isomorphe a O7(3).2 (annexe A.5).

5. La classe de conjugaison de dy dans H est une classe de Fischer de
H; lextension (x) 1 - E — H — H/E — 1 est non scindée; ¢ est
un isomorphisme de H sur R.

Soit u' I'involution ddadsdstt’ (notations ci-dessus); c’est un produit
de six éléments de dff commutant deux & deux, v’ € [H, H]. Le centrali-
sateur de v’ dans H, Cy(u'), contient dy, do, d3, d4, ds, dg et son image
par 7 est isomorphe & 2 x Og (3).2. On vérifie que (z) = Cy(v')NE on a
ainsi Cg(u')/(z) ~ 2 x Og (3).2 et 'assertion 5. résulte de la section A.
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2 — Preuve du théoréme 2
A. Ezistence d’une extension non scindée 3%.0g (3).2

On désigne par C le groupe présenté par (Ysss, S = 1), voir Pannexe
A .10, et I'on note C; le sous-groupe de C' engendré par les éléments

(f)e; d;j ¢y by a

je{2,3} ’—‘—‘—Wclbl J
C

Ly

(f]/) ej dl C1 bl a

J ;;;C/ : C1b1

Ly

on a (ay“1®1)? = 1 ol o désigne c}c,b,c;c b, (notations A.9).

Le sous-groupe C; (1 < j < 3) est isomorphe & un quotient du groupe
0-(3).2 (A.5) dont le seul sous-groupe normal est O(3) qui est simple
d’indice 2. Comme C} contient des éléments d’ordre 3, ab; par exemple,
C; est isomorphe & O7(3).2. Rappelons que la relation S = 1 impose
fn =[] et cénen fnénenfn =1 avec &, = ezhdz (annexes A.5 et A.2). On
désigne par (xh) la relation oéy(ep fr)én(enfn) = 1.

Pour simplifier les notations on pose y* =9, ¢; =¢, ¢} =, c3 =k,
p = Yaezyaes.

1. SoitU; = (e;,é;,7,a,c, k), U; est isomorphe ¢ Of (3).2, j € {1,2,3}.

e; € Yy c’

En effet, on a les relations \)'/\ et (c gaejgae; k) = 1;
a

U; est donc un quotient de O (3).2 contenant des éléments d’ordre 3.
Comme 'unique sous-groupe normal de Of (3).2 est d’indice 2 ([1], [4]),
I’assertion est établie.

Remarques complémentaires. On pose t = kP339 et t/ = kre3399  ces
éléments t et t’ appartiennent au sous-groupe de Uz engendré par es, és, a,
7, k, sous-groupe isomorphe a 2 x Uy(2) dont p = estt’ak est 'involution
centrale ([1], [4], [10], annexe A.1). Par construction U; centralise e;, ey,

fi et fha {17273} = {hvlvj}
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2. Soit V; = (Uj, c), V; est isomorphe a 'extension scindée 3% x OF (3).2,
je{1,2,3}.

On a les relations (j¢)? = (j¢')? = (j¢')? = 1, de plus ¢ commute

c
. oo /3
gae;gae; pox G € y/\ /
avec k¥e¢i¥eci  d’ou c! La fermeture normale A; de

a = cc dans V; est engendrée par les éléments

/ jc' ky

« = cc , ﬁ:ag:a‘y ) ry:akzﬁy’
— pag — _ é;0 _ _ 5%
aa—/By’ 5j_aéj—,87y, Ej—aej_(ij .

On rappelle (annexe A.5, [13]) que A; est un 3-groupe abélien élé-
mentaire non trivial sur lequel V; opere de la maniere suivante: si d et d’
sont des générateurs distincts de V; et si v et v/ sont les générateurs de
Aj; qui leur sont associés, alors v? =7, [d,d'] =1 = vl =, [d,d]#1=
v = =vv = v (loc. cit.). Ainsi V; est un quotient de I’extension
3% x Of (3).2; or l'opération de Of (3).2 sur le 3-groupe d’ordre 3% est
irréductible, ’assertion 2. en découle sans difficulté.

Résultats complémentaires. Des calculs élémentaires conduisent aux
égalités suivantes:

A A A o A
B=90,a,=0a"a,0; =€ “¢; ,e; = (e;fje;)e; ;

en particulier les relations (*h) du début du paragraphe, donnent
Uéhﬁhéh€h =1d’ou 05h§h = 1 ou encore 6353 = 62?2 = (51?1 (**)
3. Etude de Ry, = (V;,V;) et N, = (A, A;), {h,i,7} = {1,2,3}.
On établit les assertions pour h = 1, les autres cas sont semblables.
(i) Le sous-groupe N, est abélien élémentaire d’ordre 37.

En effet, N; est engendré par A, et A; dont les générateurs sont
respectivement «, B3, v, g, 02, €2 €t a, B, 7, g4, 03, €3; on a donc
N = {«, 5,7, q, 03,€3,€2) car dy = 038369, relation (k).
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Des vérifications simples montrent que €, commute & €3 et a d3; ordre
de N; est donc un multiple de celui de A;. Or &, n’est pas dans Ajz car
As est centralisé par e, et 'on a exepes = 5. On a donc |N;| = 37.

(ii) Ny est normal dans R;.

Soit g dans Ry; si g est dans V5, il normalise A, et il est centralisé par
ey et fy qui sont dans le centralisateur de V5 dans C'. Ainsi g centralise
esfa = €9, g normalise Ny, on en déduit I’assertion.

(iii) Les relations suivantes sont satisfaites:

€3 €3 )
- c
Yy
a , (6263)° = (E3€2)” = (e362)” = (¢"k)* = 1.
k
ey €9

(iv) Le sous-groupe R, est isomorphe a 37.0(3).2 (extension non scindée).

Avec les notations du théoreme 1, il y a un morphisme 6 de R sur
R; qui applique le systéme générateur de R = (P, Q) sur celui de R, =
(Va,V3) © Ry est donc un quotient de R. De maniére simple ¢ induit un
isomorphisme de N sur N;, on a donc N N ker § = {1} et N. ker /N
est un sous-groupe normal de R/N. Le seul sous-groupe normal propre
de R/N est [R/N, R/N] qui est d’indice 2; pour des raisons d’ordre, cela
impose que N. ker 8 = N, 6 est donc un isomorphisme.

(v) Conséquences pour R;.

L’opération de R, sur N; est irréductible et 'on a Cg, (N;) = N; (voir
section 1 - A.2). En outre I’élément z ci-dessous satisfait aux relations

é3égesy .
x = %32

de plus 2’ (voir annexe A.5) est tel que 2’e; € N;. Soient ¢ : Ry — Ry /N,
et

2 :Qa(:ga)éS(Qa)éBES(Qa)é3631(g)a)é363”/ on a ¢(z1)=1et z;#1 (loc. cit.).
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4. Etude de X = (V}, V5, V3) et de K = (Ay, Ay, A3).

(i) Le sous-groupe K est engendré par o, B, v, Qa, 03, €3, €2, £1; K est
abélien élémentaire d’ordre 38.

Rappelons que 0 = 0383¢2 et 0; = J383e1 (relation (xx)), K admet
donc les huit générateurs ci-dessus. Comme K contient A, son ordre
est un multiple de 37; e, centralise «, 3, v, aq, €3, &1 (d’apres 3 (1)), il
s’ensuit que K est abélien élémentaire d’ordre voulu.

(i1) L’opération des générateurs de X (i.e. ceux de Vi, Vi, Vy) sur ceux
de K est décrite dans 2.

On connait I'action des générateurs de Vi, Vs, Vs sur «, 3, v, a, qui
sont des éléments de A; N A; N As. Puisque e; et e, centralisent Vi, ils
centralisent d; et e3; par ailleurs e, inverse €. On connait ’action de ey,
es, e3 sur K d’apres 2.

Dans 3 (iii) on a vu que é; et é3 se centralisent, or on connait I’action
de é5 sur (A;, Ay) et sur (A, As), on connait donc celles de é;, é;, é3 sur
K. Avec les conventions de 2:

vi =7 sivestassocié ad,

/ . 70N :

v¥ =v sivestassociéadetsidd =dd#1,
! d . RN N .

v = =v'v=1"" sivestassociédd, v ad etsidd #dd.

(iii) Le sous-groupe K est normal dans X.

Soit g un élément de X, s’il appartient a Ry, il normalise (A,, A3) =
N; (voir 3). Mais g étant dans R; est centralisé par e; et f; (voir 1 (iii)),
on a donc €] = ¢, et par suite g normalise N; et €;: il normalise K.

(iv) Le centralisateur de X dans K est trivial.

Soit 7 un élément de K qui commute a tous les générateurs de X. Cet
élément se met sous la forme n = a"ﬁmy"/aamléqsg 5§5§,, on écrit dnd = n,
pour chaque générateur de X, on obtient alors un systeme dont I'unique
solutionest n=m=n'"=m'=q=¢ =r =1 =0, d’ou le résultat.

(v) On a Cx(N;)NR; = N; (voir 3.).

(vi) Nouveau systéme générateur de X : X = (es, é3,a,7,c,c, k,d,d').
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On introduit les éléments suivants:

d= @aélézc/kﬂaégégegc/ttlk et d/ — gc/aélégg}aé3e31}é3aﬁkd

On observe que d commute a ez, é3, 7, a, ¢, ¢ et que (dk)® = 1; puis que
d' commute & es, €3, 9, a, ¢, ¢, k et enfin que (dd')® =1, dd’ # 1 (Ces
vérifications sont longues mais faciles).

Posons X, = (es, é3,a,9,c, ¢, k,d,d'), X, est un sous-groupe de X pour
lequel les relations suivantes sont satisfaites:

(A) €3 ég Yy k % d’ ’
VAN
a¥ c c’

Les éléments é, et é; sont dans X;. En effet, posons k' = §° %12, k' est
dans X; et I'on a

(dPk)*=1

d/ — k/@aéSCSﬂéSGde et d = (k/k@a)ég(égegcltt,k’)

Ainsi é; est dans X;; il en est de méme pour é;.

Les éléments e; et e; sont dans X;. Considérons le sous-groupe de X;
engendré par ez, é3, 1, ¢, ¢, k, é, c’est Ry; il contient e, car x’ est dans
R, et x’ey est dans N; (d’apres 3 (v)); de maniére semblable e; est dans
X;. Ainsi X; = X.

5. Le groupe quotient X/K est isomorphe a Og (3).2 et l'extension 1 —
K — X - X/K — 1 est non scindée.

On note 1 I'application canonique X — X /K, on pose dy = d**'¢ et
2" = aés(aés)?(aés)?* (aéz)"™ (aez)i*ddo,
(i) Le groupe X/K est isomorphe a Og (3).2, 2" est dans K.

Observons que X/K est engendré par les images des générateurs de
X, et que celles-ci satisfont aux relations (A), en outre ¥(c’) = ¥(c).

Pour prouver que z’ est dans K, on considere le produit ¢ = d'* d'.
Apres une suite de réductions, on montre que ¢ est conjugué dans X & un
élément ¢’ appartenant au sous-groupe R, de X. En décrivant I’action
de ¢’ sur N, on constate que (' y opere trivialement: (' est donc dans
N,y (4 (v)) et par suite ¢ est dans K. En conséquence 1(z’) est central
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dans X/K. Or X/K est un quotient de Og (3).2 (annexe A.7), ¥(z') est
trivial et donc 2’ est dans K.

Enfin, X/K n’est ni trivial ni d’ordre 2, assertion (i) est établie.
(ii) L’extension (x) 1 - K — X — X/K — 1 est non scindée.

a) Notons X' le sous-groupe de X engendré par

€3 ég yA k d

on a (¢?k)? =1 et X’ est un quotient de I’extension centrale non scindée
3.(2 x O7(3)), celle-ci admet une involution centrale qui est I'image de
u' = esgtt’akdod”, d’ = df)/@ka@c, (annexe A.6). On observe que u’ est non
trivial (car ¥ (u’) est non trivial dans ¥(X)). L’image de X’ dans X/K
est isomorphe a 2 x O(3) et ((u')) est le centre de ¥(X'), en outre
(X') est le centralisateur de 1 (u') dans 1 (X).

b) Détermination du centralisateur de v’ dans X. Pour cela on décrit
Paction de d’ sur les générateurs de K puis on vérifie que n € K est
centralisé par u’ si et seulement si il est dans (g;£2). On a alors Cx(u') N
K = (g1e,) et par suite Cx (u')/(g162) ~ P(X') et |[Cx (u)]| = 219315.7.13.

¢) Une remarque. Soit V' le module naturel de ¢(X); V est un espace
vectoriel de dimension 8 sur IF3 muni d’une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée B telle que V admette une base orthogonale vy, vs, ..., vy,
v ou B(v;,v;) =1 et B(v',v') = —1; les images par ¢ de es, t, t/, a, k,
dy, d” correspondent aux réflexions ¢,, (1 <4 < 7). Dans cette situation,
(X)) est le sous-groupe d’indice 2 de GO(8,IF;, B) engendré par les t,,
B(v,v) =1, et « est 'involution jt,(j = —id,).

d) Faisons I’hypothése que (*) soit une extension scindée. Comme toutes
les extensions 1 — 3% — X — O3 (3).2 — 1 (scindées) sont isomorphes,
puisque TH'(Og (3),3%) = 1, [8], on peut réaliser I'extension () en plon-
geant X dans un groupe X isomorphe & 2.015(3).2 dont on note V le
module associé. Alors V est un IFj-espace vectoriel de dimension 10,
muni d’une forme bilinéaire symétrique B non dégénérée et prolongeant
B(B/V = B); on a V =V L P ol P est un plan hyperbolique. Le
groupe X est engendré par les réflexions t,, B(v,v) = 1, et admet un
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élément central d’ordre 2. Soit w un vecteur isotrope non nul de P,
alors X est le centralisateur de w dans X. L’involution ' est une (7,3)-
involution de X au sens suivant: si I'on pose Wi (/) = {v — @/ (v)|v € V'}
et Wa(u') = {v € V|u/(v) = v}, on a dimWy(v/) = 7, dim Wy(u') = 3
et le centralisateur de v’ dans X est un groupe isomorphe au produit
direct (g) x X; x X5 ou g désigne une involution et X; le sous-groupe
des transformations orthogonales sur W;(u’). On a |X;| = 2'°395.7.13 et
| X5 = 23; on a donc |Cx (v')] = 2'43'°5.7.13 [15].

Observons que C'x(u') est exactement formé des éléments de X qui
centralisent u' en fixant w : X, et g fixent w, les seuls éléments de X, qui
fixent w sont les deux éléments d’ordre 3; |Cx(u’)| est donc un multiple
de 2.3.|X;| = 23'95.7.13.

e) Il résulte des conclusions b) que 'hypothese faite en d) n’est pas rem-
plie; 'extension () est non scindée.

(iii) L’élément 2" n’est pas trivial, 2’ € (e1e2).
En effet, si 2’ est trivial, X admet un sous-groupe isomorphe a 9 (X),

I'extension (*) ci-dessus serait scindée (annexe A.7), d’ou le résultat.

6. Le groupe X admet un systéme générateur satisfaisant aux conditions
sutvantes:

€3 é3 :& k d d’ (C/pk)2 =1
\ 3/ \ j 3/ ’
a (do)

on a alors [d', 2] # 1. Cela résulte de ce qui précede.

B. Etude d’un groupe H satisfaisant aux hypothéses du théoréme 2.

Soit H un groupe ayant la présentation

dQ d3 d4 d6 d? dS

\3/\
d d,

5

(djds)* =1

ol s = dydydsdsdads et db = d2™ U avec t = d3NB of ¢ = dyleldsds,
Il existe un morphisme 6 de H sur le groupe X, défini dans la section 2-
A qui conserve les relations décrites ci-dessus dans A.6. En particulier
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I’élément z défini par
z = (d5d3)(d5d3)d4 (d5d3)d4d6 (d5d3)d4d6d7(d5d3)d4d6d7dl7

a pour image 1’élément 2’ (voir A.5)) lequel est non trivial. En conséque-
nce z n’est pas trivial, on a donc di # dg sinon z serait un élément central
de H et par suite il serait trivial.

On pose o = dids et I'on désigne par E la fermeture normale de «
dans H; H contient alors les éléments suivants:

_ _ drdg _ dedr _ dadg
o =g, Q7 = & ) Qg = Q7 ) Qy = Qg )

_ d3dy __ dods __ . didyg _ . dsdy
3 = Oy , Qg = Qg , Q1 =0y y Q5 = Qy )

dgd drd, dgd
B=p"", Br=p"", Be=p"", Ba=of,
dad. dod, dypd dsd.
Bs =B, Pa=0577 bi=p0" By =0

1. Les éléments o; et 5;(1 <1i < 8) engendrent E.
Cela résulte des assertions suivantes:
(i) Pour 1 <j <8, dja;d; = a; et d;B;d; = 3;;
(ii) Pour (d;d, # 1, [d;,dy] = 1,1 < j,h <8), djo,d; = oy, [0, 04] =
185, Br] = 1, d;Bnd; = Br;
(iii) Pour ({j,h} # {3,5}, [d;,dpn] # 1) djand; = a0 = ajay = dpayd,y,
et d;Bnd; = BnB; = BiBn = dnBidn;
(iv) dsasds = @zas8s, d3fsds = asfsas, dsazds = 3P503, dsfsds =

B5 83005
2. On pose v = [az, a5]; v engendre le groupe des commutateurs [E, E]
etve Z(H).

La preuve est similaire a celle de I'assertion 1-B.2.

3. Le sous-groupe E est abélien élémentaire d’ordre 38.

Les générateurs de E sont conjugués entre eux, on prouve que v et
a? sont triviaux; comme z ne centralise pas dg, a est d’ordre 3 d’ou le
résultat.
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4. Soit m: H — H/E; alors H/E est isomorphe a Og (3).2 et z € E.

L’image de « est triviale, on a donc 7(z) = 1 (annexe A.7). Par suite
m(H) est un quotient de Og (3).2, comme 7(H) contient des éléments
d’ordre 3, m(H) est isomorphe a Og (3).2.

5. La classe de conjugaison de dy dans H est une classe de Fischer de
H; lextension (x) 1 = E — H — H/E — 1 est non scindée: 0 est
un isomorphisme de H sur X.

La premiere assertion ne présente pas de difficulté. Posons u =
dott'dsdgdd” ot d” = d'$P4%6%%9 . 4 est une involution centralisée par
les éléments d; (1 < j < 7); le centralisateur de 7(u) dans H/E est iso-
morphe & 2 X O(3) (annexe A.6) et (z) = Cy(u) N E. L’assertion résulte
alors de la partie A.

— Annexes

Al G=2xUy2) (=2 x05(3).2) (véf. [1], [4], [10], [11], [18]).
Ordre: 27.34.5;

b c d g
Présentation fischérienne: (’—v—‘)
e

On pose s = (cde)?, t = b¥9% ' = b7 alors:

(i) s est un élément d’ordre 3 central dans (c,d, e),

(ii) p = btt'eg est un produit de cing involutions commutant deux a deux,
p est 'involution centrale de G.

Classe de Fischer: b¢ d’ordre 45.

A2, G=3.2x04(3).2) (réf. [1], [10], [11], notations A.1).
Ordre: 2°.37.5.7. bc d g h (h’))

Présentation fischérienne: (*—V—O—O—‘
e

On pose b/ = hott'h;
(i) h' satisfait aux relations ci-dessus,
(ii) m = btt’egh’ est I'involution centrale de G,
(iif) 2" = (ec)(ec)?(ec)™ (ec)¥(ec)™" est un élément d’ordre 3 du centre
de G, si on pose h = h9 on a aussi 2’ = shh/hhh'h.
Classe de Fischer: b d’ordre 2.3%.7.
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L’extension 1 — (2') = G — 2 x Og (3).2 — 1 est non scindée.

Si 'on adjoint la relation z’ = 1, on obtient une présentation de 2 x
Og (3).2.

A.3. G =0{(3).2 (réf. [11], notations A.1).
. 98 96
Ordre: 2°.3°.5.13. b e d f

Présentation fischérienne: (’—W . (ff9)?= 1>.
e *g

Classe de Fischer: b d’ordre 117.

A.4. G =3%%x0{(3).2 (réf. [13], notations A.1).
Ordre: 2%.3'2.5.13. £

b ¢ d
Présentation fischérienne: (’*‘vé , (frg)P=1= (f/sg)Q)-
e *g

Classe de Fischer: b d’ordre 33.13.
Le sous-groupe O3(G) est abélien élémentaire d’ordre 3°.

A5. G =05(3).2 (réf. [1], [11] , notations A.1).
Ordre: 21°.3%.5.7.13. @) b e d f

Présentation fischérienne: ( o—o—w . (ffe)r=1, f*f= 1>
€ *9

ot a' = a"'e et z = (ed)(ed)"(ed)®(ed)***(ed)® (notations A.1).
L’élément o satisfait aux relations ci-dessus, z est trivial.
Classe de Fischer: b¢ d’ordre 378.

A.6. G =2x0,(3) (réf. [1], [11], notations A.1).

Ordre: 2'°3%5.7.13. b e d g h
Présentation fischérienne: ( (;; \ . (ffg)r=1, 2= 1)
a [ (N

(pour A’ et 2’ voir A.2).

Classe de Fischer: b% d’ordre 351.

Le centre de G est d’ordre 2, I'involution centrale est le produit de sept
éléments distincts appartenant & b% commutant deux a deux: btt'egh’h”
ot b = /%Y Sj on omet la relation 2’ = 1, on obtient une présentation
de l'extension centrale non scindée 3.(2 x O7(3)).
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A.7. G =04 (3).2 (réf. [1], [11], notations A.1 et A.2).
Ordre: 2'.3'2.5.71341. b ¢ d g h j

Présentation fischérienne: (W C(ffg)2=1, j7j= 1),
e [ (W)

ou A’ et 2’ sont définis en A.2.

L’élément h' satisfait aux relations ci-dessus et z’ est trivial.

Classe de Fischer: b¢ d’ordre 33.41.

A 8. G =2.0%(3).2 (réf. [1], [11], notations A.1 et A.5).
Ordre: 22.3'2.5%.7.13. @) a bc d g h

Présentation fischérienne: ( i;; \ , (ffg9)?=1, z:1>.
e

Classe de Fischer: b d’ordre 22.3%.5. /

Le centre de G est engendré par une involution qui s’écrit comme un
produit de huit éléments distincts commutant deux a deux appartenant
a la classe b“.

A.9. G = Fiyy (véf. [4], [12]).

Ordre: 2%2.3'6.52.73.13.17.23.29.

Le groupe G admet un systeme générateur formé d’éléments de la classe
de Fischer D satisfaisant aux relations suivantes:

S C 2
es ky d ¢ ky e (kiki)" =1
e k,/klek/kgc 2 =1
. g (11
(Kre2)* = (kyes)® = (kjer)? =1
€1
zZ3 = 1
ou kj = kﬁ»)jkj, e = e?hej (= efiej ), p; désignant l'involution centrale

du sous-groupe (¢, d, e, ky, k;) pour {h,i,5} = {1,2,3} (voir A.1) et ou
23 = (ec)(ec)?(ec)™s (ec)®ses (ec)dk?’e?’eg.

L’ensemble (%) et d’autres relations fournissent une présentation fisché-
rienne de G.

Elejek ~ kjks , . N o a1 s
Posons y = k""" et é; = e;/ 7, définissons de maniere similaire les

éléments z; et z, et enfin appelons H, le sous-groupe de G engendré par
ej, kj, d, c, e, y* pour j = 1,2. On a les assertions suivantes:
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. I N N .
(i) z; s’écrit z; = sé;jefe;é;ele;, on a z; = 1;

€3 kgd 6]{516

. : 1 e
(ii) les relations .—.—.W.—. sont satisfaites;

(iii) e} est dans Ho; ¢y

(iv) on a (y°*k;)? = 1;

(v) H, est isomorphe & OF (3).2.

De maniere semblable on note Hj le sous-groupe engendré par

er ki e ¢ ky e

yde d

Hj est isomorphe & H, et 'on vérifie que H, (resp. Hj) centralise ej et
s (resp. ey et e)).

A.10. G = Mwr2 (véf. [1], [2], 9], [14]).
On désigne par C' le groupe présenté par la donnée du graphe de Coxeter

a

3

C3
d3

€3
I3

et de la relation S = 1 avec S = (ab,ciabycoabsez)™.
On sait qu’il existe un isomorphisme de C sur le Bimonstre Mwr2. In-
troduisons les éléments suivants ou {h,7,7} = {1,2,3}

y = a"t2he mj = (bucnabpbiacb; )%
c1coc3bibob 9
Y =yaeentts o f = (ab1b2b30icjdi) )

c;, — Ybiciab;
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Alors: by
a
(i) Les relations : 3 €3 sont satisfaites;
1 C1 h
ds

(i)

(iii)

[1]

La relation S =1 impose: (Ya)3 = 1, Y™iY = 1, f12 = f137 f23 = f217
fa2 = fa1;
o (f9) e ds ¢y by a
On a les relations .—‘—‘—W et (a®y“1")? =1 avec o =
Cl Clbl

cicibicieiby, le sous-groupe C5 engendré par les éléments ci-dessus
est isomorphe a O7(3).2; I’élément supplémentaire f3 est égal a f3 et
Iélément z = oezé3 fzesés fz est trivial (A.5).
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