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Riassunto: Diamo delle stime per la misura di non compattezza della composi-
zione di operatori lineari integrali con operatori non lineari in spazi ideali (L∞-lattices)
di funzioni misurabili a valori in spazi di Banach.

Abstract: We give estimates for the measure of noncompactness of the image
of compositions of linear integral operators with nonlinear operators in ideal spaces
(L∞-lattices) of measurable functions with values in Banach spaces.

È ben noto che la composizione di due operatori non compatti può

essere compatta. Nelle applicazioni è particolarmente importante la com-

posizione di un operatore integrale (lineare non compatto) con un ope-

ratore di sovrapposizione (non lineare e non compatto). In questo caso

la composizione è un operatore integrale (non lineare) di tipo Hammer-

stein. Tali operatori sono stati studiati, tra l’altro, in molti lavori di M.

A. Krasnosel’skij e P. P. Zabrejko [10].
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La classe più naturale di spazi per analizzare operatori integrali è

quella degli spazi ideali (che contengono in particolare gli spazi di Lebe-

sgue e di Orlicz). Anche se le composizioni di tali operatori possono

essere non compatte, spesso si riescono ad ottenere delle stime per la loro

misura di non compattezza che sono molto più precise che per operatori

lineari qualsiasi. Ciò è dovuto al fatto che operatori lineari integrali hanno

sempre qualche proprietà di compattezza in spazi di funzioni misurabili.

Più avanti discuteremo questo fenomeno anche per funzioni a valori in

spazi di Banach.

Questo articolo è strutturato come segue. Nel primo paragrafo otter-

remo un legame tra la misura di non compattezza α(M) di un insieme

limitato M in uno spazio ideale, da una parte, ed una certa caratteri-

stica γ(M), dall’altra, sotto l’ipotesi che M sia compatto in misura. Nel

secondo paragrafo dimostreremo che molti operatori integrali lineari K

sono in un certo senso compatti in misura. Questo fatto sarà utilizzato per

derivare una stima per la misura di non compattezza α(K(B)) dell’im-

magine K(B) tramite altre due caratteristiche γ(K(B)) e γ(B,K) che

introdurremo nel terzo paragrafo. Successivamente proveremo che per

operatori integrali “regolari” la stessa caratteristica γ(K(B)) si controlla

con γ(B,K). Di conseguenza si può stimare la misura di non compattezza

α(K(B)) di K(B) solo tramite γ(B,K). Come vedremo quest’ultima ca-

ratteristica può essere “piccola” (o addirittura zero) anche se B e K sono

“lontani” dall’essere compatti. Infine, nell’ultimo paragrafo illustreremo

i risultati astratti tramite esempi ed applicazioni.

1 – Misure di non compattezza in spazi ideali

Sia (U, | · |) uno spazio di Banach su IK = IR o IK = C, e sia (S,Σ, µ)

uno spazio con misura completo. Con M(S,U) denotiamo l’insieme di

tutte le (classi di) funzioni misurabili (secondo Bochner) x : S → U . Per

x ∈ M(S,U) poniamo

(1) D(x) = {y ∈ M(S,U) : |y(s)| ≤ |x(s)| per quasi ogni s ∈ S}.

Ricordiamo che un funzionale || · || : X → [0,∞) è detto quasi-seminorma

su uno spazio lineare X ⊆ M(S,U) se ||x|| = 0 per x(s) = 0 quasi ovunque
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su S, ||λx|| = |λ| ||x|| per x ∈ X e λ ∈ IK, e

(2) ||x + y|| ≤ q(||x|| + ||y||) (x, y ∈ X)

per qualche costante q ∈ [1,∞). Nel seguito denotiamo con q(X) la più

piccola costante q ≥ 1 per la quale valga la (2). Nel caso q(X) = 1 lo

spazio X è chiamato quasi-normato. Se inoltre ||x|| = 0 implica x(s) = 0

quasi ovunque su S allora || · || è una norma.

Uno spazio lineare quasi-seminormato X ⊆ M(S,U) è detto spazio

preideale se le relazioni x ∈ X e y ∈ D(x) implicano che y ∈ X e ||y|| ≤
||x||, e spazio ideale se X è completo.

Esempio 1. Sia X = Lw
p (S,U) lo spazio di Lebesgue-Bochner debole

di tutte le funzioni x ∈ M(S,U) per cui la quasi-norma

||x|| = sup
a>0

(ap µ({s ∈ S : |x(s)| ≥ a}))1/p

è finita (vedi per esempio [11]). Allora X è uno spazio ideale quasi-

normato con q(x) ≤ 21+1/p per p < 1 e q(x) ≤ 2 per p ≥ 1.

Ad ogni spazio preideale X di funzioni misurabili a valori in U pos-

siamo associare uno spazio preideale XIR di funzioni reali tramite la for-

mula

||x||X = || |x| ||XIR
.

Lo spazio XIR si chiama la forma reale di X; nel seguito non distingueremo

esplicitamente tra gli spazi X e XIR.

Uno spazio preideale X ⊆ M(S,U) è chiamato regolare se la relazione

(3) lim
δ→0

sup
µ(D)≤δ

||PDx|| = inf
µ(E)<∞

||PS\Ex|| = 0

vale per ogni x ∈ X, dove PDx(s) = χD(s)x(s) è l’operatore di moltepli-

cazione con la funzione caratteristica χD di D ∈ Σ.

Esempio 2. Gli spazi di Lebesgue-Bochner X = Lp(S,U) (vedi per

esempio [11]) sono spazi preideali quasi-normati per 0 < p ≤ ∞ con

q(X) ≤ 21/p per p < 1 e q(X) = 1 per p ≥ 1. Lo spazio Lp(S,U) è

normato per 1 ≤ p ≤ ∞ e regolare per 0 < p < ∞. Ovviamente la forma

reale di X = Lp(S,U) coincide con lo spazio XIR = Lp(S, IR).
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Il sottospazio preideale X0 ⊆ X di tutti gli elementi x ∈ X soddi-

sfacenti la (3) è detto la parte regolare di X. Per esempio, L0
p(S, IR) =

Lp(S, IR) per 0 < p < ∞ e L0
∞(S, IR) = {0}. Un esempio di uno spazio

preideale X con {0} ⊂ X0 ⊂ X è lo spazio di Orlicz X = LΦ([0, 1], IR)

nel caso che la funzione di Young Φ non soddisfi una condizione ∆2 (vedi

[9], [15]).

In questo lavoro considereremo solo insiemi σ-finiti S. In questo caso

la (3) è equivalente alla condizione apparentemente più semplice

(4) lim
n→∞

||PDnx|| = 0 (Dn ↓ ∅).

La (4) significa che la funzione x “ha la norma assolutamente continua”.

La seguente definizione fornisce un’importante generalizzazione.

Definizione 1. Per M ⊆ X ⊆ M(S,U) poniamo

γµ(M) = lim sup
δ→0

sup
µ(D)≤δ

sup
x∈M

||PDx||,

γ̃µ(M) = inf
µ(E)<∞

sup
x∈M

||PS\Ex||,

e

γ(M) = sup
Dn↓∅

lim sup
n→∞

sup
x∈M

||PDnx||.

Nel caso scalare U = IR la caratteristica γµ è stata introdotta in [5]

e (indipendentemente) in [3].

Ricordiamo che il supporto suppM di un insieme M ⊆ M(S,U) è

caratterizzato da due proprietà: ogni funzione x ∈ M è zero quasi ovun-

que su S \ suppM , e per ogni insieme misurabile D ⊆ suppM di misura

positiva esiste qualche x ∈ M t.c. suppx ∩ D abbia misura positiva. Il

supporto di un insieme M ⊂ M(S,U), almeno nel caso di un dominio

σ-finito S, esiste sempre ed è unico (a meno di un sottoinsieme di misura

nulla, vedi per esempio [21, Teorema 2.2.4]).

Proposizione 1. Per ogni M ⊆ X ⊆ M(S,U) si ha

(5) γ(M) ≤ q(X)[γµ(M) + γ̃µ(M)].
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Viceversa,

max {γµ(M), γ̃µ(M)} ≤ γ(M),

e nel caso µ(suppM) < ∞ si ha addirittura

(6) γ(M) = γµ(M).

Dim. Sia ε > 0 e sia (Dn)n una successione con Dn ↓ ∅. Scegliamo

un insieme E ⊆ S t.c. µ(E) < ∞ e

(7) ||PS\Ex|| < γ̃µ(M) + ε (x ∈ M).

Poiché En = Dn ∩ E ↓ ∅ e µ(E) < ∞ si ha µ(En) → 0 e quindi

(8) ||PEnx|| < γµ(M) + ε (x ∈ M)

per quasi ogni n ∈ IN. Inoltre, le stime (7) e (8) implicano insieme alla

stima |PDnx| ≤ |PS\Ex + PEnx| che

||PDnx|| ≤ ||PS\Ex + PEnx|| ≤ q(X)[γ̃µ(M) + γµ(M) + 2ε] (x ∈ M)

per quasi ogni n ∈ IN. Per l’arbitrarietà di ε > 0 si ottiene la (5). Ora, se

µ(suppM) < ∞, nei calcoli precedenti possiamo scegliere E = suppM

e otteniamo γ(M) ≤ γµ(M) in virtù della (8) e dell’uguaglianza PEnx =

PDnx.

Viceversa, dato che il supporto di M è σ-finito esistono insiemi En ↑
suppM con µ(En) < ∞. Poiché S \ En ↓ ∅, la stima γ̃µ(M) ≤ γ(M) è

immediata. Per dimostrare che anche γµ(M) ≤ γ(M) fissiamo d > γ(M).

Se fosse γµ(M) > d esisterebbero due successioni Dn ⊆ S e xn ∈ M con

µ(Dn) ≤ 1/n2 e ||PDnxn|| ≥ d. Ponendo Fn = Dn ∪Dn+1 ∪Dn+2 ∪ . . . si

avrebbe

µ(Fn) ≤
∞∑

k=n

1

k2
→ 0.

La misura di N = F1 ∩ F2 ∩ F3 ∩ . . . dovrebbe essere allora nulla e

quindi

||PFn\Nxn|| ≥ ||PDnxn|| ≥ d (n = 1, 2, . . . ).

Ma ciò contraddice la stima d > γ(M) poiché Fn \N ↓ ∅.
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È ben noto che per ogni spazio σ-finito (S,Σ, µ) esiste una misura

ν normalizzata equivalente (vedi per esempio [21, Corollario 2.2.6]), cioè

ν(S) = 1 e ν(E) = 0 se e solo se µ(E) = 0. Poiché la misura µ non

compare esplicitamente nella (4), la regolarità di uno spazio preideale X

non si perde passando dalla misura µ alla misura normalizzata ν. Inoltre,

anche γ(M) non cambia se passiamo da µ a ν. Poiché la (6) implica che

(9) γ(M) = γν(M),

si vede che γν(M) effettivamente non dipende dalla scelta di ν.

Ricordiamo alcuni risultati classici sulla convergenza in misura. Se

una successione (xn)n in M(S,U) converge quasi ovunque ad x : S → U

allora la restrizione di (xn)n a qualche insieme di misura finita converge

ad x in misura. Viceversa, se la restrizione di una successione (xn)n in

M(S,U) ad ogni insieme di misura finita converge ad x in misura allora

esiste una sottosuccessione (xnk
)k di (xn)n che converge quasi ovunque

ad x. È ben noto che l’insieme M(S,U) con la metrica

(10) d(x, y) = inf
a>0

{a + ν({s ∈ S : |x(s) − y(s)| ≥ a})}

è uno spazio metrico lineare completo, e la convergenza nella metrica

(10) coincide con la convergenza nella misura normalizzata ν. Inoltre,

un insieme M ⊆ M(S,U) è precompatto nella metrica (10) se e solo se

ogni successione in M contiene una sottosuccessione che converge quasi

ovunque su S.

Ricordiamo che la misura di non compattezza di Kuratowski α(M)

di un insieme limitato M in uno spazio quasi-seminormato X è definita

come l’estremo inferiore di tutti i numeri ε > 0 t.c. M possa essere

ricoperto con un numero finito di insiemi di diametro ≤ ε. Analogamente,

la misura di non compattezza di Hausdorff χ(M) è l’estremo inferiore di

tutti i numeri ε > 0 t.c. M ammetta una ε-rete finita in X, cioè un

ricoprimento con un numero finito di palle con raggio ≤ ε. Queste due

misure di non compattezza sono equivalenti nel senso che

χ(M) ≤ α(M) ≤ 2q(X)χ(M).

Lo scopo principale di questo paragrafo è di stabilire un legame tra le

caratteristiche α(M) e γ(M). A tale scopo è utile il seguente
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Lemma 1. Sia X uno spazio ideale quasi-seminormato di funzioni

misurabili x : S → U . Allora per ogni insieme numerabile M ⊆ M(S,U)

esiste una successione (Sn)n di insiemi Sn ↑ suppX t.c. PSn(M) ⊆ X.

Dim. Sia ν una misura normalizzata equivalente su S, e sia S0 :=

suppX. Per ogni n ∈ IN troviamo qualche insieme En ⊆ S con ν(S0 \
En) < 1/n t.c. χEn appartenga alla forma reale XIR di X (vedi [21]).

Sia {x1, x2, x3, . . . } una enumerazione di M . Gli insiemi Dn(k) =

{s ∈ S : |xn(s)| > k} soddisfano

Dn(1) ⊇ Dn(2) ⊇ Dn(3) ⊇ . . . , ν

( ∞⋂

k=1

Dn(k)

)
= 0.

Il fatto che ν(S) < ∞ implica che ν(Dn(k)) ↓ 0 per k → ∞. Di

conseguenza, per ogni n ∈ IN e j ∈ IN troviamo qualche kn,j ∈ IN t.c.

ν(Dn(kn,j)) ≤ 1/j2n. Per l’unione Dj = D1(k1,j)∪D2(k2,j)∪D3(k3,j)∪. . .
si ha quindi

ν(Dj) ≤
∞∑

n=1

ν(Dn(kn,j)) ≤
∞∑

n=1

1

j2n
≤ 1

j
.

Osserviamo inoltre che per ogni n ∈ IN, j ∈ IN e s ∈ S \Dj ⊆ S \Dn(kn,j)

si ha |xn(s)| ≤ kn,j. In particolare, ognuna delle funzioni PDj
x (x ∈

M, j ∈ IN) è limitata e quindi PEj∩Dj
x ∈ X.

Rimane da osservare che gli insiemi Sn = (E1 \D1)∪ (E2 \D2)∪ . . .∪
(En \Dn) hanno le proprietà richieste. Infatti, per ogni x ∈ M abbiamo

|PSnx| ≤ |PE1\D1
x| + |PE2\D2

x| + . . . + |PEn\Dnx| ∈ X. Inoltre, Sn ↑ S0

poiché

ν(S0 \ Sn) ≤ ν(S0 \ (En \Dn)) ≤ ν((S0 \ En) ∪Dn) ≤
2

n
.

La dimostrazione è completa.

Teorema 1. Siano X ⊆ M(S,U) uno spazio preideale quasi-

seminormato e M ⊆ X. Se M è precompatto in M(S,U) con la metrica

(10) allora

(11) α(M) ≤ (1 + q(X))q(X)γ(M).
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Viceversa, se X è regolare allora

(12) γ(M) ≤ q(X)χ(M).

Dim. Per dimostrare la (11) possiamo supporre che γ(M) < ∞. Fis-

siamo qualche e ∈ U con |e| = 1. Poiché S è σ-finito per il Lemma 1 esiste

una successione (Sn)n di insiemi misurabili Sn ⊆ S t.c. Sn ↑ suppM e

eχSn ∈ X per ogni n ∈ IN. Dato c > γ(M) = γν(M) si scelga δ > 0 con

(13) ||PDx|| < c (x ∈ M, ν(D) < 2δ).

Poiché Sn ↑ S0 = suppM e ν(S0) < ∞ si ha ν(S0 \ Sn) < δ per n

sufficientemente grande. Per la precompattezza di M in M(S,U) con

la metrica (10) esiste, per ogni ε ∈ (0, δ), un numero finito di insiemi

M1, . . . ,Mk ⊆ M che ricoprono M ed hanno diametro ≤ ε (nella metrica

(10)). Ciò implica che, per ogni scelta di elementi x, y ∈ Mj, l’insieme

D0 = {s ∈ S : |x(s)−y(s)| ≥ ε} soddisfa ν(D0) ≤ ε < δ. Posto D = D0∪
(S0 \Sn), per la definizione di D0 si ha |x− y| ≤ |PD(x− y)|+ |εeχSn\D0

|.
In virtù di ν(D) < 2δ e della (13) si ottengono le stime

||x− y|| ≤ ||PD|x| + PD|y| + εeχSn\D0
|| ≤

≤ q(X)[||PDx|| + q(X)(||PDy|| + ε||χSn ||)] <

< q(X)[c + q(X)(c + ε||χSn ||)].

Ciò significa che il diametro di ogni insieme Mj in X si controlla con

(1 + q(X))q(X)c + q(X)2ε||χSn ||. Poiché ε > 0 è arbitrario ne segue che

α(M) ≤ (1 + q(X))q(X)c e quindi vale la (11).

Ora dimostriamo la (12) sempre sotto l’ipotesi χ(M) < ∞. Fissato

ε > 0 si scelga qualche (χ(M) + ε)-rete finita N per M . Per la regolarità

di X esiste δ > 0 t.c.

||PDy|| ≤ ε (y ∈ N)

per ogni D ⊆ S con ν(D) ≤ δ. Fissato x ∈ M si scelga y ∈ N con

||x− y|| ≤ χ(M) + ε. Poiché PDx = PDy + PD(x− y) si ha

||PDx|| ≤ q(X)(ε + ||PD(x− y)||) ≤ q(X)χ(M) + 2q(X)ε
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per ogni D ⊆ S con µ(D) ≤ δ. Ciò implica che

γ(M) = γν(M) ≤ q(X)χ(M) + 2q(X)ε,

e la (12) segue.

Corollario 1. Sia X ⊆ M(S,U) uno spazio preideale regolare

quasi-seminormato e sia M ⊆ X precompatto in M(S,U) con la metrica

(10). Allora

1

q(X)
γ(M) ≤ χ(M) ≤ α(M) ≤ q(X)(1 + q(X))γ(M).

Ci si potrebbe aspettare che una stima del tipo

(14) α(M) ≤ C[γ(M) + αM(M)]

sia sempre valida per qualche C > 0, dove αM(M) rappresenta la mi-

sura di non compattezza di Kuratowski nello spazio metrico M(S,U).

Invece, ciò non è vero addirittura nel caso scalare U = IR. Riportiamo

un semplice esempio [3]:

Esempio 3. Nello spazio X = L1([0, 1], IR) consideriamo la succes-

sione (Mn)n di insiemi

Mn = {x ∈ L1([0, 1], IR) : 0 ≤ x(s) ≤ nχ[0,1−1/n](s)} (n = 1, 2, . . . ).

Con un semplice calcolo è facile convincersi che

α(Mn) =
n

2

(
1 − 1

n

)
, γ(Mn) ≡ 0, αM(Mn) = 1 − 1

n

e quindi la (14) non può essere soddisfatta.

Se X è uno spazio preideale quasi-normato si può dimostrare che la

convergenza nello spazio X implica la convergenza in M(S,U). Per X

normato ciò è stato dimostrato in [21, Teorema 3.1.1], vedi anche [24];

per X quasi-normato la dimostrazione è simile. Utilizzando questo fatto
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si può dimostrare che la precompatezza in X implica la precompattezza

in M(S,U). In questo modo si ottiene il seguente criterio di compattezza

di tipo Vitali-Krasnosel’skij per spazi preideali quasi-normati:

Corollario 2. Sia X ⊆ M(S,U) uno spazio preideale quasi-

normato. Allora un insieme M ⊆ X è precompatto in X se e solo se M

è precompatto in M(S,U) con la metrica (10) e γ(M) = 0.

Per quanto osservato sopra X è immerso (con immersione continua)

nello spazio M(S,U). Ciò implica il seguente

Lemma 2. Sia X ⊆ M(S,U) uno spazio preideale quasi-normato.

Se B ⊆ X è limitato in X allora B è anche limitato in M(S,U) cioè

(15) lim
n→∞

sup
x∈B

ν({s ∈ S : |x(s)| ≥ n}) = 0.

Dim. Se B non fosse limitato in M(S,U) allora esisterebbero succes-

sioni xn ∈ B e λn ∈ IR t.c. λn → 0 e d(λnxn, 0) �→ 0, dove d è la metrica

(10) in M(S,U) (vedi per esempio [16]). Ma la limitatezza di B implica

che ||λnxn|| → 0, una contraddizione. Il fatto che la limitatezza di B in

M(S,U) sia equivalente alla relazione (15) è evidente.

2 – Operatori integrali lineari

Siano (U, |·|) e (V, |·|) due spazi di Banach. Con L(U, V ) denotiamo lo

spazio di tutti gli operatori lineari limitati L : U → V con l’usuale norma

| · |, e con K(U, V ) il sottospazio di tutti gli operatori lineari compatti.

Consideriamo l’operatore integrale

(16) Kx(t) =

∫

S

k(t, s)x(s) ds (t ∈ T ),

dove T e S sono insiemi σ-finiti con misura e k : T × S → L(U, V ) è

una funzione misurabile (nel senso di Bochner). Parallelamente alla (16)

consideriamo l’operatore

(17) |K|x(t) =

∫

S

|k(t, s)|x(s) ds (t ∈ T ).
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Il seguente Teorema 2 è ben noto se T e S sono domini limitati in IRn

e U = V = IR, vedi [10, Lemma 5.1]. Osserviamo, però, che il ragiona-

mento di [10] non è più valido in spazi non separabili. Inoltre, per spazi di

dimensione infinita dobbiamo comunque addottare un procedimento di-

verso; perciò riportiamo un’altra dimostrazione. Sia D(x) definita come

nella (1) e sia

E(x) = {y ∈ M(S,U) : |y(s)| = |x(s)| per quasi ogni s ∈ S}.

Teorema 2. Per ogni x ∈ M(S,U), i tre enunciati seguenti sono

equivalenti:

(a) Per quasi ogni t ∈ T , l’elemento Ky(t) ∈ V è definito per ogni y ∈
D(x).

(b) Per quasi ogni t ∈ T , l’elemento Ky(t) ∈ V è definito per ogni y ∈
E(x).

(c) La funzione |K| |x| è finita quasi ovunque su T .

Inoltre, in questo caso l’insieme K(D(x)) è contenuto in M(T, V ). In-

fine, se k(t, s) ∈ K(U, V ) per quasi ogni (t, s) ∈ T × S allora K(D(x)) è

precompatto in M(S,U) con la metrica (10).

Dim. Se la (b) è soddisfatta la (c) segue in virtù di [21, Teorema

A.2.2]. Viceversa, supponiamo che la (c) sia vera. Poiché k(t, ·) è mi-

surabile per quasi ogni t ∈ T , Teorema A.1.2 di [21] implica che anche

la funzione s �→ k(t, s)y(s) è misurabile, e quindi integrabile per ogni

y ∈ D(x). Di conseguenza, la (a) è soddisfatta.

Dimostriamo ora la seconda parte nel caso di un nucleo degenere

k(t, s) =
k∑

j=1

fj(s)χEj
(t).

In questo caso si ha

Ky(t) =
k∑

j=1

(∫

S

fj(s)y(s) ds

)
χEj

(t),
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e la relazione Ky ∈ M(T, V ) è evidente. Supponendo ora che fj ∈
K(U, V ), dobbiamo dimostrare che l’insieme

{∫

S

fj(s)y(s) ds : y ∈ D(x)

}
=

{∫

S

z(s) ds : z ∈ Zj

}
(j = 1, . . . , k)

è precompatto, dove abbiamo posto Zj = {s �→ fj(s)y(s) : y ∈ D(x)}.
Ma ognuno degli insiemi {z(s) : z ∈ Zj} è precompatto, e tutte le fun-

zioni in Zj si controllano uniformemente con la maggiorante integrabile

s �→ |fj(s)| |x(s)|. Di conseguenza, la tesi è un caso speciale di [4, Propo-

sizione 2.1].

Per dimostrare il caso generale denotiamo con S0 l’insieme dei punti

s ∈ S per cui x(s) = 0. Poiché k(t, s)y(s) = 0 su S0 per ogni y ∈ D(x)

possiamo sostituire, senza ledere la generalità, l’insieme S con l’insieme

S \ S0. In altre parole possiamo supporre che x(s) �= 0 per ogni s ∈ S.

Sia X lo spazio di tutte le funzioni misurabili f : S → L(U, V ) (oppure

K(U, V )) per le quali la norma

||f ||X =

∫

S

|f(s)| |x(s)| ds

è finita. Allora X è uno spazio di tipo L1 con peso e quindi uno spazio

preideale regolare. Nel caso k(t, s) ∈ K(U, V ) (per quasi ogni (t, s) ∈
T × S) la misurabilità di k : T × S → L(U, V ) implica la misurabilità di

k : T × S → K(U, V ) (vedi [22]). Poiché X è regolare con k(t, ·) ∈ X per

quasi ogni t ∈ T , Teorema 4.4.2 di [21] implica che la funzione astratta

H : T → X definita da H(t) = k(t, ·) è misurabile. In particolare esiste

una successione (Hn)n di funzioni semplici Hn : T → X che converge

quasi ovunque ad H. Essendo semplice, Hn ha la forma

Hn(t) =
k(n)∑

j=1

fj,nχEj,n
(t) (Ej ⊆ T )

con fj,n ∈ X e Ei ∩ Ej = ∅ per i �= j. Poniamo

kn(t, s) =
k(n)∑

j=1

fj,n(s)χEj,n
(t),
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e denotiamo con Kn l’operatore integrale generato dal nucleo kn. Il fatto

che fj,n appartenga ad X implica che

|Kn| |x|(t) =

∫

S

|kn(t, s)| |x(s)| ds < ∞.

Per quanto già dimostrato ognuno degli insiemi Kn(D(x)) è contenuto in

M(T, V ) (ed è precompatto in M(S,U) con la metrica (10) se k(t, s) ∈
K(U, V )). Inoltre, per ogni y ∈ D(x) si ha

|(K −Kn)y(t)| ≤
∫

S

|k(t, s) − kn(t, s)| |x(s)| ds = ||H(t) −Hn(t)||X → 0

per quasi ogni t ∈ T . In virtù del teorema di Severini-Egorov ciò implica

in particolare che Ky è misurabile e

sup
y∈D(x)

d(Kny,Ky) → 0 (n → ∞),

dove d denota la metrica (10). Di conseguenza, si ha anche K(D(x)) ⊆
M(T, V ), e nel caso k(t, s) ∈ K(U, V ) l’insieme K(D(x)) è precompatto

in M(S,U) con la metrica (10).

Si osservi che l’insieme eccezionale di misura nulla nel Teorema 2

deve essere indipendente da y. Ciononostante nel caso più importante di

dimensione finita questa restrizione può essere indebolita:

Proposizione 2. Sia U di dimensione finita e sia x ∈ M(S,U).

Supponiamo che Ky sia definito quasi ovunque per ogni y ∈ E(x). Allora

le conclusioni del Teorema 2 sono valide.

Dim. Sia {e1, . . . , eN} una base per U con |e1| = . . . = |eN | = 1.

Poiché tutte le norme su U sono equivalenti si ha

C = sup {max {|λ1|, . . . , |λN |} : |λ1e1 + . . . + λNeN | ≤ 1} < ∞.

In particolare, per ogni h ∈ L(U, V ) abbiamo

|h| = sup
|u|≤1

|h(u)| = sup
|λn|≤C

∣∣∣∣∣h
(

N∑

n=1

λnen

)∣∣∣∣∣ ≤ C
N∑

n=1

|h(en)|.
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Poiché tutte le funzioni yn(t) = |x(s)|en appartengono ad E(x) le funzioni

s �→ k(t, s)yn(s) (n = 1, . . . , N) sono integrabili per quasi ogni t ∈ T e

quindi la funzione

|K| |x|(t) =

∫

S

|k(t, s)| |x(s)| ds ≤

≤ C

∫

S

N∑

n=1

|k(t, s)en| |x(s)| ds = C
N∑

n=1

∫

S

|k(t, s)yn(s)| ds

è finita.

Corollario 3. Se U ha dimensione finita allora K(E(x)) è defi-

nito se e solo se K(D(x)) è definito; in questo caso K(E(x)) e K(D(x))

sono contenuti in M(S,U) e precompatti in M(S,U) con la metrica (10).

Non sappiamo se la Proposizione 2 vale anche in spazi di dimensione

infinita. Una parziale risposta (positiva) a questo problema consiste nel-

l’osservazione seguente: esiste un sottoinsieme numerabile E0(x) ⊆ E(x)

t.c.

(18) |K| |x|(t) = sup
y∈E0(x)

∫

S

|k(t, s)y(s)| ds

per quasi ogni t ∈ T . Di conseguenza, se K(E(x)) è definito, allora per

quasi ogni t ∈ T l’integrale nella (18) è finito per ogni y ∈ E0(x) (essendo

E0(x) numerabile!). Ciononostante, non sappiamo se l’estremo superiore

rispetto ad y ∈ E0(x) nella (18) è necessariamente finito.

La formula (18) è una conseguenza di una versione “vettoriale” del

teorema di Luxemburg-Gribanov ([6], [13], vedi anche [23, Teorema 99.2

e Corollario 99.3]). Infatti, Teorema A.2.2 di [21] implica che

|K| |x|(t) = sup
y∈E(x)

∫

S

|k(t, s)y(s)| ds

per quasi ogni t ∈ T . Dal teorema di Luxemburg-Gribanov nella forma

vettoriale [19] segue l’esistenza di un sottoinsieme numerabile E0(x) ⊆
E(x) (indipendente da t!) t.c.

sup
y∈E0(x)

∫

S

|k(t, s)y(s)| ds = sup
y∈E(x)

∫

S

|k(t, s)y(s)| ds.
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Come conseguenza si ottiene la (18). Una combinazione del Teorema 1

col Teorema 2 fornisce ora il seguente

Corollario 4. Sia Y ⊆ M(T, V ) uno spazio preideale quasi-

seminormato, e sia x ∈ M(S,U) t.c. |K| |x| appartenga alla forma reale

YIR di Y . Allora K(D(x)) ⊆ Y e

χ(K(D(x))) ≤ α(K(D(x))) ≤ q(Y )(1 + q(Y ))γ(K(D(x))).

Se lo spazio Y è regolare allora vale anche la stima inversa

χ(K(D(x))) ≥ 1

q(Y )
γ(K(D(x))).

3 – Operatori integrali in spazi ideali

Consideriamo l’operatore integrale (16) sotto le stesse ipotesi generali

come nel paragrafo precedente. Nel seguito X ⊆ M(S,U) e Y ⊆ M(T, V )

sono due spazi preideali quasi-seminormati, e ν è qualche misura norma-

lizzata su S.

Definizione 2. Per B ⊆ X e K : X → Y poniamo

γ(B,K) = sup
Dn↓∅

lim sup
n→∞

sup
x∈B

||KPDnx||,

γν(B,K) = lim sup
δ→0

sup
ν(D)≤δ

sup
x∈B

||KPDx||,

γ0(B,K) = sup
En⊆T
En↓∅

sup
Dn⊆S
Dn↓∅

lim sup
n→∞

sup
x∈B

||PEnKPDnx||,

e

γ0
ν(B,K) = sup

En⊆T
En↓∅

lim sup
n→∞

lim sup
δ→0

sup
ν(D)≤δ

sup
x∈B

||PEnKPDx||.

Per ogni B ⊆ M(S,U) utilizziamo la notazione

(19) P (B) = {PDx : D ⊆ S misurabile, x ∈ B}.
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La seguente proposizione è parallela alla Proposizione 1:

Proposizione 3. Per B ⊆ X e K : X → Y si ha

γ0(B,K) ≤ γ0
ν(B,K) ≤ γν(B,K) ≤ ||K||γν(B) = ||K||γ(B)(20)

e

γ0(B,K) ≤ γ(B,K) ≤ γν(B,K).(21)

Inoltre, se P (B) ⊆ B allora

γ0(B,K) = γ0
ν(B,K)(22)

e

γ(B,K) = γν(B,K).(23)

Dim. Le disuguaglianze γ0(B,K) ≤ γ0
ν(B,K) e γ(B,K) ≤ γν(B,K)

seguono immediatamente dal fatto che Dk ↓ ∅ implica ν(Dk) → 0.

Le altre disuguaglianze nella (20) e (21) sono conseguenze della stima

||PEnKPDx|| ≤ ||KPDx|| ≤ ||K|| ||PDx||.
L’ipotesi P (B) ⊆ B implica la proprietà di monotonia

(24) sup
x∈B

||PEKPDx|| ≤ sup
x∈B

||PEKPFx|| (D ⊆ F )

per insiemi misurabili qualsiasi E ⊆ T , D ⊆ S ed F ⊆ S. Proviamo che

ciò implica γ0
ν(B,K) ≤ γ0(B,K). Fissato c > γ0(B,K) dobbiamo dun-

que dimostrare che γ0
ν(B,K) ≤ c. Supponiamo per assurdo che esistano

successioni (En)n e (Dn)n t.c. En ↓ ∅, ν(Dn) → 0 e

(25) sup
x∈B

||PEnKPDnx|| > c (n = 1, 2, . . . ).

Considerando eventualmente una sottosuccessione possiamo supporre

senza perdere di generalità che ν(Dn) ≤ n−2. Ponendo Fn = Dn∪Dn+1∪
Dn+2 ∪ . . . si ha

Fn ↓ N :=
∞⋂

j=1

Fj
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e ν(N) = 0 poiché ν(Fn) ≤ n−2 + (n + 1)−2 + (n + 2)−2 + . . . → 0

per n → ∞. Trascurando l’insieme di misura nulla N , possiamo quindi

suppore che Fn ↓ ∅. Inoltre, Dn ⊆ Fn implica, in virtù di (24) e (25), che

sup
x∈B

||PEnKPFnx|| > c (n = 1, 2, . . . ).

Ma ciò implica la stima γ0(B,K) ≥ c, una contraddizione. Abbiamo

quindi dimostrato che γ0
ν(B,K) ≤ γ0(B,K). Di conseguenza, la (22) se-

gue insieme alla (20). La dimostrazione della (23) è analoga con

En ≡ T .

Illustriamo la Proposizione 3 con un semplice esempio.

Esempio 4. Nello spazio X = Y = Lp([0, 1], IR) (1 < p < ∞)

consideriamo l’operatore integrale

Kx(t) =
1

t

∫ t

0

x(s) ds.

La classica disuguaglianza di Hardy implica che K ∈ L(Lp, Lp) con

||K|| ≤ p
p−1

.

Sia B = {x ∈ Lp : ||x|| ≤ 1} la palla unitaria chiusa in X. Poniamo

Dn = En = (0, 1
n
), y(t) = t−c (c < 1

p
), yn = PDny, xn =

yn
||yn||

.

Per t ∈ En si ha Kyn(t) = (1 − c)−1yn(t), quindi

||PEnKPDnxn|| =
||xn||
1 − c

=
1

1 − c
.

Poiché En ↓ ∅ e xn ∈ B, ciò implica che γ0(B,K) ≥ p
p−1

≥ ||K||. Di

conseguenza, per la Proposizione 3 abbiamo

γ0(B,K) = γ0
ν(B,K) = γ(B,K) = γν(B,K) = ||K|| =

p

p− 1
,

poiché γ(B) = γν(B) = 1.
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Dimostriamo ora una generalizazzione di un classico criterio di com-

pattezza per operatori integrali (vedi [10]). Cominciamo con una semplice

osservazione:

Lemma 3. Supponiamo che xn ∈ M(S,U) soddisfi 0 ≤ |xn(s)| ↑ ∞.

Per x ∈ M(S,U) poniamo Fn(x) = {s ∈ S : |x(s)| ≥ |xn(s)|}. Allora

lim
n→∞

sup
x∈B

ν(Fn(x)) = 0

per ogni insieme B ⊆ M(S,U) limitato in M(S,U) con la metrica (10).

Dim. Poiché B è limitato in M(S,U) con la metrica (10) la (15) è

soddisfatta. Di conseguenza, fissato ε > 0 esiste m ∈ IN t.c.

sup
x∈B

ν({s ∈ S : |x(s)| ≥ m}) ≤ ε.

Posto Dn = {s : |xn(s)| ≥ m} si ha Dn ↓ ∅ e ν(D1) < ∞, quindi

ν(Dn) → 0 per n → ∞. Di conseguenza, per E(x) = {s ∈ S : |x(s)| ≥
m} si ottiene Fn(x) ⊆ E(x) ∪ Dn, cioè ν(Fn(x)) ≤ ν(E(x)) + ν(Dn) ≤
ε + ν(Dn) → ε per n → ∞.

Ricordiamo che per ogni insieme B di funzioni misurabili su S deno-

tiamo con P (B) l’insieme (19).

Teorema 3. Supponiamo che l’operatore (16) mandi X in Y e

k(t, s) ∈ K(U, V ) per quasi ogni (t, s) ∈ T × S. Sia xn ∈ M(S,U) una

successione t.c. 0 ≤ |xn(s)| ↑ ∞. Inoltre, supponiamo che la funzione

|K|PD|xn| sia finita quasi ovunque per ogni insieme misurabile D ⊆ S con

PDxn ∈ X. Allora per ogni insieme B ⊆ X che è limitato in M(S,U)

con la metrica (10) si ha

α(K(B)) ≤ 2q(Y )2γν(B,K) + (1 + q(Y ))q(Y )2 sup
n

γ(K[P (B) ∩D(xn)]).

Dim. Senza ledere la generalità possiamo supporre che suppX = S.

In virtù del Lemma 1 troviamo una successione di insiemi Sn ↑ S t.c.

PSnxn ∈ X per ogni n. Sostituendo xn con PSnxn si vede che le funzioni

|K| |xn| sono quasi ovunque finite.
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Fissato c > γν(B,K) esiste δ > 0 t.c.

sup
ν(F )≤δ

sup
x∈B

||KPFx|| ≤ c.

In virtù del Lemma 3 troviamo n ∈ IN t.c. l’insieme F (x) = {s ∈
S : |x(s)| ≥ |xn(s)|} abbia misura ν(F (x)) ≤ δ per ogni x ∈ B. Di

conseguenza, ||KPF (x)x|| ≤ c per x ∈ B. Ciò implica che l’insieme M1 =

{KPF (x)x : x ∈ B} è contenuto in un insieme di diametro 2q(Y )c e quindi

α(M1) ≤ 2q(Y )c.

Consideriamo ora l’insieme M2 = {KPS\F (x)x : x ∈ B}. Il fatto che

|PS\F (x)x(s)| < |xn(s)| implica che M2 ⊆ K(P (B)∩D(xn)). Dal Teorema

2 possiamo dedurre che K(D(xn)), e quindi anche M2 è precompatto in

M(S,U) con la metrica (10). Insieme alla (11) ciò implica che

(26) α(M2)≤(1+ q(Y ))q(Y )γ(M2)≤(1+ q(Y ))q(Y )γ(K[P (B)∩D(xn)]).

L’uguaglianza x = PF (x)x + PS\F (x)x e l’additività di K implicano

che Kx = KPF (x)x + KPS\F (x)x. Di conseguenza, K(B) ⊆ M1 + M2 e

quindi

α(K(B)) ≤ q(Y )[α(M1) + α(M2)] ≤ q(Y )[2q(Y )c + α(M2)].

Poiché c > γν(B,K) è arbitrario la tesi segue in virtù della (26).

Poiché ogni sottoinsieme limitato di X è anche limitato in M(S,U)

con la metrica (10), per il Lemma 2, il teorema precedente ammette il

seguente

Corollario 5. Supponiamo che l’operatore (16) mandi X in Y e

k(t, s) ∈ K(U, V ) per quasi ogni (t, s) ∈ T × S. Sia xn ∈ M(S,U) una

successione t.c. 0 ≤ |xn(s)| ↑ ∞. Inoltre, supponiamo che la funzione

|K|PD|xn| sia finita quasi ovunque per ogni insieme misurabile D ⊆ S

con PDxn ∈ X. Allora per ogni B ⊆ X limitato si ha

α(K(B)) ≤ 2q(Y )2γν(B,K) + (1 + q(Y ))q(Y )2 sup
n

γ(K[P (B) ∩D(xn)]).
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Si osservi che in spazi di dimensione finita la condizione su |K|PD|xn|
nel Teorema 3 segue dall’inclusione K(X) ⊆ Y (vedi la Proposizione 2).

Di conseguenza, otteniamo ancora il seguente

Corollario 6. Supponiamo che l’operatore (16) mandi X in Y e

dimU < ∞. Allora per ogni limitato B ⊆ X si ha

α(K(B)) ≤ 2q(Y )2γν(B,K) + (1 + q(Y ))q(Y )2γ(K[P (B)]).

Riassumendo il ragionamento di sopra otteniamo il seguente criterio

di compattezza per operatori integrali:

Corollario 7. Supponiamo che l’operatore (16) mandi X in Y e

dimU < ∞. Siano soddisfatte le seguenti due condizioni:

(a) Per ogni successione Dn ⊆ S di insiemi misurabili con Dn ↓ ∅ si ha

||KPDn || → 0.

(b) Per ogni successione En ⊆ T di insiemi misurabili con En ↓ ∅ si ha

||PEnK|| → 0.

Allora l’operatore K è compatto.

Dim. Sia B = {x ∈ X : ||x|| ≤ 1} la palla chiusa unitaria in X,

quindi B = P (B). Per ipotesi abbiamo γ(B,K) = 0 e γ(K(B)) = 0. In

virtù della (23) otteniamo γν(B,K) ≤ γ(B,K) = 0 e la tesi segue dal

Corollario 6.

4 – Operatori integrali regolarizzanti

Finora non abbiamo dovuto imporre condizioni particolari sull’ope-

ratore |K| (almeno nel caso dimU < ∞), ma solo una stima su γ(K(B)).

Se supponiamo che |K| mandi X in Y e che Y sia regolare, allora una

tale stima è soddisfatta automaticamente. Però è sufficiente un’ipotesi

più debole:

Definizione 3. Chiamiamo un operatore integrale K : X → Y

regolarizzante se esiste una successione (xn)n in M(S,U) con |xn(s)| ↑ ∞
e t.c. per ogni insieme D ⊆ S con PDxn ∈ X l’elemento |K|PD|xn|
appartenga alla parte regolare Y 0 di Y .



[21] Misure di non compattezza di insiemi ed operatori etc. 179

Facciamo qualche osservazione su questa definizione. Evidentemente,

se lo spazio Y è regolare e l’operatore |K| manda X in Y allora K è re-

golarizzante. Di solito un operatore integrale K è detto regolare se |K|
manda X in Y ; ciò implica che K(X) ⊆ Y , per il Teorema 2, ma non vi-

ceversa. Infatti, addirittura nello spazio di Hilbert X = Y = L2([0, 1], IR)

un controesempio è stato costruito da B. S. Mitjagin (vedi [10, Esempio

4.3]). Operatori non regolari possono avere delle proprietà assai “patolo-

giche”: ad esempio, la composizione di due operatori integrali non regolari

non è necessariamente un operatore integrale (vedi [7], [8] ed anche Ca-

pitolo 4 di [12]). D’altro canto, tutti gli operatori integrali importanti in

applicazioni sono regolari.

Il seguente risultato può essere considerato una generalizzazione del

Teorema 2.8 di [10].

Teorema 4. Sia K : X → Y un operatore regolarizzante. Allora

(27) γ(K(B)) ≤ q(Y )γ0
ν(B,K)

per ogni insieme B ⊆ X che è limitato in M(S,U) con la metrica (10).

Dim. Senza perdere di generalità possiamo suppore che S = suppX.

Come nella dimostrazione del Teorema 3 possiamo scegliere la successione

(xn)n che compare nella Definizione 3 in X, cioè |K| |xn| appartiene alla

parte regolare Y 0 di Y .

Sia c > γ0
ν(B,K) e sia En ⊆ T una successione t.c. En ↓ ∅. Per la

definizione di γ0
ν(B,K) esistono N ∈ IN e δ > 0 t.c.

(28) sup
x∈B

||PEnKPFx|| ≤ c (ν(F ) ≤ δ, n ≥ N).

Inoltre, per il Lemma 3 troviamo k ∈ IN t.c. l’insieme F (x) = {s ∈ S :

|x(s)| ≥ xk(s)} abbia misura ν(F (x)) ≤ δ. L’uguaglianza x = PF (x)x +

PS\F (x)x e l’additività di K implicano che Kx = KPF (x)x + KPS\F (x)x.

Di conseguenza, dalla (28) segue che

||PEnKx|| = ||PEnKPF (x)x + PEnKPS\F (x)x|| ≤

≤ q(Y )(||PEnKPF (x)x|| + ||PEn |K|PS\F (x)|x| ||) ≤

≤ q(Y )(c + ||PEn |K| |xk| ||)
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per ogni x ∈ B ed ogni n ≥ N . Poiché |K| |xk| appartiene ad Y 0 si

ha ||PEn |K| |xk| || → 0 per n → ∞, uniformemente in k ∈ IN, e quindi

γ(K(B)) ≤ q(Y )c. Poiché c > γ0
ν(B,K) è arbitrario segue la tesi.

Dato che ogni sottoinsieme limitato di X è anche limitato in M(S,U)

con la metrica (10), per il Lemma 2, il teorema precedente ammette il

seguente

Corollario 8. Siano X uno spazio quasi-normato e K : X → Y

un operatore regolarizzante. Allora

γ(K(B)) ≤ q(Y )γ0
ν(B,K)

per ogni insieme limitato B ⊆ X.

Combinando il Teorema 3 col Teorema 4 arriviamo al seguente

Teorema 5. Sia K : X → Y un operatore regolarizzante e sia

k(t, s) ∈ K(U, V ) per quasi ogni (t, s) ∈ T × S. Allora

χ(K(B)) ≤ α(K(B)) ≤ 2q(Y )2γν(B,K)

per ogni insieme B ⊆ X limitato in M(S,U) con la metrica (10).

Dim. Come nella dimostrazione del Teorema 4 possiamo scegliere

la successione (xn)n che compare nella Definizione 3 in modo tale che

|K| |xn| ∈ Y 0. In virtù del Teorema 3 basta provare che γ(K[P (B) ∩
D(xn)]) = 0 per ogni n ∈ IN. Ma |Kx| ≤ |K| |xn| per ogni x ∈ P (B) ∩
D(xn), quindi

γ(K[P (B) ∩D(xn)]) ≤ γ({|K| |xn|}) = 0 (n ∈ IN),

poiché |K| |xn| è regolare.

Corollario 9. Siano X uno spazio quasi-normato e K : X → Y

un operatore regolarizzante. Supponiamo che k(t, s) ∈ K(U, V ) per quasi

ogni (t, s) ∈ T × S. Allora

χ(K(B)) ≤ α(K(B)) ≤ 2q(Y )2γν(B,K)

per ogni insieme limitato B ⊆ X.
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5 – Alcune applicazioni

Poniamo le stesse ipotesi di prima, cioè K : X → Y è un operatore

integrale lineare generato da un nucleo misurabile k : T × S → L(U, V ),

e X e Y sono due spazi preideali quasi-seminormati.

Ricordiamo che X è detto β-quasi-perfetto [21] se esiste β ∈ [1,∞) t.c.

(29) ||x|| ≤ β lim
n→∞

||xn|| (0 ≤ xn ↑ x ∈ X).

Nel seguito denotiamo con β(X) la più piccola costante β ≥ 1 per la

quale valga la (29). Nel caso β(X) = 1 lo spazio X si dice quasi-perfetto.

Inoltre, lo spazio X si chiama semi-perfetto se le relazioni 0 ≤ xn ↑ x

e sup ||xn|| < ∞ implicano che x è quasi ovunque finita ed appartiene

ad X. Ogni spazio semi-perfetto è β-quasi-perfetto per qualche β ≥ 1.

Per spazi normati X ciò è stato dimostrato in [1] (vedi anche [21]), ma

nel caso generale la dimostrazione è identica. Osserviamo ancora che

ogni spazio preideale semi-perfetto e quasi-normato è completo, cioè uno

spazio ideale quasi-normato (vedi [21, Teorema 3.2.1] per il caso normato

e [20] per il caso generale). Infine, se X è semi-perfetto e quasi-perfetto,

allora X si dice perfetto.

Per ogni spazio preideale normato X si può definire lo spazio associato

X ′ costituito da tutte le funzioni misurabili y con supp y = suppX per

le quali la semi-norma

||y||X′ = sup
||x||≤1

∫

S

|y(s)| |x(s)| ds

è finita. Per esempio, per X = Lp([0, 1], IR) con 1 ≤ p ≤ ∞ si ha

X ′ = Lp′([0, 1], IR) con 1
p

+ 1
p′ = 1. Lo spazio X ′ è sempre uno spazio

ideale perfetto (vedi [21, Teorema 3.4.1]). Di solito X ′ è considerato come

spazio di funzioni a valori nel duale U∗ di U . Identificando y ∈ X ′ con il

funzionale y∗ ∈ X∗ definito da

y∗(x) =

∫

S

y(s)x(s) ds

si ottiene un’immersione (isometrica) X ′ ↪→ X∗, vedi [21, Teorema 3.4.4].

Dalla definizione segue che X ⊆ X ′′ con ||x||X′′ ≤ ||x||X . Inoltre, la
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norma || · ||X e la norma || · ||X′′ sono equivalenti su X se e solo se X è

β-quasi-perfetto; in questo caso si ha

(30) ||x||X′′ ≤ ||x||X ≤ β(X)||x||X′′ (x ∈ X),

vedi [21, Teorema 3.4.8]. Infine, si ha l’immersione (continua) X ′′ ↪→ X

se e solo se X è semi-perfetto.

In virtù del classico teorema di Hahn-Banach si ha

(31) |u| = sup
||f ||U∗≤1

|f(u)| (u ∈ U).

Se definiamo X ′ come sottospazio di M(S,U∗) la (31) implica che

(32) ||x||X′′ = sup

{∫

S

y(s)x(s) ds : yx ≥ 0, ||y||X′ ≤ 1

}
(x ∈ M(S,U)),

vedi [21, Corollario A.2.4].

Insieme a (16) consideriamo l’operatore integrale associato K ′ di K

definito tramite la formula

K ′y(s) =

∫

T

k∗(t, s)y(t) dt,

dove il nucleo k∗(t, s) ∈ L(V ∗, U∗) è definito tramite la relazione

k∗(t, s)(v∗)(u) = v∗(k(t, s)u). Il seguente risultato è ben noto nel caso

di spazi perfetti di funzioni scalari:

Proposizione 4. Siano X e Y due spazi preideali normati e sia

supp k ⊆ suppY × suppX. Allora valgono i seguenti risultati:

(a) Se K : X → Y è limitato e regolare allora K ′ manda Y ′ in X ′ ed è

limitato con

(33) ||K ′|| ≤ ||K||.

In questo caso K ′ è la restrizione K∗|Y ′ dell’operatore aggiunto K∗

ad Y ′ ⊆ Y ∗. Inoltre, se anche |K| : X → Y è limitato allora K ′ è

regolare, |K ′| è limitato e || |K ′| || ≤ || |K| ||.
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(b) Viceversa, se K ′ : Y ′ → X ′ è limitato e regolare allora K manda

X ′′ ⊇ X in Y ′′ e

||K||L(X′′,Y ′′) ≤ ||K ′||.

Inoltre, se Y è β-quasi-perfetto e K(X) ⊆ Y allora K : X → Y è

limitato e

(34) ||K||L(X,Y ) ≤ β(Y )||K ′||.

Infine, se Y è semi-perfetto l’ipotesi K(X) ⊆ Y è sempre soddisfatta.

Dim. Osserviamo innanzitutto che, poiché K è regolare, per ogni

x ∈ X e ogni y ∈ Y ′ si ha

∫

T

∫

S

|y(t)| |k(t, s)| |x(s)| ds dt =

∫

T

|y(t)| |K| |x|(t) dt < ∞.

In virtù del teorema di Tonelli la funzione misurabile (t,s) �→|y(t)k(t,s)|x(s)

è integrabile su T × S. In particolare, t �→ k∗(t, s)y(t) = y(t)k(t, s) è

integrabile per quasi ogni s ∈ suppx. Utilizzando il teorema generalizzato

di Fubini-Tonelli (vedi [18]) si deduce che K ′y è misurabile su suppx.

Per l’arbitrarietà di x ∈ X concludiamo che la funzione K ′y è definita e

misurabile per ogni y ∈ Y ′. Poiché (t, s) �→ y(t)k(t, s)x(s) è integrabile

otteniamo, in virtù del teorema di Fubini,

∫

T

y(t)Kx(t) dt =

∫

T

∫

S

y(t)k(t, s)x(s) ds dt =

=

∫

S

∫

T

y(t)k(t, s)x(s) dt ds =

∫

S

K ′y(s)x(s) ds.

Ciò significa che K ′ = K∗|Y ′ . Di conseguenza, ||K ′|| ≤ ||K∗|| ≤ ||K||.
Ora, se |K| : X → Y è limitato possiamo applicare il risultato appena

ottenuto all’operatore integrale (scalare) con nucleo |k|. Concludiamo

quindi che |K|′ : Y ′ → X ′ è limitato con || |K|′ || ≤ || |K| ||. D’altro

canto, il nucleo k∗ dell’operatore K ′ soddisfa

||k∗(t, s)|| = sup
||v∗||V ∗≤1

||u �→ v∗(k(t, s)u)|| ≤ ||k(t, s)||,
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e quindi il nucleo di |K ′| si maggiora col nucleo di |K|′. Poiché quest’ul-

timo è non negativo, otteniamo per ogni y ∈ Y ′ la stima | |K ′|y(t)| ≤
|K|′|y|(t). Ciò significa che |K ′|y ∈ X ′ e

|| |K ′|y|| ≤ || |K|′|y| || ≤ || |K|′|| || |y| || = || |K|′|| ||y||.

Di conseguenza l’operatore |K ′| : Y ′ → X ′ è definito e limitato con

|| |K ′| || ≤ || |K|′ || ≤ || |K| || e la dimostrazione della tesi (a) è completa.

Dimostriamo ora la tesi (b). Per la (31) si ha

||k(t,s)u||= sup
||v∗||V ∗≤1

|v∗(k(t,s)u)|= sup
||v∗||V ∗≤1

|k∗(t,s)(v∗)(u)| ≤ |k∗(t,s)| |u|.

Per ogni x ∈ X ′′ ed y ∈ Y ′ abbiamo quindi

∫

S

∫

T

|k(t, s)x(s)| |y(t)| dt ds ≤
∫

S

∫

T

|k∗(t, s)| |x(s)| |y(t)| dt ds =

=

∫

S

|K ′| |y|(t) |x(t)| dt < ∞,

poiché |K ′| manda Y ′ in X ′. Per quanto osservato sopra ne possiamo

dedurre che Kx è definita quasi ovunque e misurabile su suppY per ogni

x ∈ X ′′ e Kx(t) = 0 per t ∈ T \ suppY .

Il risultato dimostrato nella (a) implica che K ′′ manda X ′′ in Y ′′ con

||K ′′|| ≤ ||K ′||. Si osservi che il nucleo k∗∗ di K ′′ soddisfa l’identità

k∗∗(t, s)(u)(v∗) = v∗(k(t, s)u) (u ∈ U, v∗ ∈ V ∗),

dove abbiamo identificato ogni elemento u ∈ U in modo canonico con il

rispettivo funzionale in U∗∗. Di conseguenza per ogni x ∈ X ′′ e y ∈ Y ′ si

ottiene

∫

T

y(t)K ′′x(t) dt =

∫

T

∫

S

y(t)k(t, s)x(s) ds dt =

∫

T

y(t)Kx(t) dt.

In virtù della (32) ciò implica che

||Kx||Y ′′ = sup

{∫

T

y(t)K ′′x(t) dt : yKx ≥ 0, ||y||Y ′ ≤ 1

}
≤ ||K ′′x||Y ′′ ,
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quindi ||K||L(X′′,Y ′′) ≤ ||K ′′|| ≤ ||K ′||.
Se Y è semi-perfetto abbiamo Y ′′ = Y e quindi K(X) ⊆ K(X ′′) ⊆

Y ′′ = Y . Infine, se Y è β-quasi-perfetto e K(X) ⊆ Y , allora la (30)

implica che

||Kx||Y ≤ β(Y )||Kx||Y ′′ ≤ β(Y )||K||L(X′′,Y ′′)||x||X′′ ≤ β(Y )||K ′|| ||x||X

per ogni x ∈ X ⊆ X ′′. La dimostrazione della tesi (b) è completa.

Teorema 6. Siano X e Y spazi preideali normati con Y β-quasi-

perfetto. Sia K : X → Y un operatore limitato, regolare e regolarizzante.

Supponiamo che anche l’operatore associato K ′ : Y ′ → X ′ sia regolare e

regolarizzante. Allora per la palla unitaria B = {x ∈ X : ||x|| ≤ 1} in X

si ha

(35) γ(B,K) ≤ β(Y )γ0(B,K) ≤ β(Y ) min {γ(B,K), γ(K(B))}.

Inoltre, se k(t, s) ∈ K(U, V ) per quasi ogni (t, s) ∈ T × S, allora

(36) χ(K(B)) ≤ α(K(B)) ≤ 2γ(B,K).

Infine, se Y è regolare vale anche la stima inversa

(37) γ(K(B)) ≤ χ(K(B)).

Dim. La (37) segue direttamente dalla (13). Applicando la (24) con

F = S otteniamo γ0(B,K) ≤ γ(K(B)). Insieme alla (21) ciò fornisce la

seconda disuguglianza nella (35).

Per dimostrare la prima disuguglianza nella (35) possiamo suppore,

senza perdita di generalità, che k(t, s) = 0 per (t, s) �∈ suppY × suppX.

L’identità banale (PEKPD)′ = PDK
′PE implica insieme alla (33) che

||PDK
′PE|| = ||(PEKPD)′|| ≤ ||PEKPD||,

e quindi γ0(B′,K ′) ≤ γ0(B,K), dove B′ = {y ∈ X ′ : ||y|| ≤ 1} rappre-

senta la palla unitaria in X ′. Il Teorema 4 e la (23) implicano che

(38) γ(K ′(B′)) ≤ γ0
ν(B

′,K ′) = γ0(B′,K ′) ≤ γ0(B,K).
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Ora, la relazione (KPD)′ = PDK
′ e la (34) implicano che

||KPD|| ≤ β(Y )||(KPD)′|| = β(Y )||PDK
′||.

Ciò evidentemente dà la stima

γ(K,B) ≤ β(Y )γ(K ′(B′)).

Combinando questa stima con la (38) si ottiene la prima disuguaglianza

nella (35). La (36) segue dalla (23) e dal Corollario 9.

Il Teorema 6 contiene una versione “vettoriale” del criterio di com-

pattezza dimostrato in [14] come caso particolare:

Corollario 10. Siano X e Y spazi preideali normati con Y β-

quasi-perfetto e regolare. Sia K : X → Y un operatore limitato e regolare.

Supponiamo che l’operatore integrale associato K ′ : Y ′ → X ′ sia regolare

e regolarizzante e che k(t, s) ∈ K(U, V ) per quasi ogni (t, s) ∈ T × S.

Allora le seguenti quattro condizioni sono equivalenti:

(a) Per qualsiasi coppia di successioni Dn ⊆ S e En ⊆ T di insiemi

misurabili con Dn ↓ ∅ e En ↓ ∅ si ha ||PEnKPDn || → 0.

(b) Per ogni successione Dn ⊆ S di insiemi misurabili con Dn ↓ ∅ si ha

||KPDn || → 0.

(c) Per ogni successione En ⊆ T di insiemi misurabili con En ↓ ∅ si ha

||PEnK|| → 0.

(d) L’operatore K è compatto.

Se Y non è regolare ma K è regolarizzante allora (a) e (b) sono ancora

equivalenti e sufficienti per la (d).

Dim. Se B = {x ∈ X : ||x|| ≤ 1} rappresenta sempre la palla unitaria

in X, le condizioni (a), (b) e (c) sono solo riformulazioni di γ0(B,K) = 0,

γ(B,K) = 0 e γ(K(B)) = 0, rispettivamente. La tesi segue quindi dal

Teorema 6.

Facciamo qualche osservazione sul Corollario 10. Persino nel caso

scalare U = V = IR, questo corollario è più generale del criterio di com-

pattezza dimostrato in [14]. Infatti, non supponiamo che X o Y siano

semi-perfetti. Poiché non supponiamo neanche la completezza di X esi-

stono operatori integrali su X che non sono limitati. In realtà supponiamo

solo la limitatezza dell’operatore K, ma non quella dell’operatore |K| tra
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X e Y ; tali operatori non vengono considerati in [14]. Facciamo anche

osservare che la nostra ipotesi su K di essere regolarizzante è meno re-

strittiva dell’ipotesi fatta in [14] che |K| mandi X nella parte regolare Y 0

di Y .

A prescindere da queste osservazioni possiamo riassumere i vantaggi

principali del nostro aproccio nel modo seguente:

• I Corollari 5 e 9 forniscono un criterio di compattezza anche nel

caso che la parte regolare di X ′ sia banale, ad esempio per X =

L1([0, 1], IR).

• Nei Corollari 5 e 9 otteniamo risultati di compattezza anche se Y è

solo quasi-normato, ad esempio per Y = Lp([0, 1], IR) con p ∈ (0, 1).

• Anche se K non è compatto otteniamo delle stime per la misura di

non compattezza dell’immagine K(B) della palla unitaria B in X.

• Tali stime valgono anche se B non è necessariamente la palla unitaria

in X.

L’ultima osservazione è particolarmente utile se si considerano composi-

zioni KF di un operatore integrale non compatto K con qualche altro

operatore (non lineare) F : Z → X dove Z è un altro spazio quasi-

normato.

Per esempio, nella teoria topologica di punti fissi per operatori non

lineari A (vedi per esempio [17]) è molto importante la caratteristica

[A]α = inf {L : L > 0, α(A(M)) ≤ Lα(M)}.

È evidente che valgono sempre le stime

[KF ]α ≤ [K]α[F ]α ≤ ||K|| [F ]α

se K è lineare e limitato. Ora, se K è un operatore integrale limitato

ma non compatto si può ottenere una stima più forte. Per F : Z → X

poniamo

(39) [F ]γ = inf {L : L > 0, γ(F (M)) ≤ Lα(M)}.

Nel caso scalare la caratteristica (39) è stata introdotta e studiata in [2].

Il Corollario 9 implica il seguente
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Corollario 11. Siano X uno spazio quasi-normato e K : X → Y

un operatore integrale regolarizzante. Supponiamo che k(t, s) ∈ K(U, V )

per quasi ogni (t, s) ∈ T × S. Inoltre, supponiamo che F : Z → X mandi

insiemi limitati in insiemi limitati. Allora

[KF ]α ≤ 2q(Y )2||K|| [F ]γ .

Dim. Fissato un insieme limitato M ⊆ Z poniamo B = F (M); allora

per ipotesi B è limitato. Il Corollario 9 e la (21) implicano che

α((KF )(M)) = α(K(B)) ≤ 2q(Y )2γν(B,K) ≤

≤ 2q(Y )2||K||γ(B) ≤ 2q(Y )2||K|| [F ]γα(M)

come volevasi dimostrare.

L’esempio più importante per applicare il Corollario 11 è l’operatore

di sovrapposizione (di Nemytskij)

Fz(s) = f(s, z(s)) (z ∈ Z ⊆ M(S,W ))

generato da qualche funzione di Carathéodory f : S×W → W . In questo

caso la composizione KF è l’operatore integrale di tipo Hammerstein

(40) KFz(t) =

∫

S

k(t, s)f(s, z(s)) ds (t ∈ T ).

A prescindere da casi banali l’operatore F non è mai compatto. Ciono-

nostante può capitare che l’operatore di Hammerstein (40) sia compatto

anche se K non lo è. Per esempio (vedi [10, Teorema 19.1 (b)]) ciò è vero

se Y = Lp(S, IR) (0 < p < ∞), K : X → Y è regolare ed F è un operatore

migliorante nel senso che [F ]γ = 0. Questo risultato è un caso speciale

del precedente Corollario 11.

Ribadiamo che l’ipotesi su F : Z → X di essere migliorante non è

molto restrittiva. Per esempio se X = Lp(S,U) (1 ≤ p < ∞), dove S ha

misura finita, e F : Z → Lq(S,U) per qualche q > p allora F : Z → X è

migliorante. Infatti, la disuguglianza di Hölder implica che ||PDnFz||Lp ≤
||χDn ||Lr ||Fz||Lq con 1

p
= 1

r
+ 1

q
. Una condizione necessaria e sufficiente
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basata sul criterio di De la Vallée-Poussin affinché F sia migliorante in

spazi di Lebesgue è dovuta a P. P. Zabrejko, vedi [10, Teorema 17.5].

Ribadiamo anche che quasi tutti i risultati ottenuti sopra rimangono

validi se consideriamo il cosidetto “assioma della scelta dipendente” an-

ziché l’assioma della scelta classico. L’unica restrizione sta nella Propo-

sizione 4 (b) e nel Teorema 6 dove dobbiamo supporre che l’uguaglianza

(31) sia soddisfatta nello spazio V . Nel Teorema 6 questa ipotesi non è ne-

cessaria, però, se abbiamo k(t, s) ∈ K(U, V ) per quasi ogni (t, s) ∈ T ×S.

Infatti, modificando k eventualmente su un insieme di misura nulla pos-

siamo supporre in questo caso che k(T ×S) sia separabile. Inoltre, consi-

derando l’involucro chiuso lineare di k(T ×S)(U) al posto di V , possiamo

anche supporre che lo spazio V sia separabile. Ma in spazi di Banach

separabili l’uguaglianza (31) è sempre valida.
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[3] J. Appell – E. De Pascale: Su alcuni parametri connessi con la misura di non
compattezza di Hausdorff in spazi di funzioni misurabili , Boll. Unione Mat. Ital.,
B-3 (1984), 497-515.
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