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Formes harmoniques L~ sur les variétés non-compactes

G. CARRON

PRESENTAZIONE: Questo articolo riprende e completa un ciclo di conferenze te-
nute dall’Autore al Dipartimento di Matematica “G. Castelnuovo” dell’Universita degli
Studi di Roma “La Sapienza” nel giugno 1996. In esso si espongono alcuni legami fra
la  coomologia L? (ridotta), la topologia e la geometria delle varieta riemanniane non
compatte. Se (M",g) é una varietd riemanniana completa, il suo k-mo spazio di coo-
mologia L? (ridotta), indicato con Hk(M), st puo definire come lo spazio delle k-forme
differenziali L* che sono simultaneamente chiuse e cochiuse:

HF(M) ={a e L?, da=0, da=0}.

Quando la varieta é compatta e senza bordo, il teorema di Hodge-deRham dice che
questi spazi sono di dimensione finita e che essi sono isomorfi agli spazi di coomologia
reale di M. Inoltre vale la formula di Gauss-Bonnet:

. n
x(M) :/ Q=> (-1 dim#" (M),
M k=0
ove Q ¢ la n-forma di Eulero; per esempio in dimensione 2 si ha ) = K%, ove K ¢
la curvatura di Gauss e dA elemento d’area.

Considerando varieta riemanniane non compatte, sorgono spontaneamente le due
sequenti questioni:

1) quali sono le condizioni geometriche all’infinito che impongono agli spazi delle
forme armoniche L? di avere dimensione finita?
E poi, una volta fissata una tale geometria:

ii) quali sono i legami fra la topologia e gli spazi di coomologia L?, e quale tipo di
formule di Gauss-Bonnet si puo sperare di trovare?

Nella prima sezione dell’articolo, si descrive la coomologia L* ridotta e si entra
nel dettaglio dei problemi posti; nella seconda sezione, si danno alcuni esempi par-
ticolarmente significativi. Nella terza parte si introduce un importante strumento di
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analisi globale sulle varieta: le disuguaglianze di Sobolev. Si ottengono le risposte ai
problemi proposti per le varietd che verifichino una disuguaglianza di Sobolev e su cui
un integrale di curvatura sia finito. Per esempio le varieta euclidee all’infinito veri-
ficano queste ipotesi ed i metodi qui presentati permettono di calcolare le dimensioni
degli spazi delle forme armoniche L? di queste varieta in funzione della topologia. Si
da risposta in questo caso alla questione sequente, posta da J. Dodziuk nel 1980 nel
seminario di S.T. Yau: “Secondo Vesentini si sa che gli spazi delle forme armoniche
L? di una varieta piatta fuori di un compatto sono di dimensione finita. Quali sono i
legami di questi spazi in funzione della topologia della varieta?”

ABSTRACT: We give here some results about harmonics L* forms, topology and
the geometry at infinity on non-compact manifolds.

1— Les formes harmoniques L? sur les variétés riemanniennes
non-compactes

Je voudrais dans cette partie décrire une question qui a motivé mes
travaux sur les formes harmoniques L?; pour cela, je vais d’abord rappeler
briévement les résultats de Hodge-Rham et deRham, ensuite je donnerais
quelques exemples de variété non-compacte ol on sait calculer les espaces
de formes harmoniques L2

l.a. LA COHOMOLOGIE DERHAM. Soit M™ une variété différentiable
de dimension n, 'opérateur de différentiation extérieure agit de

d : C®(A*T*M) — C=°(A*'T* M)

et vérifie d o d = 0, ainsi on définit
i) Z8(M) = Ker{d : C®(A*T*M) — C>(AF1T*M)}
ii) B(M) = dC>(A*1T*M).
Alors on a B¥ C Z*, le k—ieme groupe de cohomologie (deRham) est le
quotient de ces deux espaces

Hip(M) = 220

En fait ces espaces, qui sont a priori des invariants différentiables, sont en
fait des invariants d’homotopie, plus précisément on a le résultat deRham

KEY WORDS AND PHRASES: L? harmonic forms — Sobolev inequality.
A.M.S. CLASSIFICATION: 58G05 — 46E35 — 53C21 — 53C42
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THEOREME 1.1. Les espaces de cohomologie deRham sont iso-
morphes aux groupes de cohomologie réels de M , i.e. H5z(M)~H"*(M,R).

REMARQUE. On peut définir la cohomologie deRham & support com-
pact: a partir de

d : CE(AT*M) — CF (AT M),
on définit
Ao e CRATM), da =0}
- dCg(AF1T*M)

Et lorsque la variété est l'intérieure d’une variété compacte a bord, ces

Hg (M)

espaces sont isomorphes aux espaces de cohomologie relative réel: H*(M)
~ H*(M,0M,R).
1.b. LA L?-COHOMOLOGIE REDUITE.

1.b.1 DEFINITION. Soit maintenant (M",g) une variété rieman-
nienne. La L2-cohomologie réduite est définie & partir de Paction (non-
bornée) de la différentiation extérieure d sur ’espace de Hilbert L*(A*T* M).
On introduit

i) Z¥(M), qui est le noyau de l'opérateur d agissant, de facon non-
bornée, sur L2(A*T*M), ou de facon équivalente

ZE(M) = {a € LX(A*T* M), da =0},

ol on entend que da est une distribution (ou un courant). Plus
précisément, la structure Hilbertienne induite par la métrique nous
permet de définir d, opérateur différentiel adjoint & d, par la formule

(da, B) 2 = {a, B) 12,V € CP(APT* M), B € CE (AT M) .

Alors I’égalité au sens des courants da = 0, signifie que pour tout
B € C(AFHT*M), on a

(o, 08) = 0.

Clest & dire que Z5(M) = (§C(A*T*M))*, ce qui montre que
c’est un sous-espace fermé de L2.
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ii) BY(M), qui est I'adhérence dans L2(A*T*M) de d[Cg°(A*1T*M)];
ot on a noté C°(A*~1T* M) I'espace des k-formes différentielles lisses
a support borné; par exemple si M est une variété a bord compacte
alors les éléments de C°(A*~'T*M) ont un support qui peut ren-
contré le bord.

On a B¥(M) C Z§(M) et le k™™ espace de L2?-cohomologie réduite est
le quotient H¥(M) = Z&(M)/B%(M). C’est donc un espace de Hilbert.

1.b.2 QUELQUES PROPRIETES. Il est clair que si ¢’ est une autre
métrique sur M™ qui est quasi-isométrique a g (i.e. C7lg < ¢ < Cy,
pour une constante C') alors les espaces de L*-cohomologie réduites de
(M,g) et (M,g") sont isomorphes. En fait, on méme mieux J. Lott a
remarqué que ces espaces étaient des invariants d’homotopie Lipschitz,
ie. si fo,fi : (M,9) — (IN,h) sont des applications Lipschitz telles
qu’il existe une application Lipschitz F : ([0,1] x M, dt*> + g) — (N, h)
homotopant fy et f, alors les applications f;, fi : HY(N) — HE(M)
sont égales.

1.b.3 FORMES HARMONIQUES ET L?-COHOMOLOGIE REDUITE. La
L2-cohomologie réduite a une interprétation en terme de formes harmo-
niques L%, En effet, notons H*(M) 'espace des k-formes harmoniques L?
sur M:

H*¥(M) = {h € L*(A*T*M),dh = 5h = 0}.

Alors on a la décomposition de Hodge-deRham-Kodaira

(1.2)  L*(A*T*M) = H*(M) ® dC° (AT M) @ §Cg° (AT M),

ol adhérence s’entend pour la topologie de L*(A*T*M). Et de plus
on a Z¥(M) = H¥(M) @ dCg°(A*=1T*M). Ainsi lorsque la variété est
compléte alors les fermés bornés sont les compacts et C5° = Cp° et donc
on a dans ce cas I'isomorphisme H*(M) ~ H%(M). De plus dans ce cas,
le résultat d’Andreotti et Vesentini affirme que si A = dé + dd est le
Laplacien de Hodge-deRham alors on a aussi

H*¥(M) = {h € L*(A*T*M), Ah = 0}.

Attention, ces résultats sont faux si la variété riemannienne n’est
pas complete. Par exemple si la variété est une variété compacte a bord
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alors cette derniere identité n’est pas valable, puisque 'un des espaces
est celui des fonctions localement constante et 'autre celui des fonctions
harmoniques.

1.b.4 LA L?-COHOMOLOGIE (NON-REDUITE). Elle est définie comme
le quotient de Z¥(M) par I'image par d de son domaine i.e.

Hk

2,nr

(M)=Z5(M)/{da, tel quea € L*(A*'T*M), da € L*(A*T*M)}.

En fait, la L?-cohomologie réduite et non-réduite coincident uniquement
lorsque zéro n’est pas dans le spectre essentiel du Laplacien de Hodge-
deRham. Les propriétés usuelles de cohomologie, comme les suites exac-
tes de Mayer-Vietoris, de I’homomorphisme cobord, sont vrai pour la
cohomologie L? non-réduite mais elles ne sont pas vrai en génerale pour
la cohomologie réduite. Désormais, on nommera L2-cohomologie la L>2-
cohomologie réduite sauf lorsque cela sera ambigu.

1.b.5 LE CAS DES VARIETES COMPACTES. Supposons ici que la varié-
té est compacte sans bord. Alors dans ce cas, les L2-cohomologie réduite
et non-réduite coincident puisque le spectre du Laplacien de Hodge-
Rham est discret; en particulier ’espace des formes harmoniques est de
dimension finie. Le théoréeme de Hodge-deRham affirme que l'on a la
décompsition

C=(AFT*M) = H* (M) @ dC=(A*'T* M) @ §C=(A*'T* M),

et on a ZK(M) = H¥(M) & dC®(A*1T*M). Ce qui montre que les
espaces de L2-cohomologie, de formes harmoniques L?, de cohomologie
réelle sont égaux.

En particulier, on a la formule de Gauss-Bonnet:

(M) = S (~DF dim () = [ 00,

k=0 M
ou x(M) est la caractéristique d’Euler de M et ou Q9 est n-forme d’Eu-
ler; par exemple en dimension 2, nous avons Q = KdA/2r K étant la

courbure de Gauss de (M, g) et dA la forme d’aire.
Une question naturelle est de comprendre ce qui se passe pour les
variétés completes non-compactes. Suivant J. ROE ([38]) on peut classi-
fier ce probléme sur les variétés non-compactes en trois types: I, 1,111,
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en référence a la classification des algebres de Von-Neumann. Le type I
est celui ou les espaces de formes harmoniques sont de dimension finie,
le type I celui ou ces espaces sont de dimension infinie ou nulle mais
ol on peut définir une dimension moyennée, par exemple si la variété est
un revétement infini d’une variété compacte; une tres bonne référence est
larticle D’ATIYAH [3]. le type III est celui ot on considére les formes
harmoniques L? sur les feuilles d’un feuilletage.

Ici, on s’interesse uniquement au type I, et nos questions naives sont
les suivantes

i) Quand peut-on affirmer que ces espaces de formes harmoniques L?
sont de dimension finie.

ii) Dans ce cas, quelles liens ont ces espaces avec la topologie et la
géométrie de la variété?

iii) Si cela est bien défini comment peut-on comparer la caractéristique
d’Euler L? définie par

n

X2 (M) = (=1)F dim H" (M)

k=0

et lintégrale de la n-forme d’Euler? Autrement dit, quel type de
formule de Gauss-Bonnet peut-on espérer?

l.c. L>-COHOMOLOGIE ET GEOMETRIE A L'INFINI. Avant de donner
des exemples, je voudrais donner le résultat suivant de J. LOTT ([34])

THEOREME 1.3. Si deuz variétés riemanniennes complétes (M, g1)
et (My, g2) sont isométriques hors d’un compact alors si tout les espaces
de L?-cohomologie réduite de I'une sont de dimension finie, alors ceuz de
la seconde aussi, i.e.

(dim H*(M;) < oo, Vk) < (dim H*(My) < oo, V).
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Avant d’esquisser la preuve de ce résultat, je dois dire que ce théoreme
est une réponse a une question que m’a posée H. Pesce en 1995 et que
cette question naturelle a guidé mon intuition.

PREUVE. Elle nécéssite de définir la L2-cohomologie absolue et re-
lative d’une variété riemannienne ouverte (€,g) & bord compact. La
L?-cohomologie absolue est la L2-cohomologie réduite comme elle a été
définie précédement. La L2-cohomologie relative est définie par

(0C (AFT=Q))*

Hy(Q,00) = . ;
{da, i*a =0, a € C*(AF1T*Q)}

ou 'adhérence est pour la topologie L? et ot i* est I’application naturelle
associée & l'inclusion 9Q — Q. Lorsque 'espace métrique (€, d,) est
complet, ces espaces ont une interprétation en terme de formes harmoni-
ques:

PROPOSITION 1.4.

HE(Q) = {a € L*(A*T"Q),da = Sa = 0, intya =0} ;
HY¥(Q,00) = {a € L*(A*"T*Q),da = 6a =0, i*a =0} ;

ou U est la normale intérieure a 09 C Q.

Ces égalités ont été montré par DUFF-SPENCER ([26]) et CONNOR ([15])
pour les variétés compactes a bord, ils ont aussi montré que ces espa-
ces de formes harmoniques sont isomorphes au groupes de cohomolo-
gie absolue/relative de Q. Les arguments de G. Duff, D.C. Spencer
se généralisent aisément a notre cadre; ces résultats sont bien connus
et ils sont, par exemple, assez explicites dans les articles de M. LE-
SCH et J. BRUNING ([8]) et de J. LOoTT ([34]). Soit maintenant (M, g)
une variété riemannienne complete et KX C M un compact a bord lisse
de M, on pose Q2 = M — K, il y a des applications naturelles entre
HY(M), H¥(Y), HE(Q,09): d’abord I'application restriction

j*+ Hy (M) — H;(Q)
et puis I'application extension par zéro

e : HE(Q,00) — HE(M).
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Cette derniere application est bien définie car si a € L2(A*T*Q) vérifie
les équations da = dav = 0, i*a = 0 alors si 8 € C°(A*1T*M), alors

grace a la formule de Stockes on a

[ o)~ [ (@68 = [ ainto) =0,

Ainsi 'extension par zéro de la forme « est faiblement fermée. Puis nous
avons les deux faits suivants

i) Im j* est de codimension finie dans HZ(Q).
ii) Ime est de codimension finie dans HY(M).

Ces faits permettent de conclure la preuve du théoreme.

D’abord, quite a passer au revétement double, on peut supposé la
variété orientée; en effet sur le revétement double orienté d’une variété
riemannienne non-orientable, ’automorphisme du revétement anticom-
mute avec lopérateur de dualité de Hodge, i.e si @ : M — M est
un tel revétement et si v est I'automorphisme de ce revétement alors
*7* + v*+ = 0. Ainsi si on note

H (M) ={a € H(M), v'a = ea}

ceci pour € € {+1,—1}, on a H(M) = H (M) @ H_(M) et H (M)
est isomorphe & H(M), ainsi puisque * réalise un isomorphisme entre

Hi1 (M) et Hiy(M), on a
dim H(M) = 2dim H(M) .

On a une dualité de Hodge-Poincaré entre les espaces HE(Q) et
HY7%(Q,09). Ainsi grace au premier fait, si #*(M) est de dimension
finie alors H¥(Q) est de dimension finie, ainsi que Hy *(Q2,02). Puis le
second fait montre que si H5(Q,09) est de dimension finie alors H*(M)
est de dimension finie. Ainsi on a

dim H*(M) < o0 & (dim H} () < oo, dim H} ~(02) < c0).

Le premier fait se prouve avec I'application cobord b : HY(Q) —
H!*1(K). Cette application est définie ainsi: si a est un représentant
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lisse de [a] € HEY(Q), on étend o en une forme lisse & sur M fermée
au voisinage de 0, alors bla] est la classe de cohomologie de d& dans
H*(K); ceci est bien définie, i.e. cela ne dépend pas du choix de a et de
I’extension. Une vérification simple montre que l'on a ker b = Imj*. Cette
égalité est un héritage de la suite exacte en cohomologie deRham associée
a lopérateur cobord. Cette égalité conclut le théoreme puisque ker b est
de codimension finie. Le second fait se prouve de méme, en considérant
I'application de restriction a K, r : H*(M) — H*(K), et de méme, on
a kerr = Ime. 0

Ce théoréeme et sa preuve montrent que 1’on peut espérer en général
établir des liens entre la topologie de la variété, la géométrie a I'infini, et
la L2-cohomologie de la variété. Ceci nous améne au programme suivant

i) Quelles sont les géométries & l'infini qui imposent aux espaces de
formes harmoniques L? d’étre de dimension finie?
ii) Puis quelles sont les liens entre ces géométries a Uinfini, la topologie

et les espaces de L2-cohomologie?

Nous allons maintenant donner des exemples ot on sait que ces espa-
ces de L?-cohomologie sont de dimension finie et de ce qu’on sait & propos
de la seconde question. Le but de cette partie n’est pas d’étre exhaustif
sur tous les résultats de nullité et de finitude pour les espaces de formes
harmoniques L?, le but est d’exposer les exemples qui débouchent ou qui
peuvent déboucher, selon moi, sur une réponse a la seconde question.

2 — Des exemples

2.a. LE CAS DES FORMES DE DEGRE 0 ET n.

PROPOSITION 2.1.  Si (M™,g) est une variété riemannienne com-
plete connexe alors

HO(M) = Rl si et seulement si vol M < oo,

H°(M) = {0} si et seulement si vol M = cc.
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Ce résultat se prouve simplement en utilisant la définition de la L>2-
cohomologie réduite, puisquune fonction L? faiblement fermé est en fait
locallement constante. Ce résultat a deux corollaires I'un énonce un
résultat similaire & propos des formes de degré n lorsque la variété et
orientable. L’autre est que sur l’espace euclidien R™ il n'y a pas de
forme harmonique L? non-nulle. On peut donner une autre preuve de ce
résultat:

2.b. CAS DES VARIETES PRODUITS.

PROPOSITION 2.2.  Si (M, g) est une variété riemannienne compléte
isométrique au produit riemannien R x N alors

(M) = {0}, VE.

PREUVE. Une premiére preuve serait d’utiliser une formule de Kiin-
neth. La seconde preuve utilise la formule de Cartan. Soit % le champ de
vecteurs unitaires tangent & R C R X N et ¢! le groupe & un paramétre
d’isométries qu’il engendre, i.e. ¢'(s,z) = (t+s,z). Si « est une k-forme
harmonique L? alors (¢)*« est aussi une forme harmonique L? et on a
la formule de Cartan

t
(P)'a—a=d int%(cp“")*ads.
0

On a évidement la majoration

lint o (o) allz2 < [[(¢*)"allL2 .
Donc la forme (¢%)*a est L2-cohomologue & la forme «, comme « est
l'unique représentant harmonique dans sa classe on a (¢')*a = «, puis
comme « est de carré sommable, a est nulle. 0

La preuve de cette proposition s’étend aisément pour donner
ProprosiTION 2.3.  Soit G un groupe de Lie dont la composante

neutre du centre n’est pas compact alors pour tout k, on a H*(G) = {0},
ceci pour n'importe quelle métrique invariante a gauche.
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PREUVE. La preuve est la méme: soit Z un élement de lalgebre
de Lie de G, qui engendre un sous-groupe non-compact a un parametre
(9%)ser, on note aussi Ly le difffomorphisme de G qui est la multipli-
cation a gauche par g°, c’est donc une isométrie. Si a est une k-forme
harmonique L? alors (L,¢)*« est aussi une forme harmonique L? et I'on
a la formule de Cartan

t
Lia—a= d/ int.L.ads.
0

Ou z est la champ de vecteur

gt.x.
=0

On a la majoration
[[int. Lgecrll 2 < max [2(2)] |2 -

Or J
(@) = o= 2y = 2(0)]
car z g’z = g' puisque chaque g’ est un élement du centre de G. Donc
L;ta = « ceci pour tout t € R, ensuite le fait que le groupe g' soit non
compact assure que comme « est de carré sommable alors o = 0. 0
Je remercie ici C. Pittet avec lequel j’ai oralement prouvé ce résultat.

COROLLAIRE 2.4. Si G est un groupe nilpotent alors H*(G) = {0},
pour tout k.

Nous décrirons plus loin les espaces de formes harmoniques L? des
variétés qui sont euclidiennes a l'infini, i.e des variétés riemanniennes
isométriques, hors d’'un compact, au complémentaire d’'une boule dans
un espace euclidien. Mais je pose la question suivante a laquelle je ne sais
répondre:

Si (M™,g) est une variété riemannienne isométrique hors d’un com-
pact au complémentaire d’un compact d’un groupe nilpotent (muni d’une
métrique invariante & gauche) alors quelles sont les liens entre les espa-
ces de formes harmoniques L? et la topologie de M? J’ignore méme la
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réponse a cette question lorsque la géométrie a I'infini est celle du groupe
de Heisenberg de dimension 3
) (z,y,2) € R3} .

1 =z =z
Heisz = { 01 vy
00 1,

2.c. LE CAS DES VARIETES DE REVOLUTION. Dans [23], J. DODZIUK
a calculé explicitement la cohomologie des variétés de révolution

THEOREME 2.5. Soit f : R — R une fonction lisse impaire,
nulle uniquement en zéro telle que f'(0) = 1, alors on munit R™ avec la
métrique qui en coordonnée polaire s’écrit g; = dr? + f2(r)d6? ou d6? est
la métrique usuelle de la spheére, alors

HA (R, g7) = {0} si b & {0,/2,1} -

MR g) = W' (R, 97) = 0} si [ 7" = oo
HOR?, g7) = H'(R", g7) ~ R sinon ;

HERgp) = 0 si [ 57 = oo

dim#? (R", g;) = oo si / 1< oo.
1

Ainsi se pose la question du calcul des espaces de formes harmoniques
L? pour une variété riemannienne qui, hors d’un compact, est isométrique
a (R" gs). Par exemple, le résultat de J. Dodziuk montre que pour
I’espace hyperbolique réel, on a

si 2k # n alors H*(H") = {0}.
Si 2k = n alors dim H*(H") = cc.

R. MAZZEO a entierement résolu cette question du calcul des espaces de
L?-cohomologie pour les variétés asymptotiquement hyperboliques ([35]):

THEOREME 2.6. Soit (M™, g) une variété riemannienne qui au dehors
d’un compact est isométrique au produit tordu (|0, 00[x %, dr? +e*g), ou
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g est une métrique riemannienne sur la variété compact ¥ alors
sik<n/2, HY(M)~ H'(K,0K),
sik>n/2, H"(M)~ H(K),
sik=n/2, dmH"(M)=cc.

De plus, R. Mazzeo détermine le spectre essentiel de I'opérateur de
Hodge-Rham de ces variétés.

2.d. LE CAS DE LA DIMENSION MOITIE. Si (M™,g) est une variété
riemannienne de dimension n paire, alors la norme L? sur les formes
différentielles de degré n/2 est un invariant conforme ainsi

PROPOSITION 2.7.  Si (M™,g) est une variété riemannienne de
dimension paire et si f € C°(M) on a

HE(M,g) = HE(M, e g).

On peut ainsi déterminer I’espace des formes harmoniques L? de

degré 7 sur l'espace hyperbolique réel H". Nous donnons ici un autre

type d’application de cette invariance conforme, pour cela nous com-
mengons par le résultat suivant:

PROPOSITION 2.8. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte
et K un compact de M de capacité nulle alors
{a € L*(A*T*(M — K)), da = Sac =0 sur M — K}
={a € L*(A*"T*M), da =da =0, sur M}.

Rappelons la définition de la capacité d’'un compact K d’une variété
riemannienne compact (M, g):

capK:inf{/M\duF7 /Mu:07u21sur K}.

Selon G. Courroris ([19]), si HY(M — K) le completé de C°(M — K)
pour la norme H', u — /||du||2, + |lul[2.. Alors cap K = 0 si et seule-
ment si H'(M) = Hy(M — K). Ce qui implique que si cap K = 0 alors
HY(AFT*(M — K)) = H'(AFT*M).
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En effet, H(A*T*(M — K)) est le completé de C°(A*T*(M — K)
muni de la norme a +— 4/ [,, |[Va|? + |a?. Montrons que o € C®(A*T* M)
est dans H} (A*T*(M — K)), ce qui conclura par densité. Si p € C°°(M)
on a la formule d’intégration par parties

[ VR = [ ldpPlaf? + 9. V' Va),
JM JM

ceci montre que si pj, est une suite de fonctions de C§°(M — K) tendant
en norme H! vers la fonction constante 1, alors (ppa), est une suite
d’éléments de C5°(A*T*(M — K)) tendant en norme H! vers a.
PREUVE. Par la loi du qui peut le plus peut le moins on a 'inclusion
du second espace dans le premier. L’autre inclusion est évidente avec
la définition de la capacité: soit o une k-forme harmonique L?, alors on
a (a,08) = 0, pour tout 8 € C(A*'T*(M — K)). Or cette expres-
sion est continue par rapport & 3 pour la norme H', et donc elle est
valide par densité pour tout 8 € H} (A*T*(M — K)), et donc pour toutes
(k — 1)-formes lisses sur M. Donc « est faiblement fermé sur M. Le
méme argument montre que « est faiblement cofermé et donc que « est
harmonique sur M. 0

REMARQUES.

i) Ceci montre que le complémentaire d’un compact de capacité nulle
dans une variété connexe est connexe. En effet les fonctions local-
lement constante sur le complémentaire sont constante. En fait, on
peut trouver aussi une preuve avec le mouvement Brownien, puisque
presque stirement le mouvement Brownien évite les ensembles de ca-
pacité nulle.

ii) On a le méme résultat sur les variétés non-compactes auxquelles on
enleve un compact de capacité nulle relativement a un ouvert borné
qui le contient.Ce résultat a quelques applications:

1) Soit S une surface riemannienne tel que [ |K|dA < oo alors
grice au résultat de HUBER ([31]) on sait que S est conformément
équivalente & une surface riemannienne compacte S & laquelle on
a enlevé un nombre fini de points, ainsi comme ces points sont
de capacité nulle, si g est le genre de S et donc de S on a

dim H'(S) = b,(S) =2¢.
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2) Un autre exemple géométriquement intéressant est le suivant:
on considere 'espace projectif complexe muni de la métrique de
Fubini-Study; soit py € P"(C), le cut-locus de py est exacte-
ment Pespace projectif P"~1(C) situé & I'infini par rapport & pg.
De plus, en coordonnées exponentielles (r,u) €]0,7[xS*"71 la
métrique de Fubini-Study est exactement

dr® +1r°g._,

ol g; est la métrique de Berger sur S?»~! dont les fibres sont de
longueur [, i.e on a la fibration totalement géodésique IS —
S-1 — Pr»=1(C). Or la codimension du cut locus est ici 2,
ainsi sa capacité est nulle; les propositions précédentes montrent
que si on munit R?" de la métrique qui en coordonnée polaire
s’écrit dr? + 7°2g(1 4,21 alors cette métrique riemannienne est
quasi-isométrique & une métrique conforme a la précédente, et
donc cette variété riemannienne a une forme harmonique L? non-
nulle en degré n. Pour n = 2, ESCOBAR-FREIRE obtiennent,
par le calcul, I'existence de cette forme harmonique de plus ils
montrent que la courbure sectionnelle de cette variété est positive

([27)).
2.e. L? COHOMOLOGIE ET COHOMOLOGIE DERHAM.

PROPOSITION 2.9. Si (M™,g) est une variété riemannienne com-
plete telle que Tm(H* (M) —s H*(M)) # {0} alors H*(M) # {0} plus
précisement Im(H* (M) —s H*(M)) s’injecte dans la cohomologie L?.

PREUVE. On a évidement une application naturelle H*(M) —
HE(M) qui & une forme fermée & support compacte associé sa classe
de cohomologie L? ou sa projection orthogonale sur I’espace des formes
harmoniques L2. La proposition affirme que si « est une forme fermée a
support compact qui est nulle en cohomologie L? alors elle est exacte, ceci
découle de [dR, Théoréme 24] pour toute forme 3 € L?) il y a une forme
harmonique h, et deux courants S, T tels que 8 = h + dS + 6T, de plus
S et T sont lisses 14 o1 A est lisse. On applique ceci & o une forme lisse
fermée & support compact nul en cohomologie L2, par hypothése T' = 0
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puisque « est faiblement fermé, et h(a) = 0 donc il existe une forme lisse
T telle que o = dT. 0

Ce résultat a lapplication suivante due & M. ANDERSON ([2]): Si
(M™, g) est une variété riemannienne dont la classe d’Euler est non-nulle,
alors dimH"(TM) > 1. En effet, la classe de Thom du fibré est non-
nulle et donc Im(H?(TM) — H™(TM)) # {0}. Par exemple, le fibré
tangent & S?P, T'S? a une forme harmonique L? non-nulle de degré 2p.
Prenons I'exemple du fibré tangent &4 S2, on ne sait pas déterminer ses
espaces de L? cohomologie. Ce fibré a une géométrie intéréssante; en
effet, lorsqu’on lui enléve la section nulle, ce fibré & un revétement double
isométrique a (]0,00[xS?,dr? + ga,,-), Ol on a noté g, la métrique de
Berger sur S® dont les fibres sont de longueur [. Il serait intéressant de
comprendre le lien qu’il y a sur ces variétés entre L2-cohomologie et la
géométrie. Par exemple, je conjecture que sur cette variété, 'espace des
formes harmoniques L? est de dimension finie.

Pour conclure cette partie et ce paragraphe, je vais citer le résultat
de ATIYAH-PATODI-SINGER ([4]) qui est le premier résultat liant coho-
mologie et formes harmoniques L2.

THEOREME 2.10.  Soit (M™,g) une variété riemannienne & bouts
cylindriques, i.e au dehors d’un compact, elle est isométrique au produit
riemannien (]0,00[xX X, dr? 4+ h), ot h est une métrique riemannienne sur
la variété compact X alors

HE(M) ~ Im(H¥ (M) — H*(M)).

Ce résultat est fondamental pour obtenir la formule de la signature
d’une variété compacte a bord. Nous allons ensuite montrer comment
des outils d’analyse sur les variétés permettent d’obtenir des résultats
a propos des questions que nous avons posé a propos des liens entre la
géométrie a l'infini, la topologie et les espaces de L2-cohomologie. Pour
cela, nous commencons par décrire un peu les outils d’analyse que nous
utiliserons.
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3 — Inégalités de Sobolev sur les variétés riemanniennes non-
compactes

Dans toute cette partie (M™,g) est une variété riemannienne com-
pléte, non-compacte connexe.

3.a. QU'EST CE QU'UNE INEGALITE DE SOBOLEV? Pour cela, il
faut des espaces de Sobolev, pratiquement on se limite ici aux espaces
LP et & lespace Hg. Les espaces LP: ce sont les espaces LP(M,dv,)
construit a partir de la mesure riemannienne dv,. Pour p fini, c’est aussi
le completé de C3°(M) pour la norme LP. Remarquons que si pour une
variété compacte ces espaces ne dépendent pas de la métrique, pour une
variété non-compacte ce n’est plus le cas, par exemple on a

1€ L' (M,dv,) & volM < 00.

Et il est facile de construire sur R? des métriques complétes & volume fini
ou infini.

DEFINITION 3.1. L’espace Hj(M) est le completé de C5°(M) pour

la norme
u— 1// |dul|? .
M

C’est donc un espace de Hilbert. Remarquons que cet espace est bien
défini, puisqu’une fonction a support compact de gradient nul est con-
stante, donc nulle. Cependant cet espace n’est pas toujours un espace de
fonctions; par exemple, sur R muni de la métrique euclidienne, si u est
une fonction lisse & support compact qui vaut 1 sur un voisinage de 0 alors
la suite de fonction (¢ — u(t/k)); converge vers 0 dans Hj mais vers la
fonction constante 1 dans L{ ; ¢’est & dire que Pinclusion C§°(R) — Li_
n’est pas continue pour la norme H.

REMARQUE. En fait, linclusion C°(R) — Li . est continue si

loc
seulement si 'inclusion C§°(R) — H,!

loc

est continue. En effet, si K est
un compact a bord lisse de M et si A\ (K) est la premiere valeur propre
non-nulle pour le probléme de Neumann alors on a 'inégalité de Poincaré

1 2
Al(K)/KUZ g/K\du|2+VO1K(/Ku)  Vue Co(M).
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D’ou on a toujours
||UHL2(K) < C(K)(Hu||Hé(M) + ||UHL1(K))7 Vu e CSC(M)~
A. ANCONA a donné plusieurs caractérisation pour cette continuité ([1]):

THEOREME 3.2. Les propriétés suivantes sont équivalentes

a) linclusion C°(R) — H}

L se prolonge par continuité a Hy(M).
b) Il existe un ouvert borné U de M et une constante strictement positive

C telle que

c(/U juf)” < /M \dul?, Yu € C5°(M) .

¢) L’équation A,G,(y) = 0, a des solutions positives pour un (ou pour
tout) x € M.

d) Il existe une fonction strictement positive f telle que

[ st < [ Jduf, vae ).
M M

Pour les surfaces simplement connexe, celles qui ne vérifient pas I'une
de ces conditions sont conformément équivalentes a la spheére ou au plan.
C’est pourquoi on nomme les variétés, qui satisfont & 'une des propriétés
de ce théoreme, non-paraboliques. Terme que 1’on préfere a hyperbolique
car si n > 2, l'espace euclidien vérifie les conditions du théoreme. Par
exemple, la fonction ‘172";,2
dérivées partielles A, G, (y) = d,. On peut aussi le voir grace & 'inégalité
de Hardy

est une solution positive de 1’équation aux

(L_z)2/nu2(x)d7x < /Rn |du‘2(l’)dz7 Vu € CSO(R”),

2 [l ~

i.e. I'inégalité d) est vrai pour la fonction ((n—2)/(2]z]))?. C’est pourquoi
nous parlerons d’inégalité de Hardy & chaque fois que nous démontrerons
une inégalité du type d). Ces inégalités exprime que I'espace H}(M)
s’injecte continfiment dans un espace L? & poids. Ainsi pour nous une
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inégalité (ou inclusion) de Sobolev est une injection continue de Hj (M)
dans un “bon” espace de fonctions. Le qualificatif “bon” dépend de
l'usage que 'on désire avoir des inégalités. Il se trouve que les inégalités
de Hardy sont tres facile a obtenir.

3.b. INEGALITES DE HARDY. Dans [11], j’ai donné une méthode
pour en obtenir; cette méthode fournit par exemple, 'inégalité suivante

THEOREME 3.3. Si M"™ — RN est une immersion isométrique
dont le vecteur courbure moyenne est k, alors (M",g) vérifie l'inégalité
de Hardy suivante

(”;2)2/ ( dx</ \dul?(z 2|k|u dz, Yu € C(M),

ot on a noté r(z) = ||z — z||, Ty étant un point quelconque de RN .

Ce résultat est a rapprocher de celui de HOFFMAN-SPRUCK qui ob-
tenaient une inégalité de Sobolev assez similaire a cette inégalité de
HARDY ([30]):

THEOREME 3.4. Si M"™ — RN est une immersion isométrique
dont le vecteur courbure moyenne est k, alors (M",g) vérifie inégalité
de Sobolev suivante

/ o] (2)dz) / v (@) + [k |o]2(2)dz, Yo € C(M).
Ces deux résultats ont la conséquence suivante sur les sous-variétés
minimales:

COROLLAIRE 3.5. Si M"™ — RN est une immersion isométrique
minimale alors pour tout xy € RN, M™ vérifie les inégalités de Sobolev

(n;Q)Q/M (%)Q(w) dr g/ \dul?(x) dz, Yu € C(M).
e ([ pP=@de) " < [ JaoP), vo e G ().
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La derniére inégalité a été obtenu par MICHAEL-SIMON [36]. Remar-
quons qu’on ne peut retrouver I'inégalité de Hardy simplement a partir de
I'inégalité de Sobolev et de I'inégalité de Holder. Cette derniere inégalité
de Sobolev de type euclidien, permet de faire de ’analyse sur le Laplacien
comme on sait le faire sur R".

3.c. INEGALITES DE SOBOLEV DE TYPE EUCLIDIENNE. On connait
assez bien les propriétés équivalentes a ces inégalités en terme de noyau
de la chaleur, d’inégalité de Faber-Krahn...Nous donnons ici uniquement
les outils d’analyse qu’implique une telle inégalité de Sobolev

THEOREME 3.6.  Soit (M™,g) une variété riemannienne compléte

qui vérifie l'inégalité de Sobolev

wOn( [ \u|%(x)dx)l’% < /M\duﬁ(x)dx, Vu € O (M),

M

alors pour tout p > 1, s > 0 tels que 2sp < v on a

Clpwr s, p)lull 2y < [A%ule, Y € C°(M).

v—2ps —
Et si s > v/p alors on a les inégalité de Gagliardo-Nirenberg

lullo < C,s.ru | Aul’ 4 ull ', Yu e C(2),

\ _ v/s
0u 0= T

Enfin si (P(t,7,Y)) ¢.zer+xmxy €8t le noyau de la chaleur de (M™, g)
(i.e. le noyau de l'opérateur e=*2) alors ce noyau vérifie

&2 5 &,
P(t,z,y) < Q(HM)%*%—”, V(t,z,y) € R x M x M.

La premiere propriété est due & N. VAROPOULOS dans [42], la seconde
a T. COULHON dans [16], la majoration gaussienne du noyau de la chaleur
est due & DAVIES-PANG [21], T. COULHON [17], et SIKORA [40].
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4 — L2-cohomologie et inégalités de Sobolev

Le but de cette partie est de décrire comment on peut obtenir des
résultats de finitude pour la dimension de ’espace des formes harmoniques
L? grace & une inégalité de Sobolev; et de donner un lien entre topologie,
formes harmoniques L? et géométrie & I'infini. Tout ceci repose sur la
formule de Bochner-Weitzenbock:

4.a. LA FORMULE DE BOCHNER-WEITZENBOCK. Si AF = d§+8d est
le Laplacien de Hodge-Rham agissant sur les formes différentielles d’une
variété riemannienne complete (M, g); alors nous avons

HY M) = {a € L*(A*T*M), AFa =0},

de plus ce Laplacien admet la décomposition de Bochner-Weitzenbock
suivante
AP = A+ R*,

ol A est le Laplacien brut, c’est & dire c¢’est Popérateur différentiel d’ordre
deux symétrique construit a partir de la connexion de Leci-Civita V et
de la forme quadratique a +— [, |[Va|?; autrement dit A = V*V, ot V*
est lopérateur adjoint & V. Et RF est un endomorphisme symétrique
de A*T*M, que l'on peut définir & 'aide de I'opérateur de courbure de
(M™, g) (cf. [28]); par exemple R est ’endomorphisme associé au tenseur
de Ricci, et nous avons toujours la minoration R* > k(n — k)p, olt p est
la plus petite valeur propre de 'opérateur de courbure; de plus, on a
|R*|(z) < c¢(n)|R|(z) ot R est le tenseur de courbure de (M,g). Un
corollaire de cette formule est le suivant:

PROPOSITION 4.1. Si (M™, g) est une variété riemannienne conneze
compléte de volume infini telle que R¥ > 0 alors H¥(M) = {0}.

PREUVE. En effet, si o est une forme harmonique L? de degré k, on
peut justifier la formule d’intégration par partie

0= (o, AFa) = / [Val* + (RFa, a).
M

Ce qui montre que cette forme est forcément parallele et donc sa norme
ponctuelle est constante, ’hypothése sur le volume implique donc que
cette norme est nulle. 0
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Lorsqu’on suppose que (M™,g) vérifie une inégalité de Sobolev, on
peut alors raffiner cette proposition:

PROPOSITION 4.2.  Si (M™, g) vérifie l'inégalité de Sobolev

-
ND(M)(/MMﬁ(x)dx) < /M\du|2(:v)dx7 Vu € C(M),

et si on a
k -1
IR*Il, 5 <,
alors H*(M) = {0}.

PREUVE. Ceci repose sur l'inégalité de Kato i.e. si o est une forme
différentielle lisse alors

Val(z) > ldlall(x).

Si a est une k-forme harmonique L?, on se sert de la formule précédente

[ dalF < [ Vol = ~(R¥a,a).
JM M

On utilise alors I'inégalité de Sobolev pour minorer le premier terme et
I'inégalité de Holder pour majorer le dernier terme et on obtient

D)ol 2y < IRl

v— v—2
ce qui conclut la preuve de cette proposition. 0

4.b. UN RESULTAT DE FINITUDE. Suivant la philosophie du résultat
de J. Lott (th. 1.3), I'intuition laisse supposer que si la courbure est de
norme L"/? finie et que la variété vérifie la méme inégalité de Sobolev
alors les espaces de L2-cohomologie sont de dimension finie. On peut en
fait justifier ce raisonement heuristique ([13]):

THEOREME 4.3. Si (M, g) est une variété riemannienne compléte
qui vérifie 'inégalité de Sobolev

,@(M)(/M\u%(x)dx)l’% < /M\du|2(x)da:, Vu € C (M),
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et dont la courbure vérifie

IRFZ < o0
M

alors lespace des k-formes harmoniques L? est de dimension finie. De
plus, on a

dimH* (M) < %/ |R¥|Z .
Mu M

Avant de commenter ce résultat, nous donnous des exemples de

variétés qui satisfont aux hypotheses de ce théoreme:

i)

ii)

iii)

Une variété riemannienne complete a courbure nulle au dehors d’un
compact et dont le volume des boules géodésiques a un comportement
uniformément équivalent & la fonction (r — r™) vérifie nos hypotheses
pour v = n; en effet, pour ces variétés notre hypothese sur la courbure
est bien vérifiée, de plus selon T. COULHON et L. SALOFF-COSTE,
nous savons que pour les variétés a courbure de Ricci positive ou nulle
sur un voisinage de l'infini, ce comportement uniforme du volume des
boules géodésiques implique cette inégalité de Sobolev (en fait il y a
méme une équivalence, cf. [18]). Une telle variété a en fait un nombre
fini de bout chaqu’un isométrique & un cone R™ — B"(r)/I" ot B"(r)
est la boule euclidienne de rayon r et ou I' est un sous-groupe fini de
O(n) agissant sans point fixe sur S"1.

On peut raffiner cet exemple, en supposant que la variété est quasi-
isométrique & une telle variété et que la courbure est dans L%.

Une variété connexe, de volume infini, de dimension n isométrique-
ment plongée dans un espace euclidien dont la seconde forme fonda-
mentale de 'immersion est n—intégrable vérifie nos hypotheses pour
v = n. En effet, dans [14], nous avons montré qu'une telle variété
vérifie I'inégalité de Sobolev; de plus comme la courbure est majorée
par un multiple universel de la seconde forme fondamentale, la cour-
bure d’une telle variété est n/2-intégrable. Cependant remarquons
que, appliquée & ce cadre, la majoration de la dimension de H*(M)
ne dit rien, puisque la constante de Sobolev n’est pas calculable &
partir de [, [11]".
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Les bornes sur la dimension reprennent essentiellement 1'idée de P.
BERARD et G. BESsON; dans [5], ils obtenaient une majoration d’inva-
riants topologiques d’une variété compacte en fonction de la norme L%
de la courbure. Ces estimées sont dit de CWICKEL-LIEB-ROSENBLJUM,
car en 1972, ROSENBLJUM obtient le résultat suivant ([39])

THEOREME 4.4. Soit V une fonction LT sur R™ alors le nombre de
valeurs propres strictement négatives de l’opérateur de Schrédinger A+V
est magjoré par

C, v? (z)dzx,

R"

ot V_ = (|V| =V)/2 est la partie négative de V.

La constante C,, est trés importante en mécannique quantique, cf. [33];
elle fut successivement amélioré par CWICKEL ([20]), E. LIEB ([33]) et
P. Li- S.T. Yau ([32)).

Je vais maintenant décrire la preuve du théoreme 4.3: grace a l'i-
négalité de Sobolev et l'inégalité de Kato, on montre que 'opérateur
A~3RFA-E est un opérateur continu de L? dans lui-méme. Ou A~% est
Popérateur de L? sur H} définit & Iaide de la formule f,, |[VA~2a|? =
Jas la)?, ceci pour tout o € L2. On rappelle que Uespace Hy(AFT*M) est
défini comme étant le completé de 'espace C5°(AFT*M) pour la norme
a— ||[Va|lL2. De plus, on a la majoration de la norme de cet opérateur

Ll Al
IAT2REA™2 122 < |RM 5 /1 -

Ainsi si 15 est la fonction caractéristique de la boule de centre xy fixé et
de rayon R alors on a la limite en norme d’opérateur

ATSRFATE = lim AT81,RF1,AE.
R—o00

On montre ensuite que les opérateurs A-31 rRF1 RA*% sont compacts.
Ainsi l'opérateur A-3RFAS est compact, et donc le noyau de Id;2 +
A~3RFA-% est de dimension finie. On finit la preuve en montrant que
I’application suivante

VA : H¥(M) — ker {Id;2 + A" TRFA"2} |

est bien définie et est injective.
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4.c. TOPOLOGIE ET FORMES HARMONIQUES L?. Une fois ce théoréme
établi, on se pose la question de savoir comment les espaces de formes
harmoniques L? sont reliés & la topologie de (M™, g). Nous commencons
par un résultat sur le nombre de bouts ([14]).

PROPOSITION 4.5. Si (M, g) est une variété riemannienne compléte
qui vérifie 'inégalité de Sobolev

% (z)dz) g/ \dul?(z)dz, Yu € C*(M),
M

mM)( ] fu

M
alors Uapplication naturelle H: (M) — H'(M) est injective.
Ceci a le corollaire suivant

COROLLAIRE 4.6. Sous les hypothéses précédentes, si b est le nom-
bre de bouts de M alors on a

dim M (M) >b—1.

/ ric_|2 < oo
M

alors M a un nombre fini de bouts.

En particulier, si

La preuve de la proposition est presque évidente: si a est une forme
fermée A support compact dans D qui est nulle en cohomologie L?, alors il
existe une suite de fonctions u; € C§°(M) telle que limy_,o ||a — duy|| 2 =
0, 'inégalité de Sobolev

1—-2

H(/ ful# (2)da) < / \dul(2)dz, Yu € C5*(M),
M M

implique que la suite u; est de Cauchy dans L#2 et donc converge vers
une fonction wu, mais cette fonction u doit vérifier du = a. Comme « est
a support compact, u est localement constante sur le complémentaire de
D; mais le volume des boules géodésiques de la variété est uniformément
minoré ([10]) et donc chaque bout de M™ a un volume infini et u est



112 G. CARRON [26]

a suppport compact. Et a est cohomologue a 0 pour la cohomologie a
support compact.

REMARQUE. Ceci redémontre le résultat de [9] qui affirme que si M
est une sous-variété minimale d’un espace euclidien et si elle a au moins
deux bouts elle posséde une fonction harmonique d’énergie de Dirichlet
borné.

Ces arguments peuvent étre poussés plus loin et ’on obtient ainsi le
théoréme suivant ([14])

THEOREME 4.7. Soit (M™, g) une variété riemannienne compléte,
qui pour un v > 4, vérifie l'inégalité de Sobolev

v -2
M(M)(/ Jul 2 (2)dz) g/ |duf?(z)dzx, Yu € C*(M)
M M
et telle que son tenseur de courbure vérifie [,, |R(z)|2dx < oo, alors si
D est un ouvert borné (a bord régulier) de M, nous avons la suite exacte

. — HY(D,0D)—HH (M) H, (M — D) H*'(D,0D) — ..

Décrivons un peu les homomorphismes i, j*, b: i est 'application
naturelle qui & une forme fermée lisse a support compact dans D associe
sa classe de L?-cohomologie, si [a] € H*(D,dD) alors

i[e] = o modulo dC§° (A*—1T*M) .
Puis j* est ’'homomorphisme de L2-cohomologie induit par 1’application
j:M—-D— M.

L’homorphisme cobord L? est plus “compliqué” a définir: soit o€ Z5(M —
D) N C>(A*T*(M — D), il existe alors une k-forme lisse sur M, @, telle
que @ = a sur M — D et telle que da = 0 sur un voisinage de M — D.
Alors da est une forme fermé & support compact dans D et la classe
de da dans H**'(D,0D) ~ H**'(D) ne dépend que de la classe de L?
cohomologie de . Ensuite si 8 € Z§(M — D), alors on définit b[3] = [da]
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oll « est n’importe quel représentant lisse de la classe de L?-cohomologie
de B. Ainsi b est la composée de I'application naturelle H¥(M — D) —
H*(M — D) et du morphisme de cobord en cohomologie deRham H*(M —
K) — HFY(D).

REMARQUE. En fait, cette suite est toujours exacte pour la L2
cohomologie non-réduite. En particulier, lorsque 0 n’est pas dans le spec-
tre essentiel du Laplacien de Hodge-deRham, alors cette suite est vrai,
puisque dans ce cas L2-cohomologie réduite et non-réduite coincident.
Par exemple, selon DONNELLY-XAVIER ([25]), sur une variété a courbure
—1 hors d’un compact, de volume fini et de dimension paire, zéro n’est pas
dans le spectre essentiel du Laplacien de Hodge-deRham; et donc cette
suite exacte a lieu. Cependant les variétés qui satisfont & nos hypothéses
ont 0 dans le spectre esssentiel du Laplacien de Hodge-deRham (pourvu
que le volume croisse polynémialement).

La preuve de ce théoreme repose essentiellement sur deux ingrédients:

Le premier est 'existence d’un noyau de Green i.e. d’'un opérateur
continu
G : L*(AT*M) — H)(AT*M),

tel que si o € L2(AT*M) alors
a = h(a) +dG(a) + 6G(a) .

Le second est le suivant si « est dans 1’espace de Sobolev Hy (AT* M),
qui vérifie

Afa = Aa+RFa € CF°
alors o est L%

C’est pour prouver ce second fait que I’hypothese sur la dimension de
I'inégalité de Sobolev apparait. Cette condition est a rapprocher au fait
que dans R", n > 4, équation (A+V)u = 0, pour V & support compact
n’a pas de solution demi-borné. Autrement dit le pole en ¢ = 0 de la
résolvante (A +V — ¢)~! provient uniquement de fonctions propres L?.

Le premier fait est une conséquence du fait que Vopérateur (d + 9) :
H}(AT*M) — L*(AT*M) est Fredholm, i.e. son noyau est de dimension
finie, son image est fermé et de codimension finie. Ce fait est le début
d’une généralisation de ces travaux.



114 G. CARRON [28]

Il y a aussi un autre ingrédient: sous les hypotheses du théoreme, la
L2?-cohomologie réduite du complémentaire de D est de dimension finie.
Pour cela, on identifie, cet espace a un sous-espace des formes harmoni-
ques L? sur la variété double (M — D)#op(M — D). Plus exactement,
on a

HE(M — D) ~ {a € H* (M — D)#op(M — D)),0"a = a},

ou o est la symétrie par rapport & D qui échange les deux parties. A
priori, la somme connexe de ces deux copies de (M — D) est uniquement
muni d’une métrique Lipschitz, c¢’est suffisant pour définir 'opérateur o
et donc on peut parler de formes harmoniques. Et comme, les espaces
de L2-cohomologie sont des invariants de quasi-isométries, si on lisse la
métrique dans un voisinage de 9D, la dimension des espaces de formes
harmoniques L? ne changent pas; la courbure de la variété riemannienne
lisse obtenue sera toujours dans L%, et selon [14], 'inégalité de Sobolev
aura encore lieu sur cette variété, ainsi le théoréme montre que la L2-
cohomologie de cette variété est de dimension finie.

4.d. FORMULES DE GAUSS-BONNET. Cette suite exacte a de nom-
breuses applications, elles sont décrite dans [14]. La premiere est la for-
mule suivante pour la caractéristique d’Euler L?:

THEOREME 4.8.  Soit (M™,g) une variété riemannienne compléte
qui vérifie les mémes hypothéses qu’au théoréme (4.7) alors si D est un
ouvert borné de M on a

Xr2(M,g) = x(D,0D) + x12(M — D, g).

Et un corollaire de cette formule est un théoréme de l'indice relatif

COROLLAIRE 4.9.  Soient (M]',g1) et (My,g2) deuzx variétés rie-
manniennes complétes qui vérifient les mémes hypothéses qu’au théoréme
(4.7) alors s’il existe Dy (resp. Ds) un domaine compact de My (resp.
M,) tel que (My — Dy, g1) soit isométrique a (My — Da, go2) alors

xr2(My, g1) — x12(Ma, g2) = Qo — Qo2

Dy Do
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M. GROMOV et B. LAWSON avaient démontré un tel résultat pour
des opérateurs de Dirac sur des variétés non-compactes, completes dont le
potentiel courbure, qui apparait dans la formule de Bochner-Weitzenbock,
est uniformément strictement positif sur un voisinage de l'infini ([29]); en
fait comme ’a montré H. DONNELY, le fait que le bas du spectre essentiel
de Vopérateur de Dirac soit strictement positif suffit pour avoir une for-
mule de l'indice L*relatif ([24]). Cependant, d’une part les variétés que
nous considerons ont, généralement, un bas du spectre essentiel nul, et
d’autre part, lorsque le bas du spectre essentiel du Laplacien de Hodge-
Rham est strictement positif, on sait que cette suite est exacte. De ce
résultat, nous pouvons en déduire la formule de Gauss-Bonnet L? sui-
vante qui généralise les travaux de N. Borisov, W. MULLER, R. ScH-
RADER et J. BRUNING sur les variétés asymptotiquement euclidiennes

(6}, [7]):

THEOREME 4.10. Soit (M", g) une variété riemannienne de dimen-
sion n > 5 dont le tenseur de courbure R vérifie

|R(z)|2dx < 00,
M

et s’il existe un compact D de M tel que chaque composante conneze de
M — D soient quasi-isométrique au complémentaire d’une boule eucli-
dienne de R™ alors

x2(M,g)= [ Q.

JM

En fait, ce résultat est aussi vrai pour n > 3. Pour prouver ce
résultat, il suffit de montrer que si g est une métrique sur R" quasi-
. L. N L. . 1. . n
isométrique & la métrique euclidienne et si [, [R9]2 < oo alors

Q9 =0.
Rn
Ceci est en fait une conséquence des travaux de K. ULHENBECK; dans [41],
elle montre que forcément cette intégrale est un entier et que I'on peut
déformer “continiment” la connexion de Levi-Civita vers une connexion
plate & l'infini; “contintiment” veut dire continue pour une topologie qui
assure que V — [z, (V) est continue et donc reste constant ici.
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4.e. CALCUL D’ESPACES DE L?-COHOMOLOGIE. Une telle suite
exacte peut aussi étre utile pour calculer la L2-cohomologie des variétés
dont on connait la cohomologie L? & 'infini, par exemple

THEOREME 4.11.  Soit (M",g) une variété riemannienne connexe
de dimension n > 3 telle qu’il existe un compact D de M tel que cha-
qu’une des b composantes connexes de M — D soit quasi-isométrique au
complémentaire d’une boule euclidienne de R™ alors

HE (M)~ H¥ (M) si0<k<n-—2
H Y M) ~ H Y (M) o R¥!
H™ (M) = {0} .

Ceci est aussi vrai pour n > 3, et cela repose sur le calcul de la
L2-cohomologie du complémentaire d’une boule euclidienne de R™ ([13]):

LEMME 4.12.  Soit R > 0 alors si x est l'opérateur de dualité de
Hodge, on a
H(R" — B(R)) = {0} si k # (n— 1)

B " n *dr
Hy '(R"-B (R)):an—l .
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