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Fonctions finement biharmoniques

dans un espace biharmonique

C. BENSOUDA - M. EL KADIRI - I. ROUCHDI

ABSTRACT: We define and study a theory of finely biharmonic functions in a fine
domain of a biharmonic space in the sense of Smyrnelis satisfying the axion D

1 — Introduction

En théorie classique du Potentiel dans IR", la topologie fine a été
définie par H. Cartan en 1940 comme étant la moins fine des topologies
rendant continues les fonctions surharmoniques. Cette topologie a été
ensuite étendue au cadre des diverses théories axiomatiques du Potentiel
et aux théories du Potentiel des processus de Markov.

La théorie du balayage des mesures a permis a FUGLEDE de dévelop-
per et étudier dans [12] une théorie des fonctions finement harmoniques
dans un ouvert fin (i.e., ouvert au sens de la topologie fine) d’un espace
harmonique de Bauer X vérifiant 1'axiome de domination (ou Axiome
(D)), généralisant la notion classique de fonction harmonique dans un
ouvert ordinaire de X.

SMYRNELIS [19], [20] a développé une théorie axiomatique des fonc-
tions biharmoniques s’appliquant a un opérateur obtenu par couplage de
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deux opérateurs différentiels L, et L, du second ordre elliptiques ou pa-
raboliques dans un ouvert  de IR", et a montré qu’on peut étendre a
ce nouveau cadre les méthodes et les résultats de la théorie classique ou
axiomatique des fonctions harmoniques. Dans cette théorie un espace
biharmonique (X,H) est la donnée d’un espace localement compact X
muni d’un faisceau d’espaces vectoriels de couples de fonctions réelles
continues sur les ouverts de X vérifiant certains axiomes. A un tel espace
sont associés deux espaces harmoniques de Bauer (X, H;) et (X, Ha).

BOULEAU [4] a ensuite montré que dans la théorie de Smyrnelis les
couples hyperharmoniques > 0 sont exactement les couples excessifs d'une
résolvante triangulaire de noyaux boréliens sur I'espace de base. BOBOC
et BUCUR [2] ont montré que ces couples s’identifient aussi aux fonctions
excessives d'une famille résolvante de noyaux sur 'espace X @& X.

Dans [11], le deuxiéme auteur a introduit et étudié la notion de fonc-
tion finement biharmonique dans un ouvert fin de la théorie classique du
Potentiel dans IR". Outre le fait qu’elle soit I'extension naturelle de la
notion de fonction biharmonique aux ouverts fins, 'intérét de cette notion
réside aussi dans le probleme d’approximation des fonctions continues sur
un compact K par les restrictions a K de fonctions biharmoniques aux
voisinages de K.

Notre but dans ce travail est d’étendre les résultats de [11] au cadre
d’un espace biharmonique de Smyrnelis dont les espaces harmoniques
associés admettent la méme topologie fine.

Les notations utilisées dans tout ce travail seront identiques a celles
des travaux de Fuglede et Smyrnelis cités dans la bibliographie, auquels
on renvoie pour plus de détails.

2 — Mesures biharmoniques

Tout au long de ce travail nous utilisons la théorie locale des fonctions
biharmoniques telle qu’elle est présentée par SMYRNELIS dans [19] et [20],
dont nous rappelons ici quelques résultats nécessaires aux développements
qui suivent.

Soit (X, M) un espace biharmonique au sens de [19] d’espaces harmo-
niques associés (X, H;) et (X, Hz). On note U+ (X) le céne des couples hy-
perharmoniques positifs sur X. Par le mot fonction on entendra toujours,
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sauf mention expresse du contraire, une fonction a valeurs dans IR. L’or-
dre sur I’ensemble des couples de fonctions sur un ensemble M est ’ordre
produit usuel:

(f,9) < (hk) <= f<hetg<k,
(f,9) < (h,k) < f<hetg<k;

on écrira aussi (h,k) > (f,9) (resp (h,k) > (f,9)) au lieu de (f,g) <
(h,k) (vesp. (f,g) < (h, k)) i(f,9) > (0,0), (resp. (f,g9) > (0,0))
on écrira tout simplement (f, g) > 0 (resp. (f,g9) > 0). Soient F =
(f,9) et G = (h,k) deux couples de fonctions; on pose min(F,G) =
(min(f, h), min(g, k)) (resp.max(F, G) = (max(f, h), max(g, k))), olt, pour
deux fonctions u et v, la fonction habituellement notée min(u, v) (resp.
max(u,v)) est définie par min(u,v)(z)=min(u(x), v(x)) (resp. max(u, v)
(#) = max(u(z), v(x))).

Pour tout couple ® = (f,g) de fonctions sur X, et toute partie E
de X, on note ®F le couple réduit du couple ® sur E. On rappelle que
ce couple est défini par

OF = inf{(u,v) € UT(X); (u,v) > ® sur E},

ou l'inf est pris au sens de I'ordre produit. Le couple balayé de ® sur F
est noté ®F et défini par ®F = (OF, ®F), ow1, pour une fonction h sur X,
h désigne la régularisée s.c.i. de h, i.e. la plus grande minorante s.c.i. de
h dans X. On remarquera que l'on a ®¥ = (¢7)¥ ot & = max(P,0).

Si f est une fonction définie sur une partie A de X, on note ? R]‘i‘ et
j}A%f*-‘, j = 1,2, respectivement la réduite et la balayée de f sur A dans
I'espace harmonique (X, H,;).

Si A est une partie de X, on note A I'adhérence de A dans le com-
pactifié d’Alexandroff de X.

Comme en théorie des espaces harmoniques, c’est la notion de ba-
layée d’un couple de mesures qui va nous permettre de définir la notion
de couples finement hyperharmoniques, surharmoniques ou harmoniques.
A cet effet, nous rappelons le résultat suivant [20, Théoreme 7.11 et
Théoreme 7.12]:

THEOREME 2.1. Pour tout couple (o,7) de mesures de Radon po-
sitives sur X et toute partie E de X, il existe trois mesures de Radon
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positives o ¢F et 7F sur X telles que, pour tout H-potentiel P = (p,q),
on ait . . .
/ PFdo :/ pda” +/ qds®,

/ J32Ed7' :/ qdr®,
ot PP = (PE, PE).

Lorsque 0 = T = €, € X, on notera les mesures o?,¢? et 7F
correspondantes dans le théoréme précédent par oZ,¢¥ et 77 respecti-
vement. Ce sont ces mesures qui permettent de définir les notions de
couples finement harmoniques et finement hyperharmoniques.

On note P(X) (resp. P1(X), resp. P2(X)) le cone des H- (resp. H;-,

resp. H,-) potentiels et on pose

P3y(X) ={q € P(X)[Fp € P1(X) : (p,q) € P(X)}.

LEMME 2.2. Soit (X, H) un espace biharmonique fort. Alors, tout
Ho-potentiel q est 'enveloppe supérieure d’une suite croissante (q,) d’élé-
ments de Py(X).

DEMONSTRATION. Soit (p', ¢') un H-potentiel tel que p’ > 0 et ¢’ > 0.
11 est facile de vérifier que la suite (g, ) définie par ¢, = min(g, nq") répond
aux conditions du lemme.

Dans toute la suite de ce travail (X, H) est un espace biharmonique
fort au sens de Smyrnelis dont les espaces harmoniques associés (X, H;)
et (X, H,) vérifient 'axiome (D) et admettent la méme topologie fine,
qu’on appelera topologie fine de X. Les ouverts de cette topologie seront
appelés les ouverts fins de X. On utilisera le mot fin (finement) pour
distinguer les notions relatives a la topologie fine de celle relatives a la
topologie initiale. Pour toute partie A de X, on note Aet 0y A ladhérence
fine de A et la frontiere fine de A, c’est-a-dire au sens de la topologie fine.

EXEMPLE. Soit 2 un domaine de IR", n > 1. On note Ha le faisceau
biharmonique défini sur €2 par le Laplacien:

Ha(w) = {(u,v) € [C*(w)]? : Au = —v, Av = 0},
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pour tout ouvert w de . Le couple (2, Ha) est un espace biharmonique
dont les espaces harmoniques associés sont identiques a ’espace harmo-
nique classique défini par I'opérateur de Laplace sur . On rappelle
d’apres [10] que I'espace biharmonique (IR",Ha) est fort si et seulement
si n > 5. Par contre, si Q est un domaine borné de IR", I’espace bihar-
monique (2, Ha) est fort pour tout n > 1.

PROPOSITION 2.3.  Pour tout ouvert fin w de X, et tout x € w, on a
ol% = €O et 7OW = €299 ou 8% j = 1,2, est la balayée de la mesure
€, sur Cw dans Uespace harmonique (X, H;).

DEMONSTRATION. En appliquant le théoréme précédent aux cou-
ples P = (p,0), ol p est un H;-potentiel quelconque sur X, on voit que
of¥ = €% Pour établir égalité 76« = €29 il suffit d’utiliser le

lemme précédent en observant que pour tout H-potentiel P = (p,q), la
fonction PF n’est autre que la balayée de ¢ sur E dans I’espace harmo-

nique (X, H,).

REMARQUE. Plus généralement, si o et 7 sont deux mesures de
Radon > 0 sur X et si £ C X, les mesures o et 7% ne sont autres que
les balayées des mesures o et 7 relativement aux espaces harmoniques

associés (X, H1) et (X, Hs).

Il est bien connu que pour tout ouvert fin w de X, les mesures €L ¢«

et €29“ sont portées par dpw (voir [12]). Donc, d’aprés la proposition

précédente, les mesures 0$“ et 7E%, x € w, sont portées par dsw.
Cw

T )

Soit w un ouvert fin de X. Pour tout x € w, on pose p¥ = o
VY=o et \Y = 7%,

DEFINITION 2.4. Soient w un ouvert fin de X. Pour tout = € w, le
triplet de mesures (1%, v, A2) est appelé le triplet des mesures biharmo-
niques de w au point x.

REMARQUE. Si w est un ouvert H-régulier de X et si x € w, les
mesures p¥, v¥ et A, ne sont rien d’autres que les mesures biharmoniques
habituelles de w au point = (voir [19]).

Pour quelques propriétés des mesures biharmoniques, utiles pour la
suite, nous avons besoin de rappeler deux résultats diis & BOULEAU [4]:
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THEOREME 2.5. Il existe un noyau borélien unique V sur X ayant
les propriétés suivantes:

i) Pour toute fonction finie continue @ > 0 a support compact sur X,
la fonction V(p) est Hi-surharmonique > 0, finie, continue et H,-
harmonique dans le complémentaire du support de .

i) Pour toute fonction Ha-hyperharmonique v > 0 sur X, V(v) est la
fonction hyperharmonique pure d’ordre 2 associée a v.

On rappelle (voir [21]) que la fonction hyperharmonique pure d’ordre
2 associée a une fonction Hy-hyperharmonique v > 0 dans X est la plus
petite fonction H;-hyperharmonique u > 0 telle que le couple (u,v) €
UT(X); elle est donnée par

w=inf{s: (s,v) € U™ (X)}.

REMARQUE. Si f est une fonction borélienne > 0 sur X, alors V()
est Hy-hyperharmonique > 0 dans X.

THEOREME 2.6. Awec les notations du théoréme précédent, on a,
pour tout couple (u,v) € UT(X),

V(v) < u,

i.e. il existe une fonction Hi-hyperharmonique t > 0 telle que u =
V(v) + t.

On va maintenant appliquer les Théoremes 2.5 et 2.6 pour le calcul
du couple balayé sur une partie A de X d’un couple ® = (u,v) € UT(X)
au moyen du balayage relativement aux espaces harmoniques (X, H;) et
(X, Ha).

Dans la suite, si s et t sont deux fonctions H;- surharmoniques > 0
telles que s < ¢, on note t — s la fonction u H;-surharmonique > 0 telle
que t =u+ s.

PROPOSITION 2.7. Pour tout couple H-surharmonique (s,t) > 0 dans
X et toute partie A de X, on a
/\A

(s,t) =('R* + V(R 2 RY).

s—V(2R)
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DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que 1'on a

—A

(s,t) = (inf{u:u>ssur A (u?> R eUT(X)}2RM).
Or, pour tout couple (u,2 R%) € UT(X), on a, d’apres le Théoréme 2.6,
w=VCR +r

ou r est une fonction H;-hyperharmonique > 0. D’autre part, comme
(s, R*) € UT(X), on a, d’apres le Théoreme 2.6,

s=V(R) +k,

ou k est une fonction H;-surharmonique > 0 dans X. On en déduit que

—A

(s.t) =(VCRY +'Ri\*R})
d’ou le résultat.

COROLLAIRE 1. Pour tout couple H-surharmonique (s,t) > 0
dans X et toutes les parties A et B de X telles que A C B, on a

DEMONSTRATION. On a, d’apres la Proposition 2.7,

—A

(S7t> = (lRf,V(Zﬁzﬁl) + V(QR?)F R?)
En utilisant les relations I}A%f’EA = R4 et 2§5§A = 2R4 pour u Hi-

hyperharmonique > 0 et v ’Hg—ﬁyperharmonique % 0 qui découlent aus-
sitot du Théoreme 9.1.1 et du Corollaire 9.2.3 de [7], on obtient

COROLLAIRE 2.  Soient w un ouvert fin de X et x € w. Alors la
mesure v est portée par la base b(Cw).
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DEMONSTRATION. D’aprés le Théoreme 2.1, on a, pour tout H-
potentiel P = (p,q) dans X et tout x € w,

ﬁfw(w)Z/ pdu:+/ qdvy.

— Cw

Comme PCv = 130“’, on a aussi, toujours d’apres le Théoreme 2.1,
ﬁf“(x) :/ ﬁlcwdu;” +/ ﬁf“di/;’.
Comme ]320“’ = 2]/%(10‘” en vertu du corollaire précédent, on en déduit que

[ta—25av: =o,

/ gV — / 2 RO
pour tout ¢ € P5(X). D’ott, d’apres le Lemme 2.2,
[ advi = [ 2R

pour tout Ho-potentiel ¢ dans X. En prenant ¢ strict, ceci montre bien
que ¥ est portée par b(Cw), grace a [7, Proposition 7.2.2].

soit

Comme b(Cw) C Oyw, on déduit du corollaire précédent que, pour
tout @ € w, la mesure v est portée par dsw.

ProPOSITION 2.8.  Soit w un ouvert fin de X. Alors, pour tout
T € w, la mesure V¥ ne charge pas les ensembles H-polaires.

DEMONSTRATION. Soit z € w. Comme la mesure v* est portée par
Oyw, il suffit de montrer que ¥ ne charge pas les H-polaires contenus
dans Oyw. Soit A un ensemble H-polaire C Jdsw, on peut trouver un H-
potentiel P = (p,q) dans X tel que p = ¢ = 400 sur A et p(z) < +oo.
On a alors [ qdv? < p(x) < +oo, d’ott v¥(A) < v¥({q = +o0}) = 0.
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3 — Couples finement hyperharmoniques et couples finement
biharmoniques

On désigne par f-lim et f-liminf respectivement les limites fine et
fine inférieure, c’est-a-dire au sens de la topologie fine. Pour un couple
F = (u,v) de fonctions sur U, on note f-liminf, ,, F'(z) le couple (f-
liminf,_,, u(z),f-liminf,_,, v(z)).

On rappelle d’abord qu'une fonction u sur un ouvert fin U de X est
dite H;-finement hyperharmonique dans U, 7 = 1,2, si v est finement
s.c.i., & valeurs dans | — 0o, +00], et si la topologie fine induite sur U
admet une base B formée d’ouverts fins w tels que w C U et

u(x) 2/ ude’

pour tout = € w ([12, p. 67]).
Par analogie avec cette définition on pose la

DEFINITION 3.1. Un couple (u,v) de fonctions sur un ouvert fin U
de X est dit finement H-hyperharmonique dans U si u et v sont finement
s.c.i. & valeurs dans | — oo, +00], et si on peut trouver une base B d’ouverts
de la topologie fine dans U formée d’ouverts fins w de X tels que w C U
et

u(x) 2/ udu;’—i—/ vdvy, v(x) 2/ vd\
pour tout r € w.

Ces inégalités sont appelées inégalités de la moyenne.

La définition a bien un sens puisque, pour tout € w, les mesures
ue, ve et XY sont portées par d;w et ne chargent pas les polaires.

On note U;(U) 'ensemble des couples finement #-hyperharmoniques
dans un ouvert fin U de X, et Uf(U) celui des couples finement H-
hyperharmoniques > 0 dans U.

Un couple (u,v) de fonctions sur un ouvert fin U de X est dit fi-
nement H-hypoharmonique dans U si le couple (—u,—v) est finement
‘H-hyperharmonique dans U.

DEFINITION 3.2. Un couple (u,v) de fonctions sur un ouvert fin
U de X & valeurs dans IR est dit finement H-harmonique (ou simple-
ment finement biharmonique) dans U si (u,v) est a la fois finement #-
hyperharmonique et finement H-hypoharmonique.
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On dit qu'un H-potentiel P = (p,q) dans X est semi-borné si les
potentiels p et ¢ sont semi-bornés.

THEOREME 3.3.  Soit (f,g) un couple de fonctions finement s.c.i.
sur U et finement H-hyperharmonique dans U. Si de plus il existe un
‘H-potentiel semi-borné P = (p1,p2) dans X tel que (f,g) > —P, alors
on a (f(z),9(x)) > (J" fdu¥l + ["gdv¥, [* gd\¥) pour tout x € U ou P
est fini.

DEMONSTRATION. Il suffit d’adapter aux couples la démonstration
du Théoréme 9.4 de [12].

COROLLAIRE 1. Un couple (u,v) de fonctions sur un ouwvert fin U
de X est finement H-hyperharmonique dans U si et seulement si u et
v sont finement s.c.i. > —oo, et si pour tout ouvert fin relativement
compact w tel que w C U, sur lequel u et v sont bornées inférieurement,
et tout x € w, on a

u(x) 2/ ud,u;’—i—/ vdve, v(z) 2/ vdAY.

COROLLAIRE 2. Un couple (u,v) de fonctions finement continues
sur U a valeurs dans IR est finement harmonique dans U si et seulement
st pour tout ouvert fin relativement compact w tel que w C U, sur lequel
u et v sont bornées, et tout r € w, on a

u(z) = /ud,u‘;j +/vdu§f, v(z) = / vdXY.

On déduit aussi du Théoreme 3.3 les propriétés suivantes des couples
finement hyperharmoniques:

1. L’ ensemble U;(U) est un cone convexe de sommet 0:
l) Yu,v € Z/{f(U), u+veE Uf(U),
ii) Yu € Up(U),VA > 0 fini, Au € Up(U).
iii) De plus, le cone U;(U) est inf-stable, c’est a dire,
VF,G € Z/lf(U),min(F, G) S Uf(U)

U (U) ales mémes propriétés.
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2. Si U; et U, sont des ouverts fins de X tels que U; C U, et si F' =
(u,v) € Uy (Us), alors Fly, = (u|v,,v|y,) € Up(Uy).

3. Si (Us)ies est une famille d’ouverts fins de X et si F' est un couple de
fonctions sur U = U, U; tel que Fy, € Up(U;) pour tout i € I, alors
F e Uf(U)

Ces propriétés de faisceau en topologie fine, vraies aussi pour les cou-
ples finement biharmoniques, permettent, quitte a se restreindre aux com-
posantes finement connexes de 'ouvert fin U, de se ramener au cas ou U
est un domaine fin que I'on fixera dans la suite. On rappelle que la topo-
logie fine est localement connexe (voir [12, corollaire du Théoréme 9.11]).
Quitte a ajouter a U ’ensemble polaire des points irréguliers de sa frontie-
re fine, on le supposera, grace au principe de prolongement par continuité
fine, régulier (donc un K, de X).

LEMME 3.4. Soit (h,k) un couple biharmonique > 0 dans X et w
un ouvert fin relativement compact de X. Alors on a

h(z) = / hdu + / kdv®,

et

k(z) = /kd/\;j,

pour tout T € w.

DEMONSTRATION. D’aprés la Proposition 2.7, on a

——Cw ~ ~ ~
(hk)  =(R™ +VCRE).? Ri¥).

h—V(2RCw)
Or les fonctions h — V(k) et k sont respectivement 7;-harmonique et
Hy-harmonique dans X, donc 2R{“ = k et IRSwv(ﬁCw) =h—V(k), dou
- k

_——Cw

(hyk) = (h,k) et le lemme découle alors du Théoreme 2.1 et de la
Proposition 2.3.

COROLLAIRE. Soit (h, k) un couple biharmonique dans un ouvert

de X pour la topologie initiale. Alors (h,k) est finement biharmonique
dans Q.
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THEOREME 3.5. Soient Q un ouvert de X pour la topologie initiale
et (u,v) un couple H-hyperharmonique dans Q. Alors (u,v) est finement
H-hyperharmonique dans 2.

DEMONSTRATION. Les fonctions u et v sont s.c.i., donc finement
s.c.i. dans €. Ces fonctions sont aussi localement bornées inférieurement.
Quitte a se placer localement on peut donc supposer qu’il existe un couple
biharmonique (h, k) > 0 dans Q tel que (u,v) + (h,k) > 0. Soit w un
ouvert fin tel que w C 2 et sur lequel u et v sont bornées inférieurement
et soit x € w, alors on a

w(z) + h(z) = /*(u + h)de, >

Z/ (u—l—h)du;—i—/ (v+k)dve.

Or on a d’apres le lemme précédent

h(x) = / hdp® + / kdv®,

k(z) = /kdx;,

u(z) 2/ ud,u;’—o—/ vdvy.

La fonction v est finement Ho-hyperharmonique d’aprés [12, Théore-
me 9.8]. On en déduit que le couple (u,v) est finement H-hyperharmoni-
que dans 2.

Les quatres propositions qui suivent résultent immédiatement de la

Définition 3.1 et de celle des fonctions finement H-hyperharmoniques.

PROPOSITION 3.6.  Soit {(un,v,)} une suite croissante d’éléments
de Up(U). Alors (sup,, uy,sup,, v,) € Uy (U).

ProposITION 3.7.  Soit (u,v) € Ur(U), et soit v' une fonction
finement Ho-hyperharmonique dans U. Siv' < wv, alors (u,v") € Uy(U).
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PROPOSITION 3.8. Soient u et v deux fonctions respectivement
finement Hi-hyperharmonique et Ho-hyperharmonique > 0 dans U. Alors
(u,0) € Uf(U), et (+o0,v) € LI;F(U).

PROPOSITION 3.9.  Soit (u,v) € U (U). Alors les fonctions u et v
sont respectivement finement Hi-hyperharmonique et Ho-hyperharmonique
dans U. En particulier le couple (u,0) € U7 (U).

COROLLAIRE. Pour tout couple (u,v) € Up(U), les fonctions u et v
sont finement continues dans U.

DEMONSTRATION. Quitte & se placer finement localement et ajouter
a (u,v) un couple biharmonique (h,k) > 0, on peut supposer (u,v) >
0. D’apres la Proposition 3.9, les fonctions u et v sont respectivement
finement H;-hyperharmonique et H,- hyperharmonique, donc finement
continues.

PROPOSITION 3.10. Soient V' un ouvert fin contenu dans U, (uy, v1)€
Up(U) et (uz,v2) € Uy (V) tels que

f—lminf(us, vo)(z) > (u1(y), v1(y)), Yy € 0,V NU.

Ty
Alors le couple (u,v) défini par

min((uy,vy), (ug,v9))(x) si x €'V,

(w,v)(@) = { (ur,01)(z) siz € U\ V

est finement H-hyperharmonique dans U.

DEMONSTRATION. On adapte aux couples la démonstration du Lem-
me 10.1 de [12].

Soit S§(U) le cone des fonctions finement Ho-surharmoniques positi-
ves majorées par un élément de Pj(X).

LEMME 3.11. Tout v € S§)(U) est 'enveloppe supérieure d’une suite
croissante (p, —*RSY), ot (p,) est une suite d’éléments de Py(X).
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DEMONSTRATION. Le lemme résulte immédiatement du Théoreme 3
de [14].

LEMME 3.12. Toute fonction v finement Ho-hyperharmonique > 0
dans U est l'enveloppe supérieure d’une suite d’éléments de Sy(U).

PROPOSITION 3.13. Pour toute fonction v finement Hq-hyperharmo-
nique > 0 dans U et tout ouvert fin w Cw CU, le couple ([* vdv®, [* vd\*)
est finement H-hyperharmonique dans w.

DEMONSTRATION. D’aprés les lemmes précédents, il suffit de démon-
trer la proposition lorsque v est de la forme (q — QRICU) ou ¢ est un
élément de Pi(X). Soit ¢ € PL(X) et p un H;-potentiel fini continu tel
que P = (p, q) soit un H-potentiel fini continu dans X. On a, dans w,

(B Pgoye = ([ Pevaws + [ Bgtave, [ PEvane)).

—

Pour compléter la preuve, il suffit d’utiliser les identités (]31c v, 1320 Uyow =
(Pf“, Py«) et PV =2ROY, et le fait que RSV est finement H,-harmo-

nique dans w.

COROLLAIRE 1. Soient (u,v) € Uf (U) et w un ouvert fin régulier
tel que @ C U. Alors le couple de fonctions

( / udp® + / vdv®, / udA_w>

est finement H-hyperharmonique dans w.

COROLLAIRE 2.  Soient (u,v) € Uf (U) et w un ouvert fin régulier
tel que @ C U. Alors le couple de fonctions (u,v), défini par

(/ udp” +/ ’Udl/w,/ vd)\“) dans w,
(u,v), = : ' ‘
(u,v) dans U \ w

est finement H-hyperharmonique dans U.
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DEMONSTRATION. Comme le couple (u,v) est > 0, les fonctions u
et v sont finement H-hyperharmoniques > 0 dans U d’apres la Proposi-
tion 3.9. Il en résulte alors d’aprés [12, Théoreme 14.6 et Théoreme 14.7]
quel'on a f—liminf, ,, (/" udus+[" vdv®) >u(x)et f-liminf, (" vd\?)
> v(y) pour tout y € dyw (on rappelle que p® = €L et \v = 2w),
d’ott le résultat en vertu du Corollaire 1 et de la Proposition 3.10.

4 — Réduction et balayage des couples finement
hyperharmoniques

Si f une fonction sur U, on note fsa régularisée finement s.c.i. C’est
la plus grande minorante de f qui soit finement s.c.i. dans U, et elle est

donnée par
f(z) =f —liminf f(y), Vo € U.

Yy—x

Si F = (f,g) est un couple de fonctions sur U, on note F le couple (f, J).
Ce couple est applelé le couple régularisé finement s.c.i. de F' dans U.

DEFINITION 4.1. Soient A C U et F' = (f, g) un couple de fonctions
sur U. Le couple réduit de F sur A, noté F4, est le couple défini par

F4 = inf{(u,v) € Uf (U); (u,v) > (f, g) sur A}.

Le couple balayé de F' sur A est le couple FA régularisé finement s.c.i.
de F4.

PrOPOSITION 4.2. Soient A C U et F = (f,g) un couple de
fonctions sur U. Alors le couple F* est finement H-hyperharmonique
dans U.

Pour toute partie A de U, on note j’U]/%’f“, j =1,2, la balayée sur A
d’une fonction f relativement & U dans l’espace harmonique (X, H,;).

PROPOSITION 4.3.  Soient (f,g) un couple de fonctions sur U, et

—A

A C U. Posons FA = (FAF2). On a alors (f,0) = (“WR%,0) et

~ ~A
A _2,U
Ff=>VR .
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DEMONSTRATION. Le couple (LU}A%J‘}, 0) est finement H-hyperharmo-
A

nique > 0 dans U et majore (f,0) q.p. sur A, donc (I*UE?,O) > (f,0) .
D’autre part si (u,v) € U7 (U) majore le couple (f,0) sur A, alors u est
une fonction finement H;-hyperharmonique > 0 qui majore f sur A, donc

—A

(f,0) > (1’U§?,0), et par suite mA = (LU]??,?,O). Soit maintenant
v une fonction finement Hy-hyperharmonique > 0 sur U telle que v > g
sur A. Alors le couple (+00,v) est finement H-hyperharmonique > 0
et majore (f,g) sur A, d’out 21]1%;‘ > Ff. L’inégalité inverse découle
facilement du fait que pour tout couple finement H-hyperharmonique
(u,v) > 0 tel que (u,v) > (f,g) sur A, la fonction v est finement Ho-
hyperharmonique > 0 et majore g sur A.

PROPOSITION 4.4.  Soient (u,v) € Uf (U) et A C U. Alors on a

_— A
(u,v) = (u,v) ¢q.p. sur A.

DEMONSTRATION. Cela résulte en effet du fait que, pour tout couple
finement H-hyperharmonique (u,v) > 0, les fonctions u et v sont respecti-

vement finement H,-hyperharmonique et Hy-hyperharmonique positives
et de [12, Théoreme 11.8].

REMARQUE. Si (u,v) € Uf (U) majore ¢.p. un couple F' de fonctions
sur A C U, alors (u,v) > F4.

5 — Ordre spécifique dans U/ (U)

Remarquons d’abord que le cone U (U) est réticulé pour 'ordre na-
turel, ce qui se démontre comme en théorie des fonctions finement har-
moniques.

L’ordre spécifique, noté <, est défini sur U (U) par

(u,v) < (s,t) <= F(ur,v1) eUF(U) : (s,t) = (ur,v1) + (u,v).

PROPOSITION 5.1.  Soient Fy = (uy,v1), Fy = (ug,v2) € U (U). On

U
a alors [(Fy — Fy)t] < F}.
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DEMONSTRATION. La proposition se démontre exactement comme
dans le cas des fonctions finement hyperharmoniques (voir [12], p.p. 129,
130 et 131).

COROLLAIRE (Propriété de décomposition de Riesz). Soient F,G
et H trois couples de U (U) tels que F < G + H. Il existe alors deux
couples I, I, € Z/{JZF(U) tels que ' =F, + Fy, I, <G et I, < H.

THEOREME 5.2.  Soient S, T € U;j(U) et A C U. On a alors
A
(S+T) =S84+T4

DEMONSTRATION. L’inégalité (m)A < SA4T4 découle immédia-
tement de la définition du balayage; 'inégalité inverse s’en déduit en
appliquant le corollaire précédent et en utilisant les propriétés des couples
et des fonctions finement hyperharmoniques.

On déduit aussi de la Proposition 5.1 que le cone U (U) vérifie les
axiomes du Chapitre 4 de [7] quand U est muni de la topologie fine, d’ou
le résultat suivant:

PROPOSITION 5.3.  Le cone U (U) est un treillis complétement
réticulé pour l'ordre spécifique.

Si .G € M;F(U), on note 'V G et F' A G respectivement le max
et le min au sens de l'ordre spécifique. Si {Fj;i € I} est une famille
d’éléments de U}“(U), on note A\, F; (resp. V, F;) enveloppe inférieure
(resp. supérieure) au sens de lordre spécifique de la famille {F;;i € I}.

Remarquons que, comme dans le cas harmonique, on a

FANG+FVG=F+G

et, pour une famille filtrante croissante (resp. décroissante), au sens de
Pordre spécifique, {Fj;i € 1}, d’éléments de L{]T(U)7 on a

/\Fl- = 1;1\fFZ (resp. \/Fl = sup E) .



148 C. BENSOUDA — M. EL KADIRI - I. ROUCHDI [18]

6 — Couples finement surharmoniques et couples potentiels fins

Dans ce paragraphe on va se contenter d’énoncer seulement les défini-
tions et quelques propriétés essentielles des couples finement surharmo-
niques et des couples potentiels fins.

DEFINITION 6.1. Un couple (u,v) finement H-hyperharmonique dans
un ouvert fin V de X est dit finement H-surharmonique dans V si les
fonctions u et v sont finies sur un ensemble dense dans V.

Il n’est pas difficile de voir que, d’aprés [12, Théoreme 12.9], pour
qu’'un couple (u,v) € Up(V) soit finement H-surharmonique, il faut et il
suffit que les fonctions u et v soient finies en au moins un point de chaque
composante finement connexe de V.

On note S;(U) l'ensemble des couples finement H-surharmoniques
dans U. 1l est clair que cet ensemble est un cone convexe. On note
également S;(U) le sous-cone de S;(U) formé des couples finement #-
surharmoniques > 0, et S}’+(U), j = 1,2, le cone des fonctions finement
‘H;-surharmoniques > 0 dans U.

DEFINITION 6.2. Un couple P = (py,p2) € Sf(U) est appelé un
‘H-potentiel fin si tout couple (u,v) finement H-hypoharmonique dans U
qui le minore au sens de ’ordre naturel produit est < 0.

On note P;(U) I'ensemble des H-potentiels fins dans U. Alors Py (U)

est un sous-cone de S§(U). Clest aussi une bande de S7 (U), i.e.,

VP,Q € SF(U): P+ Qe Py(U)= P,Q e PyU).

PROPOSITION 6.3. Soit (s1,52) un couple finement H-surharmonique
dans U de X. Alors

i) si sy >0, la fonction s; est finement H,-surharmonique;
il) le couple (s1,82) est un potentiel fin si et seulement si, pour tout
j=1,2,s; est un H;-potentiel fin.
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DEMONSTRATION. Le i) résulte aussitot de la Définition 6.1 et de celle
des fonctions finement Hy-surharmoniques. Montrons le ii). Supposons
que s; soit un H;-potentiel fin dans U pour tout j = 1,2, et soit (u,v)
un couple finement H-hypoharmonique dans U tel que (u,v) < (s1,82).
Comme v est finement Hy-hypoharmonique dans U, on a v < 0, il résulte
alors de la définition des couples finement H-hypoharmoniques que u
est finement H;-hypoharmonique dans U, et donc u < 0. Inversement,
supposons que le couple (sy,s,) soit un H-potentiel fin. Si u est une
fonction finement H-hypoharmonique dans U, telle que u < sy, alors le
couple (u,0) est finement H-hypoharmonique < (s, s3), d’ott (u,0) <0,
et par suite u < 0. Donc s; est un Hi-potentiel fin dans U. De méme, si
v est une fonction finement Hy-hypoharmonique dans U telle que v < s,,
le couple (—oo,v) est finement H-hypoharmonique et on a (—oo,v) <
(s1,82), ot v < 0. Donc sy est un Ho-potentiel fin dans U.

PROPOSITION 6.4 (Principe du maximum).  Soient w un ouvert
fin C U et (u,v) € Up(w) tel que liminf ¢, ., (u,v)(y) > 0, pour tout
y € OpwNU. Sil existe un H-potentiel fin P dans U tel que (u,v) > —P
dans w, alors on a (u,v) > 0 dans w.

On signale que la réstriction de I'ordre spécifique dans U} (U) a Sf (U)
fait de ce dernier un treillis completement réticulé.

Comme en théorie des fonctions finement harmoniques, un couple
H ¢ S;(U ) sera dit H-invariant (ou tout simplement invariant) s’il est
orthogonal, pour 'ordre spécifique, a la bande des H-potentiels fins. On
note #H;(U) 'ensemble des couples H-invariants. Il est facile de voir que
H;(U) est un cone convexe. C’est aussi une bande de Sf(U). On a donc,

VS € 8F(U),3\P € Py(U),3'H € H;(U) : S = P + H.

Il est clair aussi que tout couple finement biharmonique est invariant,
mais la réciproque est fausse en général. En effet, si h une fonction
invariante dans U qui ne soit pas finement H;-harmonique, le couple
(h,0) est invariant qui n’est pas finement biharmonique.

QUESTION. Le probleme de savoir si une fonction invariante dans U
est la somme d’une suite de fonctions finement harmoniques positives
dans U a été posé par Fuglede dans [17]. A notre connaissance ce
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probleme demeure toujours ouvert. Par analogie avec ce probleme on
peut poser la question suivante:

Est-ce que tout couple invariant dans U est la somme d’une suite de
couples finement H-harmoniques > 07

Méme si la réponse au probleme de Fuglede est positive, il semble qu’il
n’est pas évident qu’il en soit de méme pour les couples H-invariants. En
effet, comme on va le voir dans la suite, si H = (h, k) est un couple H-
invariant, on a h = hy + V(k), o V est un noyau borélien sur U, et hy
est invariante. On voit donc que, méme si h; et k sont des sommes de
suites de fonctions finement H;-harmoniques > 0 et H,-harmoniques > 0
respectivement, il ne semble pas facile d’affirmer que le couple (V(k), k)
est la somme d’une suite de couples finement biharmoniques dans U.

7 — Couples finement hyperharmoniques purs

PROPOSITION 7.1. Soit v une fonction finement Ho-hyperharmonique
> 0 dans un ouvert fin V- de X. Alors la fonction

w, = inf{u > 0; (u,v) € U} (V)}
est finement H,-hyperharmonique dans V' et Uon a (u,,v) € U (V).

Comme en théorie des fonctions biharmoniques, nous adoptons la
définition suivante:

DEFINITION 7.2. La fonction u, de la proposition précédente est
appelée la fonction finement hyperharmonique pure d’ordre 2 associée
awv.

Soit, (u,v) un couple finement H-hyperharmonique > 0 dans U. On
dit que ce couple est pur si u est la fonction finement hyperharmonique
pure d’ordre 2 associée a v.

Pour alléger les écritures, on notera dans la suite Vy(v) la fonction
finement hyperharmonique d’ordre 2 associée a une fonction finement

Ho-hyperharmonique v > 0 dans U. Cette notation sera justifiée par
la suite.
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PROPOSITION 7.3.  Soit (u,v) € Sf(U) un couple pur. Si la fonc-
tion v est finement Ho-harmonique dans un ouwvert fin V- C U, et si u est
finie dans V, alors le couple (u,v) est finement biharmonique dans V.

DEMONSTRATION. Soit w un ouvert fin relativement compact régulier
tel que w C V; alors le couple (u,v),, est finement H-hyperharmonique
dans U d’apres le Corollaire 2 de la Proposition 3.13, et I'on a

(u,v), = (/ udp’ 4 /vdu_“,v)

dans w, d’ott u < [wudp® + [vdv¥, et, par suite, u = [udp” + [ovdv®
dans w. Comme le couple (u,v) est finement continu, on en déduit qu’il
est finement biharmonique dans V.

PROPOSITION 7.4. Soient vy, vy deuz fonctions finement Ha-hyper-
harmoniques > 0 dans U. Alors, si v; < vy, on a Vo(vy) < Vo(v2).

DEMONSTRATION. La proposition résulte immédiatement de la Défi-
nition 7.2 et de la Proposition 3.7.

PROPOSITION 7.5.  Soit (s1,52) € Sf(U). On a alors Vy(s2) < s,
i.e. il existe t € S}’+(U) tel que Vo(s2) +1t = sy.

DEMONSTRATION. Posons s = Vy(s). Soit w un ouvert fin re-
lativement compact régulier tel que @ C U et soient v € —S}’+(w),
bornée supérieurement, et u € S}’Jr(w), bornée inférieurement, telles que
flimsup, ,, e, v(z) < s1(y) et Fliminf, ,, e, u(x) > s(y) pour tout
y € Osw. Considérons la fonction

inf(s; +u—wv,s) dans w,
N dans U \ w.

Alors, d’apres les conditions ci-dessus sur u et v et la Proposition 3.10,
le couple (w, s3) est finement H-surharmonique dans U. On en déduit
$1+u—wv > s dans w. Les fonctions u et v étant arbitraires, on en
déduit donc d’apres [12, Théoréme 14.6] que, pour tout z € w, tel que
s(z) < 400, on a

s1(x) — s(z) > /(31 — 5)delv.
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Le théoreme de prolongement par continuité fine [12, Théoréme 9.14] nous
assure alors que la fonction s; — s se prolonge en une fonction finement
‘Hi-surharmonique ¢ > 0 dans U et 'on a donc s; = s + t.

PROPOSITION 7.6.  Pour tout j = 1,2, soit v; une fonction finement
H;-hyperharmonique > 0 dans U. On a alors

Vo(v1 +v2) = Vo(v1) + Vo (v2).

DEMONSTRATION. L’inégalité Vy(vy + v2) < Vo(vy1) + Vo(vs) découle
simplement de la Définition 7.1 et du fait que le couple (Vy(v1 HVo(v2), v1+
vg) = (Vo(v1),v1)+(Vo(v2), v2) est finement H-hyperharmonique > 0 dans
U. Montrons I'inégalité inverse. Le résultat est trivial si Vy(v;) = +00 ou
Vo(v2) = +00. Supposons donc que les fonctions Vy(vy) et Vo(v2) soient
finement H;-surharmoniques (on rappelle que l'ouvert fin U est sup-
posé finement connexe). Alors, d’apres la propriété de décomposition de
Riesz des couples finement H-surharmoniques > 0 appliquée a l'inégalité
(Vo(v1 + v2),v1 + v2) < (Vo(v1),v1) + (Vo(v2),v2), on peut trouver deux
couples finement H-surharmoniques dans U, (s1,t;) > (0,0) et (sq,t2) >
(0,0), tels que (Vo(vy + v2),v1 + v2) = (s1,t1) + (52,t2), et (s1,t1) <
(Vo(v1),v1) et (s2,t2) < (Vo(vs),v2), ce qui entraine ¢; = vy et to = vy
et donc s; = Vy(v1) et so = Vy(vq), ce qui achéve la démonstration de la
proposition.

PROPOSITION 7.7.  Soient (v,) une suite croissante de fonctions
finement Ho-hyperharmoniques > 0 dans U, et soit v = sup,, v,. On a
alors Vo(v) = sup,, Vo(v,).

DEMONSTRATION.  On a (Vy(v),v) € Uf(U), et v > w,, donc
(Vo(v),v,) € U (U) pour tout n d’apres la Proposition 7.4, donc Vy(v) >
Vo(v,,) pour tout n, et par suite Vy(v) > sup,, Vo(v,,). D’autre part, on a
(sup,, Vo(vn),sup, v,) € U (U) pour tout n, d’apres la Proposition 3.6,
donc (sup, Vo(v,),v) € U (U), Aot Vo(v) < sup,, Vo(vn).

Pour toute fonction H;-surharmonique s > 0 sur X, la fonction s —

~CU
'R, ", est bien définie et finement H,;-surharmonique dans le complémen-
taire dans U d’un ensemble H,-polaire. Elle se prolonge donc, en vertu du



[23] Fonctions finement biharmoniques etc. 153

principe du prolongement par continuité fine, en une fonction de 8}’+(U ),
notée sg.
Soit Vy le noyau borélien sur U défini par

~CU

Vu(f)=V(f) - 1RV(f)|U

pour toute fonction borélienne f > 0 sur U, ol f est le prolongement de f
a X, nul dans CU, et V est le noyau du Théoreme 2.5. On remarquera
que si U = X, alors Vi = V.

Si w est un ouvert fin de U, on notera V, le noyau égal a Vs dans
chaque composante finement connexe 0 de w.

On note S;r (X), j = 1,2, le cone des fonctions H;-surharmoniques
> 0.

Posons

Sy(X) ={t € S7(X) : V(1) € S/ (X)}.

Remarquons que si t € S)(X), alors V(t)y = Vi (t|y).

PROPOSITION 7.8.  Soit t € Sy(X). Alors la fonction finement

hyperharmonique pure d’ordre 2 associée a la restriction de t a U est
égale a V(t)y

DEMONSTRATION. Soit gy un Hs-potentiel > 0 tel que V(qo) < +00.
On a V(t)y = sup, V(t A ngo)y. D’apres la Proposition 7.7, il suffit
de montrer que la fonction hyperharmonique pure d’ordre 2 associée a
(t Anqo)|y est égale & V(t Angy)u, ce qui permet de se ramener au cas ol
V(t) est finie. Le couple (V(t)y,t) est H-finement hyperharmonique > 0
dans U. En effet, on a, pour tout ouvert fin § C 6§ C U et tout x € 6,

/V Udum—l—/tdz/ <V(t / R (t)‘Ude =
L 50U

= (V(t) - Rv(t))( )

car le couple (V(t),t) est finement H-hyperharmonique dans U et la fonc-
tion 1EV()€) est finement 7;-harmoniques dans U d’apres [12, Théore-
me 10.2]. Soit u une fonction finement H;-surharmonique > 0 dans U
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telle que le couple (u, t) soit finement H-surharmonique dans U, et soit u;
la fonction définie par

~CU
min(u + 'Ry, V(t)) dans U,
1 pr—
V(t) dans X \ U.
Alors, d’apres le Théoreme 3.10, le couple (uy,t) est finement H-surhar-
monique dans X. Or, comme ¢t > 0, la fonction u; est finement H;-
surharmonique dans X, donc elle est H;-surharmonique dans X en vertu

du Théoreme 9.8 de [12]. 1l en résulte, d’apres la définition des couples fi-
nement H-surharmoniques que (uy,t) est H-surharmonique dans X, d’ou

~cU )
u+ 'Ry, > V(t) et donc le résultat.

LEMME 7.9. Pour toute fonction s € S?’H(U) magjorée par un élément
de S§(X), il existe une suite croissante (t,) de fonctions de V(X) telle

que s = sup,, (t,)v.
DEMONSTRATION. Le lemme résulte aussitot du Théoreme 3 de [14].

THEOREME 7.10. Pour toute fonction finement Ho-hyperharmonique
v > 0 dans U, Vy(v) est la fonction hyperharmonique pure d’ordre 2
associée a v.

DEMONSTRATION. Soit s € S5(X). On a alors
5 5CU
S‘U = sy + Rt ‘U,

d’otu, d’apres la Proposition 7.6,

~CU

Vo(slv) = Vo(sv) + Vo(R, |v),
et, par suite, d’apres la Proposition 7.8,

Vo(su) = Vo(slu) = Vo PRV |v) =
=V(s)v = VCR )y,
q.p. dans U. D’autre part, un calcul facile donne

~CU

V(s)y — VR, v = Vu(sy) a.p.,
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d’ott Vo(ty) = Vy(ty). En vertu de la Proposition 7.7, le théoreme
découle maintenant du Lemme 7.9 et du fait que tout élément de M?’Jr(U )
est 'enveloppe supérieure d’'une suite croissante de fonctions de S;’JF(U )
majorées par des éléments de S5(X).

REMARQUE. Si v est une fonction finement Hy-hyperharmonique > 0
dans un ouvert fin w de U, alors la fonction finement hyperharmonique
pure d’ordre 2 associée & v est égale a V,,(v).

Le théoreme suivant est une application du précédent:

THEOREME 7.11.  Si (u,v) est un couple finement H-surharmonique
localement borné inférieurement dans X, alors (u,v) est un couple surhar-
monique dans X .

DEMONSTRATION. Quitte & se placer localement, on peut supposer
que(u,v) >0 dansX. Alors la fonction v est finement H,-hyperharmonique
> 0, donc Hap-hyperharmonique dans X d’apres [12, Théoreme 9.8]. D’au-
tre part on a, d’apres ce qui précede, u = V(v)+t, ou t est une fonction fi-
nement harmonique > 0, donc hyperharmonique dans X toujours d’apres
[12, Théoréme 9.8]. Maintenant le théoréme résulte du fait que, dans le
cas ou U = X, le noyau Vy coincide avec le noyau V du Paragraphe 2.

PROPOSITION 7.12.  Soit (u,v) € S;(U) un couple pur. Siv est un
Ho-potentiel fin, alors (u,v) est un H-potentiel fin.

DEMONSTRATION. Soit (h, k) un couple finement H-hypoharmonique
dans U tel que 0< (h, k) < (u,v). Alors k est finement Ho-hypoharmonique
> 0 et minore v, donc £k = 0. On en déduit que h est finement H;-
hypoharmonique, donc le couple (u—h,v) est finement H-hyperharmonique
> 0, de sorte que u — h > u, et par suite h = 0.

Maintenant on peut donner également quelques applications de la
Proposition 7.13. aux couples invariants.

PROPOSITION 7.13. Si (h,k) est un couple invariant dans U, alors
k est une fonction Ho-invariante dans U.
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DEMONSTRATION. En effet, si p est un Hsy-potentiel fin qui minore
spécifiquement k, alors le couple (h,p) est finement H-surharmonique
dans U et donc le couple (Vy(p), p) est, d’apres la proposition précédente,
un H-potentiel fin qui minore spécifiquement (h, k) d’apres la Proposi-
tion 7.5, donc il est nul.

Comme en théorie des fonctions finement harmoniques, nous avons la

PROPOSITION 7.14. Soit H = (h, k) un couple invariant dans U.
Alors H est finement H-harmonique dans le domaine fin w = {x €
U; h(z) + k(x) < +oo}.

DEMONSTRATION. En effet, comme la fonction k est Ho-invariante
d’apres la Proposition 7.13, elle est finement harmonique dans w d’apres
[12, Théoreme 10.2]. La proposition découle maintenant de la Proposi-
tion 7.3. appliquée au couple (V(k), k) et du fait que la fonction fine-
ment H;-hyperhamonique v > 0 dans U telle que h = u + V(k), qui
est évidemment H,-invariante, est finement H;-harmonique dans w pui-
squ’elle est finie dans w.

PROPOSITION 7.15.  Soit (u,v) € Sf(U) un couple pur. Alors, siv
est Ho-invariante dans U, le couple (u,v) est H-invariant. En particulier
si v est finement Ho-harmonique dans U, et si u est finie dans U, alors
le couple (u,v) est finement H-harmonique dans U.

DEMONSTRATION.  Soit (p,q) un H-potentiel fin tel que (p,q) <
(u,v). On a alors ¢ < v, et comme v est Hyp-invariante et ¢ est un
H-potentiel fin, on a ¢ = 0, et par suite (u,v) = (u1,v) + (p,0), ou
(u1,v) € 8§ (U). Mais alors on aura u; > u et donc p = 0 et le couple
(u,v) est invariant. Le reste de la proposition est évident.

8 — Probleme de Riquier fin

Soit w un ouvert fin de X. On note Uj(w) I'ensemble des couples
finement hyperharmoniques (u, v) dans w tels qu'il existe un H-potentiel
semi-borné fini P = (p, q) tel que (u,v) > —P.

Si (f,g) un couple de fonctions sur d;w, on pose
H ; py=inf{(u,v) € Up(w): £ = liminf (u,v)(x) > (f(y),9(y)), Yy € Is(w)}.

TEW, Y

) —w,l —=w,2 w . —
On pose aussi H ;= (H ;). Hj ) et Hy = —H_; .
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11 est clair que le couple def, o) (resp. H(; )) est un couple finement
‘H-hyperharmonique (resp. finement H-hypoharmonique) dans w.

On dit qu'un couple (f,g) de fonctions sur djw est résolutif (pour
le probleme de Riquier fin) si on a H ‘("ﬁ 9 = Fff, g) €t si ces couples sont
finement H-harmoniques dans w; on les notera alors par H{; ).

Pour tout j =1, 2, et toute fonction f sur d;w, on note jFO; (vesp. 7 HY)
la sursolution (la sousolution) du probléme de Dirichlet fin dans ’espace
harmonique (X, #;) pour la donnée frontiere f sur d;w.

Il résulte de la définition et des propriétés des couples finement H-
hyperharmoniques que 'on a dejl,lm = 1HL; et F?ﬁg) = QF;),
notations de [12], p. 173, relatives au probléme de Dirichlet fin.

avec les

THEOREME 8.1.  Soit (f,g) un couple de fonctions sur O;w. On a
alors

—w,1

* * w2 * "
Hijy= [ faus+ [ gave et T35 = [ gare

DEMONSTRATION. Le théoréme se démontre comme dans le cas
finement harmonique ([12], preuve du Théoréme 14.6), en utilisant le
Théoréme 3.3.

COROLLAIRE 1. Pour tout couple (f,qg) de fonctions sur dsw, on a

w

—w Y —Fw,l o T
Hg=CH;+Hgg, Hy)

COROLLAIRE 2. Un couple (f,g) de fonctions sur Ojw est résolutif
si, et seulement si, pour tout x € w, f est u2-intégrable et g est ve-
intégrable et \2-intégrable.

COROLLAIRE 3.  Soit (u,v) € Uf (U) et w un ouvert fin de X tel
que w C U, alors on a

W
H(u,v) = (u, v)w|w‘
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On dit qu'un couple (f,g) de fonctions sur une partie A de X est
borné par un H-potentiel P si on a (|f],|g]) < P sur A.

COROLLAIRE 4. Soit (f,g) un couple de fonctions boréliennes, borné
sur Opw par un H-potentiel semi-borné fini. Alors (f,g) est résolutif.

THEOREME 8.2. Supposons que l'ouvert fin w est H-régqulier et soit
(f,g) un couple de fonctions finement continues sur Ojw, borné par un
‘H-potentiel semi-borné fini. On a alors

£~ lim HY (@) = (/). 9(9)

TEW—Y
pour tout y € Ojw.

DEMONSTRATION. Quitte & ajouter & (f,g) un H-potentiel semi-
borné fini, on peut supposer que le couple (f,g) est > 0. D’apres le
théoreme précédent et le Théoreme 14.6 de [12], on a Hf; ) = ("HY +
Hf’o’ﬁlg),QH;). Or, on sait d’apres [12, Théoreme 14.7], que pour tout
y € 0w, Flimgey, oy "HY (2) = f(y) et flimgey oy *Hy (2) = g(y), donc
fliminf,eo .y H ) () = (f(y), 9(y)). Soit sirt P un H-potentiel semi-
borné fini tel que (f,g) < P sur d;w, alors en appliquant ce qui précede
au couple P — (f,g), on obtient f-lim SUD, ey 2y H&g) () < (f(y),9(y)),
et le théoreme est donc démontré.

PROPOSITION 8.3. Si g est une fonction > 0 sur 0w, alors FZJO’L)

. . ")
est la fonction hyperharmonique pure d’ordre 2 associée a 2Hg dans w.

DEMONSTRATION. Si (u,v) € Uj(w) tel que f-liminf(u,v) > (0,9)
sur Ow, alors v > 2?:, et donc u > VW(QF:), d’ou 'inégalité Ff(;}g) >
VW(QF:;). D’autre part, on peut trouver une suite décroissante (v,) de
fonctions de S?’Jr(w) telle que inf, v, = 2?:. On a alors F:Jo,g) <
inf, (Vo(v,),0) = V.CH.),2H,), done Hygyy < Vo(°H,).

THEOREME 8.4. Soient w un ouvert fin régulier tel que @ C U, et

——Cuw

(u,v) € U7 (U). On a alors (u,v), = (u,v)
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DEMONSTRATION.  Soit (s,t) € U (U) tel que (s,t) > (u,v) sur
Cw. Alors, pour tout € w, on a, d’apres le Théoréme 3.3, s(z) >
[T sdp + [Ttdve et t(x) > [Ttd)\, et donc s(z) > [Tudu® + [T vdve
et t(z) > [Twd)\?, car les mesures p, v¥ et \* sont portées par dsw.
Donc mcw > (u,v),. L’inégalité inverse résulte du Corollaire 2 de la
Proposition 3.13.

9 — Fonctions finement biharmoniques

LEMME 9.1.  Pour tout ouvert fin w de X tel que w C X et tout
x E€Ew, ona [dvY > 0.

DEMONSTRATION. D’apres le Théoreme 8.1, le couple ([ dv*, 1) est
finement surharmonique > 0, non identiquement nul dans toute compo-
sante finement connexe de w, donc [ dv¥ > 0 pour tout = € w.

Considérons maintenant la famille D(U) des fonctions f finies fine-
ment continues sur U telles que la limite

f@) - [ rwdzty)
Lf(x)= liin
= [arw)

F@) = [ fw)dps (v)

Tare est bien

existe et soit finie pour tout x € U (la fraction
définie lorsque w C X d’apres le lemme précédent).

DEFINITION 9.2. Une fonction f finement continue sur U est dite
finement H-biharmonique (ou simplement finement biharmonique) dans
Usi fe D) et si Lf est finement Ho-harmonique dans U.

La proposition suivante met en évidence le lien qui existe entre la
notion de fonction finement harmonique au sens de la Définition 9.1 et la
notion de couple finement biharmonique:

PROPOSITION 9.3.  Soit (u,v) un couple finement biharmonique
dans un ouvert fin U. Alors w € D(U) et Lu = v.
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DEMONSTRATION. Soient € U et € > 0. Comme v est finement
continue, il existe un ouvert fin wy C U, & € wy, tel que |v(z) —v(y)| < €
pour tout y € wy. Alors, pour tout ouvert fin w C @ C wy, * € w, on a

lu(x) —/udu;” —v(:v)/dl/;’| < e/dV;’,
donc v € D(U) et Lu = v.

COROLLAIRE. Soit (u,v) un couple finement biharmonique dans un
ouvert fin U. Alors u et finement biharmonique dans U .
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