
Rendiconti di Matematica, Serie VII
Volume 26, Roma (2006), 351-365

Extensions multiples de catégories

GEORGES HOFF

Abstract: Keeping an historical and unifying point of view, the cohomology of
(small) categories in higher orders is interpreted by extensions of categories: double
extensions and n-fold extensions.

1 – Introduction

Dans la seconde partie de [7], en reprenant notre thèse, nous avons présenté
une cohomologie des petites catégories qui généralise celle classique des groupes.
Les coefficients y sont des modules. C’est alors que nous avons défini la notion
d’extension de catégories (par un module) pour décrire la 2-cohomologie.

Dans [10] nous avons étendu l’interprétation en termes d’extensions à des
cohomologies non nécessairement abéliennes et à coefficients non nécessairement
fonctoriels. De plus, à l’aide des relations avec les catégories fibrées de Grothen-
dieck, nous élargissions (au niveau des fibres) notre notion d’extensions et les
cohomologies ainsi décrites.

Entre temps [3] a généralisé notre première cohomologie en prenant des
systèmes naturels (voir ci-dessous) pour coefficients. La 2-cohomologie y est
aussi décrite par des extensions (les extensions linéaires).

Dans [11] nous avons adopté un point de vue unificateur et généralisateur:
en considérant différentes notions de noyaux pour des foncteurs quotients, on a
différents types d’extensions. Dans chaque contexte on voit comment les 2-co-
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cycles apparaissent naturellement. Les 2-cohomologies classiques de Hochschild-
Mitchell ([14] dont nous étudions au passage le besoin de commutativité), de
Baues-Wirsching ([3]) et bien sûr de [7] sont des cas particuliers.

Par ailleurs [1] et [2] ont donné une interprétation en termes d’extensions de
la cohomologie d’ordre supérieur de [3]. Ceci avait été étudié au paravant par [5]
et [6] pour la cohomologie de [7].

Il s’agit ici de définir des extensions doubles qui donnent de la 3-cohomologie
(sans avoir à passer par les 2-catégories comme dans [1] et [2]) puis des extensions
multiples pour la cohomologie d’ordre supérieur (ce qui unifiera les travaux de [5],
[6] et [2] mais aussi ceux de [12] et [16]). On entreverra alors les notions liées de
longueur et d’épaisseur des extensions/noyaux.

Les différentes structures d’extensions de catégories interviennent souvent
en homotopie, homologie ou K-théorie algébrique. Nos extensions de [7] ont servi
à Porter pour l’étude des modules croisés et des catégories internes comme à Wo-
jtkowiak dans son étude sur les limites homotopiques (voir références dans [10]).
Nos extensions larges de [10] ont servi à [4] pour classifier des constructions
algébriques, les produits croisés, que l’on trouve dans différents contextes comme
les monöıdes, les systèmes de Clifford ou les “twisted group rings”. L’apparition
naturelle ci-dessous de catégories supérieures s’insère dans le débat très actuel
sur les n-catégories. Signalons enfin que l’aspect homotopique des extensions de
catégories monöıdales (e.g. [15]) permet d’envisager les extensions d’objets dans
des catégories à homotopie et de rejoindre ainsi certains autres de nos travaux
(e.g. [8] et [9]).

Comme dans nos articles précédents, nous pratiquons la cohomologie (C0-)
normalisée (ci-dessous les conditions 3.2.2 et 5.1.2) contrairement à [3]. On peut
voir dans [1] 1.9, et nous disions ceci à la fin de la première partie de [7], que les
cohomologies normalisées ou non cöıncident.

Hormis Gr, Ab, Cat, Nat, . . . , les catégories considérées sont petites. Si C
est une catégorie, nous noterons C0, C1, C2, . . . les ensembles de ses objets, de
ses morphismes, de ses couples de morphismes composables, . . . Si A et B ∈ C0

sont des objets, nous noterons C (A,B) l’ensemble des morphismes c de source
α(c) = A et de but β(c) = B.

Définition 1.1 ([3]). Etant donnée une catégorie C, la catégorie des
factorisations de C, notée FC, est la catégorie dont les objets sont les morphi-
smes de C et ou les morphismes c→ c′ sont les couples (u, v) de morphismes de
C tels que c′ = ucv, la composition étant définie par (u, v)(u′, v′) = (uu′, v′v).

Définition 1.2 ([3]). Un C-système naturel est un foncteur K : FC →
Ab à valeurs dans la catégorie des groupes abéliens.

Si K et K ′ sont des C-systèmes naturels, une transformation naturelle q :
K → K ′ est constituée d’homomorphismes de groupes q(c) : K(c) → K ′(c) notés
parfois simplement q. De plus, pour k ∈ K(c) et (u, v) : c → c′ nous noterons
ukv = K(u, v)(k) ∈ K(c′) comme dans [11].
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Les C-systèmes naturels et les transformations naturelles entre tels forment
une catégorie abélienne NatC qui généralise ModC de [7]. Un foncteur p : H →
C définit un H-système naturel tel que hkh

′
= p(h)kp(h

′).
Dans [11] sont définies les (pan)extensions de C par K comme cas par-

ticuliers de panextensions de C par un groupöıde K =
∐

c∈C1
Kc. Ce sont

exactement les extensions linéaires de [3].

Définition 1.3 ([3] et [11]). Une extension de la catégorie C par le C-

système naturel K est une suite E: K ��� H
p→ C où p est un foncteur quotient

(i.e. plein et bijectif sur les objets) et où
∐

c∈C1
K(c) opère sur H par

K(c)× p−1(c) → p−1(c) : (k, h) �→ k[h]

de sorte que l’on ait:

(i) k′k[h] = k′[k[h]] et 1K(c)[h] = h

pour c ∈ C1, h ∈ p−1(c) et k, k′ ∈ K(c);

(ii) k′[h′]k[h] = k′′[h′h] avec k′′ =c′ k · k′c (= k′c ·c′ k)

si k′ ∈ K(c′), k ∈ K(c), k′′ ∈ K(c′c), h′ ∈ p−1(c′), h ∈ p−1(c), (c′, c) ∈ C2;

(�) p(h) = p(h′) ⇐⇒ ∃! k ∈ K(p(h)), k[h] = h′ .

Par commodité, on peut dire que les catégories C et H ont les mêmes objets.
L’auteur remercie A. de P. pour sa bienveillance et le referee pour sa très

utile analyse.

2 – Extensions doubles

On considère une catégorie C et un C-système naturel K.

Définition 2.1. Une extension double de C par K est une suite

E : K
i−→ L ��� H

p−→ C

définie par une extension M ��� H
p→ C de C par un C-système naturel M et

une suite courte exacte de C-systèmes naturels 1 → K
i→ L

q→M → 1, l’action

L ��� H étant la composée L
q→M ��� H : l[h] = q(l)[h].

On identifiera les éléments des groupes K(c) à des éléments de L(c) avec
l’inclusion i(c).
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Dans le cas où K est un C-module C → Ab et avec des C-modules L et M ,
on retrouve les extensions doubles de [5] et [6]. Si C est un groupe, on retrouve les
suites exactes de longueur 4 qui interprètent aussi de la 3-cohomologie (voir [12]
et [16] par exemple).

La démarche de [5] et [6] convient quand on a une extension de C par
un K dont les composantes sont indexées par C0 (quand on a un C-module).
Mais si dans 2.1 on prenait une extension de catégories K ���

∐
c∈C1

L(c) →∐
c∈C1

M(c), on augmenterait le nombre de groupes composant K qui serait >
cardC1 et K ne pourrait pas être un C-système naturel.

Comme on l’a vu dans 1.2, on a des H-systèmes naturels définis par K, L,
M et p. Quand on voudra envisager des extensions non fonctorielles, resp. non
abéliennes, ce sont directement des H-systèmes naturels, resp. des foncteurs
FC → Gr, qu’il faudra considérer (voir [11] et [10]).

Définition 2.2. Si l’on a h, h′ ∈ H1 tels que p(h) = p(h′) = c, de par 1.3.
il existe un unique m ∈ M(c) tel que m[h] = h′; on notera alors L(h, h′) =
q(c)−1(m) ⊂ L(c).

On peut dire que L(h, h) = K(c) car alors m = 1M(c) et l’image de l’inclusion
i(c) est le noyau de q(c) de par l’exactitude.

Nous devons relier notre définition des extensions doubles avec les structures
de [1] et [2] qui donnent de la 3-cohomologie: les track extensions.

Définition 2.3 ([2]). Une track extension linéaire de C par K est une
suite

K ��� H p−→ C

telle que

(1) H est une 2-catégorie de catégorie sous-jacente H où tout 2-morphisme
est inversible; l’ensemble des 2-morphismes entre h, h′ ∈ H(A,B) est noté
H(h, h′), la composition verticale est notée “.” et la composition horizontale
est notée “∗”;

(2) H
p→ C est un foncteur plein et identique sur les objets et on a

p(h) = p(h′) ⇐⇒ H(h, h′) �= ∅ ;

(3) l’action de K sur H est donnée par des isomorphismes de groupes

σh : K(p(h)) → H(h, h)

tels que
l.σh(k) = σh′(k).l pour l ∈ H(h, h′) ,

σh(k) ∗ 1h′ = σhh′(kc
′
) et 1h ∗ σh′(k′) = σhh′(ck′)

pour (h, h′) ∈ H2, c = p(h), c′ = p(h′).
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Les track extensions linéaires de C par K sont les objets d’une catégorie
dont l’ensemble des composantes connexes est noté Text2(C,K).

Proposition 2.4. Une extension double E : K
i→ L ��� H

p→ C définit

une track extension linéaire Bau(E) : K ��� H p→ C.

Preuve. a) On définitH(h, h′)=∅ si p(h) �= p(h′), sinon on poseH(h, h′) =
L(h, h′) défini en 2.1. La composition verticale est celle des L(c): pour m,m′ ∈
M(c), on a

l ∈ q(c)−1(m) et l′ ∈ q(c)−1(m′) ⇒ ll′ ∈ q(c)−1(mm′)

car q(c) est un homomorphisme de groupes. La composition horizontale L(c)×
L(c′) → L(cc′), pour (c, c′) ∈ C2, est donnée par (l, l′) �→ l ∗ l′ = lc

′
.cl′. On

vérifie alors que l’on a bien une 2-catégorie:

i) pour (c, c′, c′′) ∈ C3 et l ∈ L(c), l′ ∈ L(c′), l′′ ∈ L(c′′), on a

l ∗ (l′ ∗ l′′) = lc
′c′′ ·c (l′ ∗ l′′) = lc

′c′′ ·c (l′c
′′ ·c′ l′′) =

= lc
′c′′ ·c l′c′′ ·cc′ l′′ = (l ∗ l′) ∗ l′′

de par la fonctorialité de c( ) et ( )c
′′
;

ii) la fonctorialité de c( )c
′
donne 1L(c) ∗ l′ =c l′ et l ∗ 1L(c′) = lc

′
;

iii) on a l[h]l′[h′] = l ∗ l′[hh′] car, de par la définition de L ��� H via q et
M ��� H, on a

l ∗ l′[hh′] = (lc
′ ·c l′)[hh′] = q(c)(l)c

′ ·c q(c′)(l′)[hh′] =

= q(c)(l)[h]q(c′)(l′)[h′] = l[h]l′[h′] ;

iv) la relation d’interchange (l ∗ l′) · (l1 ∗ l′1) = (l · l1) ∗ (l′ · l′1) est alors donnée
par la commutativité et la fonctorialité:

(l ∗ l′) · (l1 ∗ l′1) = (lc
′ ·c l′) · (lc′1 ·c l′1) = lc

′ · lc′1 ·c l′ ·c l′1 =

= (l · l1)c
′ ·c (l′ · l′1) = (l · l1) ∗ (l′ · l′1) .

b) On a bien p plein et identique sur les objets avec p(h) = p(h′) si et
seulement si H(h, h′) = L(h, h′) �= ∅.

c) Pour h ∈ H1 et p(h) = c on a vu en 2.2 que

H(h, h) = L(h, h) = q(c)−1(1M(c)) = i(c)(K(c)) = K(c) .

On posera donc σh(k) = k quand k ∈ K(p(h)). De par la commutativité des
L(c) et la propriété ii) ci-dessus, on a bien les relations de 2.3(3).
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Ceci est un premier lien entre nos extensions doubles (de longueur 4 dans
Cat) et les track extensions (de longueur 3 avec une 2-catégorie).

Définition 2.5. Soient E et E′ deux extensions doubles de C par K.
Un morphisme d’extensions doubles Λ : E → E′ est la donnée d’une
transformation naturelle λ : L→ L′ et d’un foncteur η : H → H′ tels que:

p′η = p, λi = i′, λ(l)[η(h)] = η(l[h]) .

On remarque qu’en posant µ(m) = q′λ(l) avec l ∈ q(c)−1(m), on a une
transformation naturelle µ : M → M ′ telle que q′λ = µq et µ(m)[η(h)] =
η(m[h]).

Définition 2.6. On appelle congruence la relation d’équivalence entre
extensions doubles de C par K engendrée par l’existence d’un morphisme E →
E′. On notera Ext2(C,K) l’ensemble des classes de congruence d’extensions
doubles de C par K.

Les extensions doubles de C par K et les morphismes d’extensions doubles
forment une catégorie dont Ext2(C,K) est l’ensemble des composantes connexes.

3 – Cocycles

Considérons une extension double E : K
i→ L ��� H

p→ C.

Définition 3.1. Une section de l’extension double E est la donnée (s, t)
d’applications

s : C1 → H1 telle que ps = 1C1 et s(C0) = H0,
t : C2 →

∐
f∈C1

L(f) telle que t(c, c′) ∈ L(s(cc′), s(c)s(c′)) est l’identité si c
ou c′ est dans C0.

L’application s est une section de l’extension M ��� H
p→ C au sens de [8]

et on a s(c)s(c′) = t(c, c′)[s(cc′)]. Comme p(s(c)s(c′)) = p(s(cc′)) = cc′ on a:

s(c)s(c′)m = s(cc′)m = cc′m, s(c)s(c′)l = s(cc′)l = cc′ l . . .

Il en irait autrement si l’extension de C était le fait d’un K =
∐

f∈C1
Kf qui ne

serait pas défini par un C-système naturel (voir [11]).

Proposition 3.2. Une section (s, t) de E définit une application

ψ : C3 →
∐

f∈C1

K(f)
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telle que

1) ψ(c, c′, c′′) ∈ K(cc′c′′),
2) ψ(c, c′, c′′) = 1K(cc′c′′) si c ou c′ ou c′′ ∈ C0,

3) c ψ (c′, c′′, c′′′)ψ (cc′, c′′, c′′′)−1 ψ (c, c′c′′, c′′′)ψ (c, c′, c′′c′′′)−1 ψ (c, c′, c′′)c
′′′

=
1K(cc′c′′c′′′) ∀(c, c′, c′′, c′′′) ∈ C4.

La dernière propriété est une relation pentagonale de cocycle du type δψ
(c, c′, c′′)=1K(cc′c′′). Dans le cas non commutatif ψ(c, c′, c′′) mesurera la différen-

ce de s(c)(s(c
′)(s(c

′′)k)) et s(cc′c′′)k et la même chose à droite. Le lecteur verra
comment, généralisant (comme [16]) ce que l’on a dans [13], ψ apparâıt comme
une obstruction à l’extension de C par K.

Preuve. 1) De par les définitions, on a:

∃!m1, s(c)s(c′) = m1[s(cc
′)] et m1 = q(t(c, c′)) ,

∃!m2, s(c)s(c′c′′) = m2[s(cc
′c′′)] et m2 = q(t(c, c′c′′)) ,

∃!m3, s(cc′)s(c′′) = m3[s(cc
′c′′)] et m3 = q(t(cc′, c′′)) ,

∃!m4, s(c′)s(c′′) = m4[s(c
′c′′)] et m4 = q(t(c′, c′′)) .

Ayant cm4 = q(ct(c′, c′′)) et mc′′
1 = q(t(c, c′)c

′′
), car q est un morphisme de

systèmes naturels (une transformation naturelle), considérons

(1) q(ct(c′, c′′)t(c, c′c′′)t(cc′, c′′)−1(t(c, c′)−1)c
′′
) = cm4m2m

−1
3 (m−1

1 )c
′′
.

Par ailleurs, on a selon les calculs de [11]:

s(c)s(c′)s(c′′) = m1[s(cc
′)]s(c′′) = mc′′

1 [s(cc′)s(c′′)] = mc′′
1 ·m3[s(cc

′c′′)]

= s(c)m4[s(c
′c′′)] = cm4[s(c)s(c

′c′′)] = cm4m2[s(cc
′c′′)]

et l’unicité dans (�) de 1.3 nous dit que cm4m2 = mc′′
1 ·m3 et donc

(2) cm4m2m
−1
3 (mc′′

1 )−1 = 1M(cc′c′′) .

Ayant (1) et (2) dans la suite courte exacte de systèmes naturels 1 → K
i→ L

p→
M → 1, il existe un unique ψ(c, c′, c′′) ∈ K(cc′c′′) tel que

i(ψ(c, c′, c′′)) = ct(c′, c′′)t(c, c′c′′)t(cc′, c′′)−1(t(c, c′)−1)c
′′
.

On peut considérer K
i
↪→ L et omettre de l’écrire dans la suite.

2) Si c ∈ C0, on a t(c, c′c′′) = 1L(cc′c′′), t(c, c
′) = 1L(cc′),

ct(c′, c′′) = t(c′, c′′)
et t(cc′, c′′) = t(c′, c′′) d’où ψ(c, c′, c′′) = t(c′, c′′)t(c′, c′′)−1 = 1L(cc′c′′).
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Si c′ ∈ C0, on a t(c′, c′′) = 1L(c′c′′), t(c, c
′c′′) = t(c, c′′), t(cc′, c′′) = t(c, c′′)

et t(c, c′) = 1L(cc′) d’où ψ(c, c′, c′′) = t(c, c′′)t(c, c””)−1 = 1L(cc′c′′).
Si c′′ ∈ C0, on a t(c′, c′′) = 1L(c′c′′), t(c, c

′c′′) = t(c, c′), t(cc′, c′′) = 1L(cc′c′′)

et t(c, c′)c
′′

= t(c, c′) d’où ψ(c, c′, c′′) = t(c, c′)t(c, c′)−1 = 1L(cc′c′′).
3) Comme on a:

cψ(c′, c′′, c′′′) = c(c
′
t(c′′, c′′′)t(c′, c′′c′′′)t(c′c′′, c′′′)−1(t(c′, c′′)−1)c

′′′
) =

= cc′t(c′′, c′′′) ·c t(c′, c′′c′′′) ·c t(c′c′′, c′′′)−1 ·c (t(c′, c′′)−1)c
′′′

;

ψ(cc′, c′′, c′′′)−1 = (cc
′
t(c′′, c′′′)t(cc′, c′′c′′′)t(cc′c′′, c′′′)−1(t(cc′, c′′)−1)c

′′′
)−1 =

= t(cc′, c′′)c
′′′ · t(cc′c′′, c′′′) · t(cc′, c′′c′′′)−1 ·cc′ t(c′′, c′′′)−1 ;

ψ(c, c′c′′, c′′′) = c(c′c′′, c′′′)t(c, c′c′′c′′′)t(cc′c′′, c′′′)−1(t(c, c′c′′)−1)c
′′′

;

ψ(c, c′, c′′c′′′)−1 = (ct(c′, c′′c′′′)t(c, c′c′′c′′′)t(cc′, c′′c′′′)−1(t(c, c′)−1)c
′′c′′′)−1 =

= t(c, c′)c
′′c′′′ · t(cc′, c′′c′′′) · t(c, c′c′′c′′′)−1 ·c t(c′, c′′c′′′)−1 ;

ψ(c, c′, c′′)c
′′′

= (ct(c′, c′′)t(c, c′c′′)t(cc′, c′′)−1(t(c, c′)−1)c
′′
)c

′′′
=

= ct(c′, c′′)c
′′′ · t(c, c′c′′)c′′′ · (t(cc′, c′′)−1)c

′′′ · (t(c, c′)−1)c
′′c′′′ ;

en effectuant le produit de ces cinq expressions et en utilisant la commutativité
dans L(cc′c′′c′′′), on a le résultat.

Définition 3.3. L’application ψ est appelée le 3-cocycle associé à l’ex-
tension double E par la section (s, t).

Proposition 3.4. Soient ψ et ψ′ les 3-cocycles associés à E par des sections
(s, t) et (s′, t′) respectivement. Il existe une application

τ : C2 →
∐

f∈C1

K(f)

telle que

1) τ(c, c′) ∈ K(cc′).
2) ψ′(c, c′, c′′)= cτ(c′, c′′)τ(c, c′c′′)ψ(c, c′, c′′)τ(cc′, c′′)−1(τ(c, c′)−1)c

′′ ∀(c, c′, c′′)
∈ C3.

Ceci fournit une relation de cohomologie entre les cocycles et ψ est cohomo-
logue à {1K(cc′c′′)} si ψ est un cobord δτ . La 2-cochâıne τ n’est pas un 2-cocycle
car on n’a pas δτ = 0.

Preuve. 1) De par (�) de 1.3, on a une application u : C1 →
∐

f∈C1
M(f)

telle que s′(c) = u(c)[s(c)]. Suivant les notations de la proposition précédente,
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on a s(c)s(c′) = m1[s(cc
′)] avec m1 = q(t(c, c′)) et s′(c)s′(c′) = m′

1[s
′(cc′)] avec

m′
1 = q(t′(c, c′)). Utilisant (ii) de 1.3, on a

s′(c)s′(c′) = u(c)[s(c)]u(c′)[s(c′)] =

= u(c)c
′ ·c u(c′)[s(c)s(c′)] = u(c)c

′ ·c u(c′) ·m1[s(cc
′)] ,

or on a: s′(c)s′(c′) = m′
1[s(cc

′)] = m′
1u(cc′)[s(cc′)], et de par l’unicité dans (�)

de 1.3, il vient:

m′
1 = u(c)c

′ ·c u(c′)m1u(cc′)−1 ou m1 = cu(c′)−1(u(c)c
′
)−1m′

1u(cc′) .

Pour chaque c ∈ C1, choisissons v(c) ∈ q−1(u(c)) et posons

τ(c, c′) = cv(c′)−1(v(c)c
′
)−1t′(c, c′)v(cc′)t(c, c′)−1 ∈ L(cc′) .

Il vient alors

q(τ(c, c′)) = cu(c′)−1(u(c)c
′
)−1m′

1u(cc′)m−1
1 = m1m

−1
1 = 1M(cc′) .

Et de par l’exactitude de 1 → K
i→ L

q→M → 1, on a alors τ(c, c′) ∈ K(cc′).
2) Revenant aux définitions de ψ, ψ′ et τ on a:

ψ(c, c′, c′′) = ct(c′, c′′)t(c, c′c′′)t(cc′, c′′)−1(t(c, c′)−1)c
′′
,

ψ′(c, c′, c′′) = ct′(c′, c′′)t′(c, c′c′′)t′(cc′, c′′)−1(t′(c, c′)−1)c
′′
,

cτ(c′, c′′) = cc′v(c′′)−1 · (cv(c′)c′′)−1 ·c t′(c′, c′′) ·c v(c′c′′) ·c t(c′, c′′)−1 ,

τ(c, c′c′′) = cv(c′c′′)−1(v(c)c
′c′′)−1t′(c, c′c′′)v(cc′c′′)t(c, c′c′′)−1 ,

τ(cc′, c′′)−1 = t(cc′, c′′).v(cc′c′′)−1 · t′(cc′, c′′)−1 · v(cc′)c′′ ·cc′ v(c′′) ,
(τ(c, c′)−1)c

′′
= t(c, c′)c

′′ · (v(cc′)c′′)−1(t′(c, c′)c
′′
)−1 · v(c)c′c′′ ·c v(c′)c′′ .

En reportant ceci dans la relation on a bien l’égalité.

4 – Cohomologie

La cohomologie d’une catégorie C à coefficients dans un C-système naturel
K a été définie dans [3] et généralise, via les foncteurs d’oubli FC → C×Cop →
C, la cohomologie à coefficients dans un C-bimodule de [14] et celle à coefficients
dans un C-module de [7].

Définition 4.1. Un 3-cocycle de C vers K est la donnée d’une application

ψ : C3 →
∐

f∈C1

K(f)

vérifiant les propriétés de 3.2.
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Définition 4.2. Deux 3-cocycles ψ et ψ′ de C vers K sont dits cohomo-
logues s’il existe une application

τ : C2 →
∐

f∈C1

K(f)

vérifiant les propriétés de 3.3.

La relation de cohomologie ainsi définie est une relation d’équivalence sur
l’ensemble des 3-cocycles de C vers K.

Définition 4.3. L’ensemble des classes de cohomologie de 3-cocycles de C
vers K est appelé l’ensemble de cohomologie de dimension 3 de C vers K et
est noté H3(C,K).

Proposition 4.4. Soient E et E′ deux extensions doubles de C par K
congrues. Si ψ est un 3-cocycle associé à E, alors ψ est cohomologue à un
3-cocycle associé à E′.

Preuve. a) Soit (s, t) la section qui associe ψ à E. Si on a un morphisme
Λ : E → E′, on pose s′(c) = η(s(c)) et t′(c, c′) = λ(t(c, c′)). De par 2.5, (s′, t′)
est une section de E′ et comme λ est une transformation naturelle, on a

i(ψ(c, c′, c′′)) = ct(c′, c′′)t(c, c′c′′)t(cc′, c′′)−1(t(c, c′)c
′′
)−1 ,

λi(ψ(c, c′, c′′)) = cλt(c′, c′′)λt(c, c′c′′)λt(cc′, c′′)−1(λt(c, c′)c
′′
)−1 ,

i′(ψ(c, c′, c′′)) = ct′(c′, c′′)t′(c, c′c′′)t′(cc′, c′′)−1(t′(c, c′)c
′′
)−1 ,

i.e. la section (s′, t′) associe ψ à E′.
b) Si Λ : E′ → E est un morphisme et ψ′ est un 3-cocycle associé à E′, on

montre, comme en a), que ψ′ est un 3-cocycle associé à E. Les cocycles ψ et ψ′

sont cohomologues de par 3.4.

c) En appliquant a) et/ou b) un nombre fini de fois, on a le résultat.

Théorème 4.5. L’application qui à chaque extension double de C par K
associe la classe de cohomologie de ses 3-cocycles associés définit une bijection

ω : Ext2(C,K) → H3(C,K) .
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Preuve. a) De par 3.2, 3.4 et 4.4, l’application ω est bien définie.

b) L’application ω est surjective. En effet si ψ est un 3-cocycle de C
vers K, nous allons construire une extension double à laquelle ψ est associée.
Pour f ∈ C1, on considère le groupe abélien T (f) défini par les générateurs
{t(c, c′)c′′ ; (c, c′, c′′) ∈ C3, cc′c′′ = f} et les relations t(1, c′)c

′′
= t(c, 1)c

′′
=

1T (f). On pose alors L(f) = K(f)×T (f) qui donne une structure de C-système
naturel avec celle de K et en posant:

d(t(c, c′)c
′′
)d

′
= ψ(d, c, c′)c

′′d′ · t(d, c)c′c′′d′ · t(dc, c′)c′′d′ · (t(d, cc′)c′′d′
)−1 .

Remarquons que l’on a une application t : C2 →
∐

f∈C1
L(f) : (c, c′) �→ t(c, c′)1.

Si l’on considère M = L/K, alors t fournit un 2-cocycle t de C vers M . En
reprenant [11] page 35, on construit alors une (pan)extension M ��� H → C de
C par M dont t est le 2-cocycle associé à une section s. On a ainsi construit une
extension double

ε(ψ) : K → L ��� H → C

dont ψ est le 3-cocycle associé par la section (s, t).

c) On a l’injectivité de ω en montrant que l’application ε définie en b) est
inverse de ω. On a vu que ωε = 1H3(C,K), il reste εω = 1Ext2(C,K). Soit E une
extension double de 3-cocycle ψ associé par la section (t′, s′). On a un morphisme
d’extensions doubles ε(ψ) → E en posant

λ(k, t(c, c′)c
′′
) = k · t′(c, c′)c′′ , η(c, (k, t(c, c′)c′′)) = k · t′(c, c′)c′′ [s′(c)] ,

les extensions doubles E et ε(ψ) sont donc congrues.

Corollaire 4.6. L’application de 2.4 définit une bijection

Bau : Ext2(C,K) → Text2(C,K) .

Preuve. Un morphisme d’extensions doubles Λ : E → E′ définit un
morphisme de track extensions Bau(Λ) : Bau(E) → Bau(E′), l’application Bau
est donc bien définie. La même donnée (s, t) définit un 3-cocycle de E vers K
comme en 3.2 et le même 3-cocycle de Bau(E) vers K comme en [1]4.4. La
bijection ω de 4.5 se factorise par Bau suivie de la bijection Text2(C,K) →
H3(C,K) de [2].
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5 – Extensions multiples

Conformément à [3], et à [1] pour l’aspect normalisé, nous considérons la
cohomologie suivante que nous allons interpréter en termes d’extensions.

Définition 5.1. La cohomologie de la catégorie C à coefficients dans
un C-système naturel K est la cohomologie du complexe dont les n-cochâınes
sont les applications

ψ : Cn →
∐

f∈C1

K(f)

telles que

1) ψ(c1, . . . , cn) ∈ K(c1 . . . cn),
2) ψ(c1, . . . , cn) = 1K(c1...cn) si ci ∈ C0 pour un i ∈ {1, . . . , n},
3) le cobord δψ est défini par:

(δψ)(c1, . . . , cn+1) = c1ψ(c2, . . . , cn+1)ψ(c1c2, . . . , cn)−1

. . . ψ(c1, . . . , cici+1, . . . cn)(−1)i

. . . ψ(c1, . . . , cncn+1)
(−1)n [ψ(c1, . . . , cn)cn+1 ](−1)n+1

.

Pour n = 2, respectivement 3, on retrouve les 2-cocycles de [11] et les 3-
cocycles de 4.1 respectivement. Cela généralise la cohomologie à coefficients dans
un C-module de [7].

Définition 5.2. Une extension n-uple de C par K est la donnée d’une
suite

E : K
i→ Ln−1

ln−2→ . . .
l3→ L2

l1→ L1 ��� H
p→ C

définie par une suite exacte dans NatC

1 → K → Ln−1 → . . .→ L2 →M1 → 1

et une extension double M1 → L1 ��� H → C.

L’exactitude de la suite de NatC peut s’exprimer, pour j > 2, par des
factorisations Lj →Mj−1 → Lj−1 où un monomorphisme suit un épimorphisme.
Ceci montre que, dans le cas où l’on considère des C-modules à la place des C-
systèmes naturels, on retrouve exactement les extensions n-uples de [5] et [6].

Définition 5.3 ([2]). Une track extension n-uple de C par K est la
donnée d’une suite

K → Dn−1 → . . .→ D2 → D1 ��� H → C

définie par une suite exacte dans NatC

1 → K → Dn−1 → . . .→ D1 → 1

et une track extension linéaire D1 ��� H → C.



[13] Extensions multiples de catégories 363

Les track extensions n-uples sont les objets d’une catégorie dont l’ensemble
des composantes connexes est noté Textn(C,K).

Proposition 5.4. Une extension n-uple E de C par K définit une track
extension Bau(E) de C par K.

Preuve. En posant Dj = Lj pour n−1 ≥ j ≥ 2 et D1 = M1 dans 5.2, on a
la suite exacte 1 → K → Dn−1 → . . .→ D1 → 1. De par 2.4, l’extension double
M1 → L1 ��� H → C définit une track extension linéaire D1 ��� H → C.

Cela explique pourquoi D2 → D1 est un épimorphisme dans 5.3: dans la
“suite exacte” E de systèmes naturels qui se termine à droite par deux catégories,
c’est en fait la factorisation par l’image de L2 → L1.

Définition 5.5. Soient E et E′ deux extensions n-uples de C par K. Un
morphisme d’extensions n-uples Λ : E → E′ est la donnée de transforma-
tions naturelles λj : Lj → L′

j et d’un foncteur η : H → H′ tels que

λn−1i = i′, λj lj+1 = l′j+1λj+1

η(l[h]) = λ1(l)[η(h)]

p = p′η .

Définition 5.6. On appelle congruence la relation d’équivalence entre les
extensions n-uples de C par K engendrée par l’existence d’un morphisme E →
E′. On notera Extn(C,K) l’ensemble des classes de congruence d’extensions
n-uples de C par K.

Les extensions n-uples de C par K et les morphismes d’icelles forment une
catégorie dont Extn(C,K) est l’ensemble des composantes connexes.

Proposition 5.7. L’application de 5.4 définit une bijection

Bau : Extn(C,K) → Textn(C,K) .

Preuve. Une congruence entre E et E′ donne une congruence entre Bau(E)
et Bau(E′): l’application est bien définie. La réciproque étant vraie, l’application
est injective. Si l’on a une track extension n-uple K → . . . M1 ��� H → C, la
bijection Bau : Ext2(C,M1) → Text2(C,M1) de 4.6 donne une track extension
n-uple K → . . . M1 ��� Bau(H) → C congrue à la première et montre la
surjectivité de l’application.

Théorème 5.8. On a une bijection

ω : Extn(C,K) → Hn+1(C,K) .
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Preuve. De par [2]5.3, on a une bijection Textn(C,K) → Hn+1(C,K)
qui, composée avec celle de 5.7 donne ω.

On pourra voir comment la donnée (s, tj) d’applications s : C1 → H1 et
tj : Cj →

∐
f∈C1

Lj(f), vérifiant des conditions généralisant 3.1, peut définir un
(n+1)-cocycle associé à l’extension E.

La donnée d’une extension n-uple E (de longueur n+2 dans Cat) définit une
n-catégorie H dont la catégorie sous-jascente est H et dont les (j+1)-morphismes
sont les éléments de

∐
f∈C1

Lj(f) et donc une “extension” (de longueur 3) K ���
H → C.
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