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Sulla struttura combinatoria dei linguaggi bounded

FLAVIO D’ALESSANDRO — ALESSANDRA ZINNO PILO

ABSTRACT: This paper concerns the studying of some algebraic and algorithmical
problems on the growth function of formal languages.

Proporremo una rassegna sintetica di alcuni argomenti relativi alla teoria
delle funzioni di crescita dei linguaggi formali. Come suggerisce il titolo della
nota, la sua redazione e essenzialmente legata ad una classe significativa di lin-
guaggi, detti bounded, di cui analizzeremo le principali proprieta strutturali ed i
legami con altre tematiche di interesse per la matematica e per 'informatica. Il
taglio editoriale di questa nota puo essere cosi rapidamente descritto: gli aspetti
tecnici sono presentati in modo contenuto, privilegiando, nella misura maggiore
possibile, le idee soggiacenti ai teoremi e alle loro dimostrazioni, nonché alle
relazioni con altri aspetti interessanti della teoria. Alcune definizioni sono volu-
tamente omesse, altre, invece, sinteticamente presentate. La speranza e che chi
abbia dimistichezza con la matematica approfitti senza difficolta di questo breve
excursus in una tematica di cosi grande interesse e attualita per 'informatica.

1 — Introduzione

Sia L un linguaggio. La funzione di conteggio di L, detta anche funzione di
struttura, € la funzione fr, che associa, ad ogni intero non negativo n, il numero
fr(n) delle parole di L di lunghezza uguale ad n. La funzione di crescita di L ¢
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invece la funzione gy, che associa, ad ogni intero non negativo n, il numero gr,(n)
delle parole di L di lunghezza uguale o inferiore ad n.

Queste funzioni sono di grande interesse poiché lo studio del loro andamento
asintotico fornisce preziose informazioni sulla struttura combinatoria del linguag-
gio considerato. Le nozioni di funzione di struttura e di funzione di crescita
giocano un ruolo importante nello studio di problemi significativi formulati in
altri ambiti distinti da quello della teoria dei linguaggi. Ad esempio, nella teoria
matematica dell’informazione, due risultati fondamentali sui codici di parole a
lunghezza variabile sono basati su tale nozione (cfr. [4]): la Disuguaglianza di
Kraft-Mc Millan che fornisce una condizione necessaria affinché un insieme di pa-
role sia codice oppure il teorema di Kraft relativo alla esistenza di codici prefissi
ottimali per una data sorgente. Un altro notevole esempio ci e fornito dalla teoria
dei gruppi dove un celeberrimo teorema dimostrato da M. Gromov in [20] per-
mette di caratterizzare la struttura algebrica dei gruppi di crescita polinomiale:
precisamente, un gruppo siffatto possiede un sottogruppo nilpotente di indice
finito. Altri risultati profondi sono stati ottenuti nello studio della crescita delle
algebre finitamente generate relativamente alla dimensione di Gelfand-Kirillov
di tali algebre. Rimandiamo al testo [15] quale eccellente e completo riferimento
bibliografico per questo argomento.

Nella teoria dei linguaggi formali, questa tematica & stata oggetto, anche
recentemente, di un’attivita di ricerca molto intensa con particolare riferimento
ai linguaggi a crescita polimoniale (¢fr. [6], [8], [9], [10], [13], [14], [16], [17], [19],
[22], [23], [25], [26], [27], [29], [30], [32], [36]). Il punto di partenza dell’excursus
che compiremo in questa nota & un quesito formulato da Flajolet in [16] relativo
alla esistenza di linguaggi context-free di crescita intermedia. A tale quesito &
stata data risposta negativa da Incitti in [30] e, qualche tempo dopo, indipen-
dentemente, da Bridson e Gilman in [6], dimostrando la seguente proprieta di
gap: un linguaggio context-free ha crescita esponenziale oppure polinomiale.

I linguaggi a crescita polinomiale, detti anche sparsi, svolgono un ruolo
chiave sia nell’ambito della Teoria dei linguaggi formali, sia in quello della Com-
plessita di calcolo. Questa circostanza € anche riconducibile al fatto che, nel
caso context-free, la famiglia di tali linguaggi coincide con quella dei cosiddetti
linguaggi bounded introdotti e studiati, per la prima volta, da S. Ginsburg nella
seconda meta degli Anni 60 (cfr. [17]). Diversi risultati di questa ricca e ben
sviluppata teoria sono stati riscoperti, anche in ambiti diversi da quello dei lin-
guaggi, (e ripubblicati) pit volte negli ultimi venti anni e uno degli scopi della
nota e quello di mettere in evidenza alcuni aspetti, a nostro giudizio, rilevanti di
questo affascinante argomento.

Eccoci infine, molto brevemente, a spiegare come si articolera questa nota.
Dopo aver presentato alcune definizioni preliminari, dimostreremo il teorema di
gap e analizzeremo, sia dal punto di vista algebrico, sia da quello algoritmico, la
struttura dei linguaggi context-free a crescita polinomiale. Cio sara fatto nelle
Sezioni 2 e 3. Nella Sezione 4, invece, descriveremo un algoritmo il quale consente
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di calcolare in modo esatto la funzione di conteggio (e dunque anche quella di
crescita) di un linguaggio context-free a crescita polinomiale. La Sezione 5 sara
invece dedicata alla descrizione del legame esistente fra queste tematiche ed un
importante problema dell’Algebra: il problema di Burnside per i semigruppi. La
Sezione 6 sara dedicata ad un argomento “di frontiera”: descriveremo una classe
di linguaggi che pur avendo, nel senso che preciseremo poi, una struttura vicina
a quella dei linguaggi context-free, sono a crescita intermedia. L’ultima sezione
sara invece dedicata alla presentazione di alcuni risultati ottenuti recentemente
sulla funzione di conteggio delle relazioni razionali.

2 — Preliminari

Presenteremo molto brevemente, in questa sezione, un vocabolario mini-
mo di definizioni soprattutto nell’intento di fissarne le corrispondenti notazioni.
Quanto segue ¢ in genere materia di un corso fondazionale di teoria dei linguaggi
formali e puo trovarsi nei testi, alcuni classici ed altri piu recenti, di un’ampia
rosa di scelta (c¢fr. [3], [12], [15], [17], [24], [33], [40]) alla quale rinviamo il lettore
interessato.

2.1 — Monoidi liberi

Se A ¢ un alfabeto, denoteremo con A* il monoide libero delle parole, dette
anche stringhe, sull’alfabeto A e con 14+, o piu semplicemente con 1, il suo
elemento identita; tale elemento & detto parola vuota. L’insieme A* \ {1} &
denotato AT. Se u & una parola di A*, la sua lunghezza & I'intero non negativo,
denotato con il simbolo |u|, uguale a zero se u = 1 e, altrimenti, al numero dei
simboli di cui si compone u. Fissata una lettera a € A, denotiamo con |u], il
numero di occorrenze di a nella parola u. Siano u e w parole di A*. La parola
u si dice fattore di w se esistono A, u € A* tali che Aupy = w. L’insieme dei
fattori di w & denotato con il simbolo F(w). Similmente, se L & un insieme
di parole di A*, scriveremo F(L) = ¢, F(w). u si dice poi prefisso di w
se esiste u € A* tale che upy = w. Infine u si dice suffisso di w se esiste A €
A* tale che A\u = w. Una parola z ¢ detta primitiva se z = u™, con n > 1,
implica z = w e quindi n = 1. Ricordiamo infine che una congruenza di A* &
una relazione di equivalenza di A* compatibile con 'operazione di prodotto di
parole.

2.2 - Linguaggi context-free

Descriveremo ora in maggior dettaglio un’importante classe di linguaggi,
quella dei linguaggi context-free, detti anche liberi dal contesto, introdotti in [11].
Questi linguaggi sono definiti tramite 1'uso di certe strutture combinatorie dette



204 FLAVIO D’ALESSANDRO — ALESSANDRA ZINNO PILO [4]

grammatiche context-free di cui richiameremo la definizione anche al fine di fis-
sare qualche utile notazione. Formalmente, una grammatica context-free ¢ una
quadrupla G = (V, T, P, S), dove:

e I/ & un insieme finito di oggetti detti variabili della grammatica G;

e T & un insieme finito di simboli detti terminali della grammatica G, ed
inoltre T e disgiunto da V;

e P ¢& un sottoinsieme finito dell'insieme V x {V UT}*, detto delle produzioni
della grammatica G; ogni produzione ¢ usualmente denotata con la forma
A — a dove A & una variabile ed a ¢ una stringa di simboli di (V UT)";

e S & una variabile detta start symbol, o assioma della grammatica.

Vogliamo ora definire il linguaggio generato da G. A tale scopo definiamo
prima le seguenti due relazioni = e = tra stringhe in (V. UT)*. Se u,v sono
parole in (V UT)", allora porremo

u =

se esiste una produzione A — 3 della grammatica G tale che u = aAy e v = afy,
dove o, v € (V UT)". Le parole a, v sono chiamate contestidi u e v e la relazione

N . . . . . LSRN . . .
= ¢ detta di derivazione atomica. La relazione = & poi definita quale chiusura
el . . . * %, . N .
transitiva e riflessiva di =, ovvero == (J,», =. Questa relazione ¢ detta di

derivazione di G. In altre parole, se o, 8 € (VUT)" sono tali che a =* 3,
allora o = 3 oppure esistono parole ag, ay, ... ,a,,n >1di (VUT)" tali che

A=y = a1 = Qp_1 = a, = L.

Una qualsiasi stringa « tale che S = « si dird forma sentenziale di G. Una
variabile A si dice utile se esiste una parola a in T* tale che S = fAg = «, dove
fyg € (VUT)*. Il motivo per cui queste grammatiche sono chiamate context-free,
letteralmente “libere dal contesto”, risiede nel fatto che, in un passo qualsiasi di
una generica derivazione di G, 'applicazione di una produzione non dipende dalla
scelta dei contesti della forma sentenziale a cui si applica. Infine il linguaggio
generato da G, denotato con il simbolo L(G), & 'insieme:

LG)={weT"|S=wh

Diremo che un linguaggio € context-free se esiste una grammatica context-free
che lo genera. Diremo inoltre che due grammatiche context-free sono equivalenti
se i linguaggi da esse generati coincidono. Ricordiamo infine che tali linguaggi
sono anche detti algebrici poiché possono essere descritti quali componenti delle
soluzioni di sistemi di equazioni polinomiali di parole, cioe di equazioni di parole
in cui siano usati i soli operatori di unione e di concatenazione in A*.
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2.3 - Linguaggi regolari

Un’altra importante famiglia di linguaggi formali € quella dei cosiddetti
linguaggi regolari. Tale famiglia di linguaggi corrisponde, rispetto alla classica
gerarchia di Chomsky-Schiitzenberger, alla classe di linguaggi immediatamente
precedente a quella dei linguaggi algebrici di cui ne costituisce una notevole sot-
toclasse. Un linguaggio su di un alfabeto A si dice regolare o razionale se pud
ottenersi a partire da linguaggi di cardinalita finita di A*, tramite ’applicazione,
in un numero finito di volte, delle operazioni razionali, cioe delle classiche oper-
azioni di unione e di prodotto di linguaggi e di una terza operazione, questa piu
complessa, detta di stella, che associa ad ogni linguaggio L il sottomonoide L* da
esso generato. La famiglia di tali linguaggi € usualmente denotata con il simbolo
Rat(A*). In virtu della sua definizione, essa coincide con la pin piccola famiglia
di linguaggi di A* contenente la famiglia dei linguaggi finiti e chiusa rispetto alle
operazioni razionali. Due risultati fondamentali della teoria, entrambi dimostrati
negli Anni ‘50, forniscono importanti caratterizzazioni dei linguaggi regolari. Il
primo, dimostrato dal celebre logico americano Stephen Coole Kleene, & legato
ad un modello di calcolo ben noto, quello di automa a stati finiti, e stabilisce che
un linguaggio & regolare se e solo se esiste un automa a stati finiti che accetta (o
riconosce) tale linguaggio. Il secondo teorema, dimostrato da John Myhill e Anil
Nerode, costituisce una caratterizzazione algebrica di tali linguaggi basata sulle
congruenze. A questo proposito, converra ricordare che, dati una congruenza 6
di A* ed un linguaggio L, si dice che 6 satura L, oppure che L ¢ saturato da
0, se L ¢ unione di classi di 6. Il teorema di Myhill e Nerode stabilisce che un
linguaggio & regolare se e solo se esiste una relazione di congruenza di A* di
indice finito che satura il linguaggio. Come si & detto prima, i linguaggi regolari
sono context-free: infatti essi sono generati da grammatiche context-free di tipo
particolare, dette lineari a destra oppure lineari a sinistra. Ricordiamo che una
grammatica context-free si dice lineare a destra (risp. lineare a sinistra) se ogni
sua produzione A — « & tale che « contiene, al piu, una occorrenza di una vari-
abile della grammatica e, se questo ¢ il caso, tale variabile deve essere prefisso
(risp. suffisso) di a. I teoremi ora ricordati mostrano dunque che la nozione di
linguaggio regolare ¢ robusta.

Ricordiamo infine un importante risultato, detto Pumping Lemma, che for-
nisce una condizione necessaria affinché un linguaggio sia regolare. Precisamente,
se L & un linguaggio regolare su di un alfabeto A, esiste un intero non negativo
n dipendente da L, tale che, per ogni parola w € L con |w| > n, w ammette una
fattorizzazione del tipo w = au dove o, u, B € A*, u # € e, per ogni i > 0, au’S
¢ una parola di L.

2.4 — Funzione di conteggio e funzione di crescita di un linguaggio

Siano A* il monoide libero delle parole su di un dato alfabeto finito A ed L
un sottoinsieme di A*. La funzione di struttura, detta anche funzione di conteggio
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di L, ¢ la funzione
fo N— N
cosi definita:
VneN, fr(n)=Card(LNA")=Card({u€ L | |u] =n}).
Si definisce poi funzione di crescita di L, la funzione
gr, : N — N,

cosl definita:
VnelN, gr(n)=Card({ue L | |ul <n}).

E facile osservare che, per ogni n € N, gz (n) = Yoico . o fo(). E di grande
utilita considerare una classificazione, riportata nella definizione seguente, dei
linguaggi formali basata sull’andamento asintotico della funzione di crescita.

DEFINIZIONE 1. Sia L C A*. Si dice che L ¢ fino o thin se:
Vn >0, fr(in) <1
Si dice invece che L € snello o slender se esiste un intero C' > 0 tale che:
Vn>0, fr(n) <C.
Si dice che L ha crescita polinomiale o & poly-slender se esiste k > 0 tale che:
Vn >0, gr(n) <n”.
Un linguaggio a crescita polinomiale ¢ anche detto sparso.
Si dice che L ¢ quasi-polinomiale se:
LI %
Si dice che L ha crescita esponenziale se esistono k > 1 ed un intero ng > 0 tali
che:

=0.

VnZnoa gL(n) an
Semplici esempi di linguaggi a crescita polinomiale ed esponenziale sono i seguen-
ti. Sia
L={a"b"|n>1}.
E facile osservare che la funzione di conteggio di L & definita come:
{ 1 sen e pari

(1) Vn207 fL(n): < g .
0 sen e dispari.

Di conseguenza L ¢ fino. In particolare, per ogni n > 0, gr(n) < n, cio¢ L ha
crescita lineare. Invece, come facilmente si verifica, i linguaggi
L =A%, L' ={ww | we A*}

sono tali che le rispettive funzioni di conteggio e di crescita sono esponenziali.
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3 — Funzione di crescita dei linguaggi context—free

Intendiamo ora presentare alcuni notevoli risultati relativi alla struttura
combinatoria dei linguaggi context-free: il primo riguarda una caratterizzazione
dei linguaggi context-free a crescita polinomiale. Tale caratterizzazione ¢ legata
ad una importante definizione, quella di linguaggio bounded, che daremo nel se-
guito di questa sezione. Vedremo successivamente il teorema di gap, enunciato
nell’Introduzione, per la funzione di crescita dei linguaggi context-free: la fun-
zione di crescita di tali linguaggi ¢ esponenziale oppure polinomiale. Mostreremo
infine che il teorema di gap ¢ effettivo: esiste un algoritmo, I’esecuzione del quale
consente di decidere la natura, esponenziale oppure polinomiale, della funzione
di crescita di un linguaggio siffatto. Nell'intento di dimostrare i risultati appena
ricordati, riteniamo opportuno introdurre qualche definizione e presentare alcuni
lemmi preliminari: cominceremo con la nozione, introdotta da Ginsburg in [17],
di linguaggio dei cicli destri e sinistri associati ad una variabile della grammatica
context-free.

DEFINIZIONE 2. Siano G = (V, T, P, S) una grammatica context-free, L(G)
il linguaggio da essa generato ed A una variabile di G. Denotiamo con L4 ed
R4 i due linguaggi di parole sull’alfabeto T" definiti come segue:

La={aeT" | 3BT | A= aAB},
Ra={BecT" | 3aecT" | A aApB}).

Ly ed Ry prendono rispettivamente i nomi di linguaggio dei cicli sinistri e
linguaggio dei cicli destri della variabile A.

E facile verificare che, per ogni variabile A di G, L4 ed R 4 sono sottomonoidi
di T*. In effetti, se a, o’ appartengono ad L4, esistono 3,3’ € T* tali che:

AS adBe A 'AB.

Poiché A = aAf = ao’ABf, si ha che aa’ appartiene ad Ly, cioe Ly &
chiuso rispetto all’operazione di concatenazione di parole, e dunque L4 € un
sottomonoide di T*. Nello stesso modo, si dimostra che R4 ¢ un sottomonoide
di T*. 1l lemma seguente fornisce una proprieta combinatoria cruciale delle
grammatiche, basata sulla definizione precedente, la quale assicura la crescita
esponenziale dei linguaggi da esse generati.

LEMMA 1. Siano G = (V,T, P, S) una grammatica context-free, L = L(G)
il linguaggio da essa generato ed A una variabile di G. Se dy, do € La (risp.
dy,ds € Ry) sono parole tali che il sottomonoide {d;, dg}* e libero in T, allora
L ha crescita esponenziale.
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DiM. Siano di,ds parole di L4. Allora esistono parole «, 8 € T* tali che:
AS diAa e A= dyAB.
Poiché la variabile A & utile, segue che esiste una derivazione della forma:
S = uAv = z, dove u,v,z € T*.

Poniamo |u| = N, |v] = M, |z| = Q, |d1| = n1, |d2] = ne. Possiamo suppore

che ny = ny = n e |a] = |B] = m, non essendo questa una restrizione. Infatti,

nell’ipotesi in cui ny # ng (oppure |a] # |B]), sara sufficiente considerare il

sottomonoide di {d;,ds}" generato dall’insieme {d;da, dad; }. Tale sottomonoide

e ovviamente libero e le due parole che lo generano hanno la stessa lunghezza.
Si ha:

(2) S = udv = udAyv = udzyv,

dove d € {dy,d2}" e v € {a, B}".
Se w = udzyv, si ha che w € L dato che w € T* e S = w. Si ottiene:

lw| = Jul +[d| + [2] + [y + [v] = N + Q@ + M + [d| + |].
Ponendo N + Q + M = ¢, possiamo scrivere:
lw|=c+|d|+|y|=c+Ekn+km=c+k(n+m),

dove k ¢ il numero di occorrenze delle parole d; e dy nella parola d ed e, ovvia-
mente, anche il numero di occorrenze delle parole « e § nella parola 7. Indichiamo
con L’ I'insieme delle parole ottenute come nella Equazione (2) e osserviamo che
L' C L. Sia gz, la funzione di crescita di L. Per ogni intero positivo ¢ sufficien-
temente grande, si ha:

gr(i) > grs (i) > 27,

Dalla condizione precedente segue che la funzione di crescita di L € esponenziale.
La dimostrazione per R4 € simmetrica.

Nel seguito di queste pagine, dati due interi ¢ e j, 'insieme degli interi
compresi tra i e j sard indicato col simbolo [4, j].

DEFINIZIONE 3. Sia G = (V,T, P, S) una grammatica context-free e sia
V ={S=05,85,...,S,}. Definiamo l'insieme V' ponendo V' =0 sen=1,¢€
V' ={S2,...,Sn}sen > 1. Definiamo poi, per ogni k = 1,... ,n, la grammatica
Gy = (V',T, Py, Sk) le cui produzioni sono quelle di G della forma:

A= a, con Aec V' U{S}eac (V' UT)".
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Denotiamo con L'(G) il sottoinsieme di L(G) costituito dalle parole w € T™* che
ammettono una derivazione:

S=w- = wy =w,

tale che, per ogni i = 1,... ,m, w; € (V'UT)". E facile osservare che, per
n =1, L'(G) & il linguaggio finito delle parole di L(G) che possono essere ot-
tenute, a partire da S7, mediante un solo passo di derivazione. Enunciamo ora,
senza dimostrarlo, un lemma che utilizzeremo nella dimostrazione del prossimo
teorema.

LEMMA 2 ([30] Lemma 3.6). L(G) C LsL'(G)Rs.

Siamo ora in grado di dimostrare una significativa caratterizzazione dei lin-
guaggi context-free a crescita polinomiale. Tale caratterizzazione € legata ad una
importante definizione, quella di linguaggio bounded.

DEFINIZIONE 4. Siano A un alfabeto, L un linguaggio di A* ed n un intero
positivo. Il linguaggio L & detto n-bounded se esistono parole u1,...,u, € A"
tali che:

LC{ur} - {un}”.
L e detto bounded se esiste un intero n tale che L & n-bounded.

E utile osservare che, dalla definizione precedente, si ha che la famiglia di
tali linguaggi e chiusa rispetto alle operazioni di unione insiemistica e di prodotto
di linguaggi.

La nozione di linguaggio bounded gioca un ruolo importante nello studio
di diversi problemi di Matematica e di Informatica. In questo ultimo ambito
Iinteresse di tali linguaggi risiede, ad esempio, nel fatto che tutte le piu signifi-
cative proprieta dei linguaggi formali sono ricorsivamente decidibili rispetto alla
famiglia dei linguaggi context-free bounded quando, in generale, non lo sono.
La struttura combinatoria e le proprieta algoritmiche dei linguaggi context-
free bounded sono state studiate approfonditamente da S. Ginsburg in [17].
Inoltre, in un lavoro del 1984 [38], A. Restivo e C. Reutenauer, nell’ambito
dello studio del problema di Burnside per i semigruppi, hanno introdotto una
condizione di finitezza, volta cioe ad assicurarne la finitezza del sostegno, per
i semigruppi periodici, detta proprieta di permutazione, strettamente legata
ai linguaggi bounded. Approfondiremo quest’ultimo argomento nella prossima
sezione.

TEOREMA 1. Sia G una grammatica context-free ed L = L(G) il linguaggio
da essa generato. Le sequenti condizioni sono equivalenti:

1. L ha crescita polinomiale;
2. Per ogni variabile A di G, Ls e R sono linguaggi 1-bounded,
3. L e un linguaggio bounded.



210 FLAVIO D’ALESSANDRO — ALESSANDRA ZINNO PILO [10]

Prima di dimostrare il Teorema 1, converra ricordare che ’equivalenza delle
condizioni (2) e (3) ¢ stata dimostrata da S. Ginsburg nella prima meta degli
anni sessanta (cfr. [17]), mentre 'equivalenza delle condizioni (1) e (3) & stata
dimostrata da Latteux e Thierrin in [32] e ridimostrata successivamente in [27]
e [36]. Per la dimostrazione dell’implicazione (2) = (3) utilizzeremo un argo-
mento combinatorio descritto in [30].

DiM. (1 = 2).

Sia A una variabile di G e sia L4 il linguaggio dei cicli sinistri associato
ad A.

Se Ly = {1p+} allora L4 & banalmente un linguaggio 1-bounded. Siano
ora u e z una parola non vuota di L4 e la sua radice primitiva. Supponiamo
per assurdo che L4 non sia 1-bounded. Deve allora esistere una parola v €
(La\{z}"). Consideriamo il sottomonoide {u,v}" di L4. Per il Teorema del
difetto, esso deve essere libero, e per il Lemma 1, L ha crescita esponenziale,
cosl contraddicendo la condizione (1). Dunque L4 & un linguaggio 1-bounded.
Lo stesso argomento consente di dimostrare che R4 € un linguaggio 1-bounded.
L’implicazione (1 = 2) ¢ dunque dimostrata.

(2=3).

Dimostriamo il risultato per induzione sul numero n di variabili della gram-
matica G. Sian = 1. Il linguaggio L'(G) & finito e dunque bounded. Per ipotesi,
Lg e Rg sono linguaggi 1-bounded e, dunque, si ha che LgL'(G)Rs ¢ bounded.
Per il Lemma 2, poiché L C LgL'(G)Rg, ne segue infine che L ¢ bounded. La
base del procedimento induttivo ¢ pertanto dimostrata.

Dimostriamo ora il passo induttivo. Osserviamo intanto che, per ipotesi
induttiva, L(Gj) & bounded, per ogni k € [2,n]. In virtld del Lemma 2 e dal
momento che, per ipotesi, Lg ed Rg sono linguaggi 1-bounded e sufficiente di-

mostrare che L'(G) & un linguaggio bounded. Sia W = {aq,... ,a;} Uinsieme
di parole sull’alfabeto (V' U T) tali che, per ogni i = 1,... ,m, S — «; sono
produzioni della grammatica G. Quindi, per ogni ¢ = 1,... ,m, si avra

Qi =T1,iSky,i " T2y, ks, iTwi+1,05

dove 71y Tu41,0 €T € Skyiyevn Sk, i €V
Sia ora w € L'(G). Allora w sard ottenuta tramite una derivazione del tipo:

S=wi...=w =w,
dove, per ogni j =1,... 0, w; € (V' UT)".
Osserviamo che wy, € W e che nelle stringhe wq, ... ,w; non occorre mai la

variabile S. Di conseguenza si avra:

w € 11, L(Gr,y i) T2 i LGy, i) T 41,
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e dunque:

(3) L'(G) C | ril(Gry i) - 12, iL(Gr,y, )Ty
=1

Osserviamo che, per ogni k > 0, I'insieme delle produzioni della grammatica Gy,
e un sottoinsieme dell’insieme delle produzioni della grammatica G; pertanto
l'ipotesi definita dalla condizione (2) dell’enunciato del teorema vale ancora se in
luogo di considerare la grammatica G si considera la grammatica Gy,. Applicando
l'ipotesi induttiva alla grammatica Gy si avra allora che L(Gy) ¢ un linguaggio
bounded. Dalla Equazione (3) segue dunque che L'(G) & un linguaggio bounded.
L’implicazione (2 = 3) & pertanto dimostrata.

3=1).
Dal momento che L & bounded, esiste un intero ¢ > 1 e parole non vuote
U1, ... ,uqg tali che L C {ug}” - {u,}". Sia w € L tale che |w| < n.
Allora
w = Ultl .. "I.thq,

dove per ognii € [1,¢],t; >0et; +---+t, <n.
Indichiamo con ¢(g,n) = Card({(t1,... ,ty) | t1 +--- +t; <n}).
Osserviamo ora che, per ogni n > 0, gr(n) < ¢(g,n). Poiché la funzione
¢(g,n) & un polinomio nella variabile n assumendo che ¢ sia costante, ne segue
che la funzione gy, € limitata superiormente da una funzione polinomiale, ovvero
L ha crescita polinomiale.

Come conseguenza del Teorema 1 si ha il corollario seguente.

TEOREMA 2. La funzione di crescita di un linguaggio context-free € espo-
nenziale oppure polinomiale.

DiM. Sia L un linguaggio context-free la cui funzione di crescita non & poli-
nomiale. In virtu del teorema precedente, esiste una variabile A della grammatica
che genera il linguaggio tale che L4 oppure R4 non sono linguaggi 1-bounded.
Supponiamo, per semplicita che cio accada per L,4. Esistono allora parole non
vuote u,v € L 4 le cui radici primitive sono distinte. Per il Teorema del difetto, il
sottomonoide {u, v}* & libero in L4 e, per il Lemma 1, L ha crescita esponenziale.

Converra ricordare che, benché il Teorema 2 sia un corollario immediato del
Teorema 1, il suo enunciato & stato dimostrato esplicitamente da Incitti in [30]
e poco tempo piu tardi da Bridson e Gilman in [6]. Esso in particolare fornisce
la risposta negativa ad un quesito posto da Flajolet in [16] circa l'esistenza di
linguaggi context-free a crescita intermedia.
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Intendiamo chiudere questa sezione presentando un risultato dimostrato da
T. Ceccherini e W. Woess in [7]. Se L ¢ un linguaggio sull’alfabeto A, il tasso di
crescita di L & il numero

v(L) =limsup Card({w € L | |w| = n})%

n—roo

Se L ¢ infinito allora (L) & tale che 0 < v(L) < Card(A). Sia F un insieme di
parole tale che F' C F(L) e sia

Lp={uelL| FluynF = 0}.

L’insieme F' ¢ detto delle parole proibite e, nel caso in cui y(Lg) < (L), diremo
che il tasso di crescita di L & sensibile rispetto ad F. Il problema studiato
concerne le condizioni che assicurano che v(Lr) < v(L). Converra osservare che
questo problema & interessante soltanto nel caso in cui L ha crescita esponenziale,
ovvero nel caso in cui y(L) > 1. Infatti se v(L) = 1 allora y(Lr) = 1 oppure
v(Lr) = 0 ed in tal caso Lp ¢ finito. Il risultato principale ottenuto in [7]
concerne i linguaggi context-free ergodici. Sara conveniente, a tale proposito,
presentare questa nozione. Consideriamo una grammatica context-free ridotta
in cui, cioe, ogni variabile & utile. Ad essa ¢ possibile associare un grafo orientato
definito nel modo seguente: l'insieme dei suoi vertici € l'insieme delle variabili
della grammatica mentre, dati due vertici Ve W, la coppia (V, W) & un arco del
grafo se esiste una produzione V' — « della grammatica tale che W & fattore di
«. Una grammatica si dice ergodica se il grafo ad essa associato ha almeno un
arco ed ¢ fortemente connesso. Un linguaggio si dice poi ergodico se esiste una
grammatica ergodica che lo genera. Il risultato principale dimostrato in [7] & il
seguente: ogni linguaggio context-free, non ambiguo, non lineare ed ergodico é
tale che il suo il tasso di crescita € sensibile rispetto ad un qualsiasi insieme di
parole.

3.1- Un algoritmo di decisione

In questo paragrafo presenteremo un algoritmo che permette di decidere
se la funzione di crescita di un linguaggio context-free & esponenziale o polino-
miale. In virtu dei due teoremi precedenti, si tratta di dimostrare la ricorsiva
decidibilita della proprieta di essere bounded rispetto alla famiglia dei linguaggi
context-free. Questo problema e stato affrontato e risolto da Ginsburg in [17];
descriveremo pertanto l'algoritmo da lui proposto. A tale proposito, converra
ricordare che, dato un linguaggio context-free, esso pud essere sempre generato
da una grammatica di tipo opportuno, detta in forma normale di Chomsky, nella
quale tutte le produzioni sono della forma A — BC oppure A — a dove A, B
e C sono variabili della grammatica ed a € un suo simbolo terminale. La pro-
cedura proposta da Ginsburg e essenzialmente basata sul lemma seguente con il
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quale si dimostra che, per ogni variabile A di una grammatica context-free data,
i linguaggi L4 ed R4 sono context-free.

LEMMA 3. Sia G = (V,T, P, S) una grammatica context-free in forma nor-

male di Chomsky. Per ogni variabile A di G esistono grammatiche context-free
G4 e Gy tale che Ly = L(G4) e Ry = L(Gy).

TEOREMA 3. E possibile decidere se la funzione di crescita di un linguaggio
context-free € polinomiale o esponenziale.

Dimm. Siano G = (V, T, P, S) una grammatica context-free, n il numero delle
variabili di G, L = L(G) il linguaggio da essa generato e gz, la funzione di crescita
di L. Dal momento che g;, & polinomiale o esponenziale, & sufficiente verificare se
g1 € polinomiale o meno. Inoltre, dal teorema di caratterizzazione dei linguaggi
context-free a crescita polinomiale, segue che gy € polinomiale se e solo se, per
ogni variabile A di G, L4 ed R4 sono linguaggi 1-bounded. Quindi ¢ sufficiente
costruire una procedura che permetta di decidere se L4 (rispettivamente R 4) sia
un linguaggio 1-bounded. Costruiamo allora tale procedura per il linguaggio L4,
essendo simmetrico il procedimento di decisione per il linguaggio R 4. Dal lemma
precedente segue che, a partire dalla grammatica G, possiamo costruire una
grammatica context-free G4 tale che Ly = L(G4). Utilizzando un argomento
standard e possibile verificare se L4 contenga o meno una parola diversa dalla
parola vuota. Se Ly C {17~} allora L4 & banalmente un linguaggio 1-bounded
e la procedura termina.

Supponiamo, invece, che esista una parola non vuota u € L, e sia z la
radice primitiva di u. Chiaramente L4 € un linguaggio 1-bounded se e solo se
La C{z}", cioe, seesolose M # () dove M = LsN(T*\{z}"). Ora, dal momento
che L4 ¢ un linguaggio context-free e T*\ {2} ¢ un linguaggio regolare, in virtu
di un risultato classico dei linguaggi context-free, ovvero che 'intersezione di un
linguaggio regolare e di uno context-free ¢ un linguaggio context-free (si osservi, a
tale proposito, che I'intersezione di due linguaggi context-free non €, in generale,
context-free), segue che M & un linguaggio context-free. Poiché il problema di
decidere se una grammatica context-free generi l'insieme vuoto e decidibile ed
ogni passo relativo alla costruzione del linguaggio M & effettivo, ne segue che,
applicando tale procedura ad M, ¢ possibile decidere se M = () 0 meno, cioe se
L4 € 1-bounded o meno.

E interessante ricordare che una procedura decisionale piu semplice di quella
presentata nel Teorema 3 & stata proposta in [8] relativamente alla famiglia dei
linguaggi context-free lineari non ambigui.
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4 — Calcolo della funzione di conteggio di un linguaggio bounded

In [13] D’Alessandro, Intrigila e Varricchio hanno proposto una tecnica che
consente, dato un linguaggio bounded context-free, di descrivere, in modo esatto,
la sua funzione di conteggio. Piu precisamente, tale procedura di calcolo perme-
tte, a partire dalla grammatica context-free che genera il linguaggio bounded, di
costruire una famiglia finita di polinomi a coefficienti razionali utile per il calcolo
della funzione sopraSu. Vale infatti il risultato seguente.

TEOREMA 4. Sia L un linguaggio bounded context-free. FEsistono un in-
tero mon negativo ng ed un insieme finito di polinomi a cofficienti razionali
Do, - -+ s Pm—1 tali che, per ogni n > ng,

fr(n) =pi(n),
dove | ¢ tale che:
l =n mod m.

Nel semplice caso del linguaggio L = {a™b™ | n > 0}, la cui funzione di conteggio
¢ stata definita nella Equazione (1), si ha che tale funzione puo essere descritta
nel senso del teorema precedente, ponendo po(z) =1, p1(x) =0, m =2, ng = 0.
La dimostrazione del Teorema 4 & effettiva e fornisce un algoritmo per la co-
struzione, a partire da una grammatica che genera il linguaggio, della famiglia
di polinomi atti al computo della sua funzione di conteggio. Presenteremo ora
alcuni risultati che derivano in modo immediato dal teorema precedente. A tale
proposito, sara opportuno richiamare alcune definizioni relative all’andamento
asintotico di funzioni. Date f,g : N — N funzioni definite sull’insieme N,
scriviamo

f€0(g) (risp. f€Q(g))

se esiste un intero positivo ng ed un numero reale C' tali che, per ogni n > ny,

f(n) < Cg(n) (risp. f(n) = Cg(n)).

COROLLARIO 1 ([29]). Dati un linguaggio context-free L ed un intero posi-
tivo k, é decidibile verificare se la funzione di conteggio f1 appartiene alla classe

O(nh).

DiM. Per il teorema precedente, partendo dal linguaggio L, e possibile
costruire la famiglia dei polinomi {p;} che consente di descrivere la funzione
f1, cosicché si potra porre

0 = max{d;},
dove, per ogni polinomio p;, §; € il suo grado. L’asserto deriva allora dal fatto
che
fr€On*) «— <k



[15] Sulla struttura combinatoria dei linguaggi bounded 215

Analogamente al caso precedente, se 7 € il minimo grado dei polinomi della
famiglia {p;} prima considerata, dal momento che, per ogni k > 0,

fL S Q(nk) — 7 > kz
si otterra il corollario seguente:

COROLLARIO 2. Dati un linguaggio context-free L ed un intero positivo k, é
decidibile verificare se la funzione di conteggio fr appartiene alla classe Q(n*).

Un’altra conseguenza immediata del teorema ¢ data dal risultato seguente
simile al Corollario 13 del lavoro [27].

COROLLARIO 3. Sia € un numero razionale tale che 0 < ¢ < 1. Non esistono
linguaggi context-free L tali che

fr e Om") e fr e Qn* 1t
dove k € un intero non negativo.

In particolare, il Corollario 3 estende un risultato dimostrato in [29] relativo
alla non esistenza di linguaggi context-free la cui funzione sia sub-lineare senza
essere limitata superiormente da una costante.

La tecnica combinatoria utilizzata per dimostrare il Teorema 4 ¢ non banale
per diverse ragioni: prima di tutto, come e ben noto, esistono linguaggi context-
free bounded ambigui per cui una tecnica di conteggio legata alla struttura della
grammatica si rivela, in questo contesto, di scarsa utilita. Ricordiamo che una
grammatica context-free G si dice ambigua se qualche parola in L(G) ¢ il prodotto
di due alberi di derivazione distinti. Un linguaggio € poi detto ambiguo se ogni
grammatica context-free che lo genera ¢ ambigua. Un esempio noto di linguaggio
context-free ambiguo ¢ il seguente (cfr. [24]):

L= {anbmcmdn}mmzo U {ambncndm}mmzo,

e, come si vede facilmente, L ¢ bounded.

Il secondo motivo che rende interessante la tecnica dimostrativa del Teo-
rema 4 e che essa permette di ottenere il seguente risultato particolarmente
significativo.

TEOREMA 5. Sia L un linguaggio context-free bounded. Epossz'bz’le costruire
un linguaggio regolare bounded L' la cui funzione di conteggio coincide con quella
di L.
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Recentemente, in [35] ¢ stata data una significativa applicazione del Teo-
rema 5 nello studio della proprieta di context-freeness per alcune famiglie notevoli
di parole. Se consideriamo il linguaggio L = {a"b"™ | n > 0}, possiamo osser-
vare che il linguaggio L' = {ab}* = {(ab)™ | n > 0} & regolare ed ha, come si
vede immediatamente dalla sua definizione, la stessa funzione di conteggio di L.
Questo esempio ci consente di fare un’osservazione. In [13], non ¢ stato possibile
dimostrare che 1’alfabeto del linguaggio L’ del Teorema 5 ¢ lo stesso del linguag-
gio L. Tuttavia, gli esempi considerati dagli autori sembrano indicare che, non
soltanto questo ¢ il caso ma, addirittura, il linguaggio L’ & commutativamente
equivalente a L. Ricordiamo che due linguaggi L, L’ si dicono commutativa-
mente equivalenti se possiedono lo stesso alfabeto, ovvero L, L’ C A*, ed esiste
una biezione

a:L— 1

di L in L' tale che, per ogni u € L, si abbia:
VaeA, luly=|a(u)l,.

In questo contesto ¢ allora naturale formulare il problema seguente:

PROBLEMA APERTO: Dato un linguaggio context-free bounded, & sempre
possibile ottenere un linguaggio regolare commutativamente equivalente ad esso?

Concludiamo infine questa sezione con un’ultima considerazione (cfr. [2]) di
interesse nello studio della proprieta di ambiguita per i linguaggi context-free. Un
risultato significativo dimostrato da Flajolet in [16] permette di dimostrare che
se la funzione di crescita di un linguaggio context-free & trascendente, ovvero non
e soluzione di alcuna equazione algebrica, allora il linguaggio & ambiguo. Questo
criterio € dunque di aiuto nello studio dell’ambiguita di un linguaggio. Tuttavia,
se il linguaggio € bounded context-free, per il Teorema 5, la sua funzione di
conteggio e quella di crescita sono sempre razionali e quindi algebriche. Pertanto
il criterio di Flajolet non e di utilita nello studio del problema predetto per i
linguaggi bounded.

5 — Linguaggi bounded e problema di Burnside

Come si e detto nell’introduzione di questa nota, i linguaggi bounded gio-
cano un ruolo significativo nello studio di un problema ben noto dell’Algebra: il
problema di Burnside per i semigruppi. L’argomento ¢ importante e vogliamo,
per questa ragione, compiere un rapido ezxcursus in questo ambito. Rimandiamo
al testo [15] quale eccellente e completo riferimento bibliografico per questo ar-
gomento. Un semigruppo S si dice periodico o di torsione se, per ogni elemento
s di S, esistono interi non negativi 7, j tali che i < j e s* = s7. Il semigruppo
S si dira poi finitamente generato se esiste un sottoinsieme finito di elementi di
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S, detti generatori, tale che ogni elemento di S possa scriversi come prodotto di
un numero finito di generatori. Come facilmente si verifica, un semigruppo di
cardinalita finita & periodico e finitamente generato. E allora naturale porsi la
domanda seguente: E un semigruppo finitamente generato e periodico finito?

Questo problema fu studiato per la prima volta da W. Burnside nel 1902 nel
caso dei gruppi e tale studio fu successivamente esteso al caso dei semigruppi. La
risposta al problema di Burnside e in generale negativa. Infatti, nel caso dei semi-
gruppi, nel 1944, Hedlund e Morse fornirono in [21] un esempio di semigruppo
infinito, costruito a partire dalla parola di Thue, che ¢ 3-generato e periodico.
Nel caso dei gruppi, invece, Golod, utilizzando un risultato di Shafarevitch rela-
tivo alla non finitezza della dimensione di un’ opportuna algebra definita su un
campo, nel 1964 in [18], dimostro l'esistenza di un p-gruppo infinito 3-generato.

Se un semigruppo finitamente generato S e tale che, per ogni s di .S, s =
s™, dove m ed n sono interi fissati tali che 0 < m < n, allora il problema
della finitezza di S ¢ detto problema di Burnside limitato. Anche in questo
caso, esistono semigruppi e gruppi che sono infiniti ed un risultato di grande
interesse riguarda il gruppo libero G(k,n) con k generatori nella varieta dei
gruppi soddisfacenti alla identita z™ = 1. Un contributo di grande rilievo &
infatti la dimostrazione data da Adjan e Novikov nel 1968 della infinitezza del
gruppo G(k,n) qualora k > 1 e n sia dispari con n > 665 (c¢fr. [1]). Gli autori
dimostrarono inoltre che in tale caso il problema della parola ¢ ricorsivamente
decidibile, ovvero che esiste un algoritmo 1’esecuzione del quale consente, date
due parole sull’alfabeto dei generatori, di decidere se le due parole rappresentano
il medesimo elemento del gruppo.

Un problema strettamente correlato al problema di Burnside per i semi-
gruppi puo essere formulato, nella teoria dei linguaggi formali, al modo seguente.
Sia L un linguaggio su di un dato alfabeto A. Come si & detto in precedenza, in
virtu del teorema di Myhill e Nerode, L & regolare se e solo se il suo monoide sin-
tattico M (L) & finito. Ricordiamo che il monoide M (L) & il monoide quoziente
A*/ =p ove =1, ¢ la relazione di congruenza definita come segue: per ogni
u,v € A*, u =, v se e solo se

Vf, ge A", (fuge L < fvgeL).

La relazione =y, e detta congruenza sintattica associata ad L. Supponiamo ora di
aver scelto L per modo che il suo monoide sintattico sia periodico; d’ora in avanti,
chiameremo semplicemente periodici tali linguaggi. Poiché M (L) ¢ (ovviamen-
te) finitamente generato, nell’ipotesi in cui L sia periodico, ogni condizione che
assicura una risposta positiva al problema di Burnside per i semigruppi, implica
la finitezza di M (L) e, dunque, la regolarita di L. Lo studio delle condizioni di
finitezza per i monoidi sintattici dei linguaggi periodici € chiamato problema di
Burnside per i linguaggi (si veda anche [39]). Tale problema consiste quindi nello
studio delle condizioni che assicurano che un linguaggio periodico sia regolare.
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Queste condizioni sono anche dette di regolarita. Vale la pena di osservare che
ogni condizione di regolarita ¢ una condizione di finitezza per il monoide sintat-
tico di un linguaggio periodico e tuttavia esistono monoidi finitamente generati
e periodici che non sono monoidi sintattici di nessun linguaggio. Vediamo ora
come i linguaggi bounded si inseriscono nel quadro concettuale dei problemi che
abbiamo ora succintamente descritto. A tale proposito, converra ricordare le
definizioni di semigruppo permutabile e debolmente permutabile.

DEFINIZIONE 5. Siano M un monoide ed n un intero positivo tale che n > 2.
M & detto n-permutabile se, per ogni sequenza my, ... ,m, di n elementi di M,
esiste una permutazione non banale p dell’insieme {1,2,...,n} tale che:

mimsz - Mp = Mp1)Mp(2) "~ Mp(n)-
Si dice che M e permutabile se esiste un intero n > 2 tale che M & n-permutabile.

La definizione precedente puo essere generalizzata nel modo seguente.

DEFINIZIONE 6. Siano M un monoide ed n un intero positivo tale che
n > 2. M & detto n-debolmente permutabile se, per ogni sequenza my,... ,my,
di n elementi di M, esistono due permutazioni ¢ e 7 dell’insieme {1,2,...,n},
0 # T, tali che:

Mo(1)Mg(2) " Me(n) = Mr()Mr(2) "+ Mr(n)-

Si dice che M ¢ debolmente permutabile se esiste un intero n > 2 tale che M ¢
n-debolmente permutabile.

La proprieta di permutazione costituisce una generalizzazione di quella com-
mutativa. Nel 1984, A. Restivo e C. Reutenauer nel lavoro [38] introdussero
questa proprieta nell’ambito del problema di Burnside dimostrando che essa
costituisce una condizione di finitezza per i semigruppi finitamente generati e
periodici. Vale infatti il seguente teorema.

TEOREMA 6. Sia M wun monoide finitamente generato. Allora M ¢ finito
se e solo se M ¢ periodico e permutabile.

Alla luce di questo teorema ¢ oppurtuno osservare che, in generale, la pro-
prieta di debole permutazione non € una condizione di finitezza per i semigruppi
esistendo, come dimostrato da A. Restivo in [37], monoidi finitamente generati,
periodici, debolmente permutabili, che non sono di cardinalita finita. Vogliamo,
a questo punto, fornire una dimostrazione molto sintetica del Teorema 6 anche
e soprattutto per mettere in luce il ruolo svolto dai linguaggi bounded nello stu-
dio del problema di Burnside. A tale proposito & opportuno ricordare alcune
definizioni. Ogni monoide finitamente generato M € immagine di un opportuno
epimorfismo

Y AY — M,
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dove la cardinalita di A & uguale a quella dell’insieme dei generatori di M. Questo
morfismo ¢ detto epimorfismo canonico di M. Supponiamo ora che A sia total-
mente ordinato. Possiamo ordinare totalmente A* definendo una nuova relazione
di ordine <,, detta di ordine alfabetico, come:

u<qgv <= (Jul < v]) o (Jul =v] e u<v),

dove < e 'ordinamento lessicografico. Dalla sua definizione segue che <, ¢ un
buon ordinamento. Una parola v si dice riducibile se esiste u € A* tale che

u<g,v e P(u)=1pv).

Una parola che non & riducibile si dice #rriducibile. Sia ora m un elemento
di M. Nellinsieme 1)~!(m) esistera una sola parola irriducibile che chiameremo
rappresentante canonico di m. Se L & un sottoinsieme qualsiasi del sostegno di M,
indicheremo con il simbolo C', I'insieme dei rappresentanti canonici degli elementi
di L. Ovviamente gli insiemi L e Cp sono equipotenti. Queste definizioni ci
consentono di estendere la nozione di funzione di crescita ad un insieme di un
qualsiasi monoide finitamente generato. Come prima, sia M un monoide e sia
¥ : A* — M il morfismo canonico di A* in M dove la cardinalita di A & uguale
a quella dell’insieme dei generatori di M. Se m € M & un generico elemento di
M, la lunghezza di m & definita come

|m| =min{n >0 | ¥ (m)N A" # 0}.

Ad ogni sottoinsieme L C M, associamo allora la sua funzione di conteggio
fr : N = N definita come

fr(n) =Card({m € L | |m|=n}).
La funzione di crescita di L g;, : N — N si definisce a partire da quella di
conteggio nello stesso modo visto nel monoide libero. Siamo ora in grado di

enunciare la seguente importante proposizione (c¢fr. [15], Capitolo 3).

PROPOSIZIONE 1. Sia M un monoide permutabile e finitamente generato.
Allora l'insieme dei suoi rappresentanti canonici & un linguaggio bounded.

Possiamo alla luce della Proposizione 1 dimostrare il teorema di Restivo e
Reutenauer.

DiM. Per la Proposizione 1, esistono parole w1, ... ,u; tali che

Cy Cul - ug.
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Ogni elemento ¢ di C); € rappresentato nella forma
uit - upk

Dunque si ottiene

el =Y rwl <[ Y0 ful |,

i=1,...k i=1,...k
dove r = max{r; | ¢=1,...,k}. Sia m; = ¢(u;), coni = 1,...,k. Poiché
M ¢ periodico, esiste un intero p tale che, per ogni i =1,...,k, m! =m{*, con

¢ < p. Se M e infinito lo ¢ anche C}j;. Quindi la lunghezza di ¢ e l'intero r
saranno arbitrariamente grandi. Qualora r > p, si ha che ¢ ¢ riducibile e cio
contraddice ’aver assunto ¢ quale rappresentante canonico di un elemento di M.

Si & detto prima che un linguaggio € periodico se il suo monoide sintattico e
un monoide periodico. Similmente, diremo che un linguaggio & permutabile (risp.
debolmente permutabile) se il suo monoide sintattico ¢ un monoide debolmente
permutabile. Il teorema che segue, la cui dimostrazione e essenzialmente basata
sul Teorema 6, fornisce una notevole condizione di regolarita per i linguaggi,
proposta da A. De Luca e S. Varricchio in [15]:

TEOREMA 7. Un linguaggio L ¢é regolare se e solo se L ¢ permutabile e
pertodico.

I risultati che seguono, proposti in [14] da F. D’Alessandro e S. Varricchio,
sono di particolare interesse in quanto forniscono una condizione di regolarita
per i linguaggi context-free bounded.

LEMMA 4. Il monoide sintattico di un linguaggio bounded é permutabile.

DiM. Siano A* il monoide libero delle parole su di un dato alfabeto finito
A, L un sottoinsieme di A*, =, la congruenza sintattica di L ed M il monoide

sintattico di L. Poiché L & un linguaggio bounded, esistono parole uy,... ,u, di
AT tali che L C {uy}* - - {un }*. E lecito supporre che le parole uq, ... ,u, siano
primitive. Sia v la massima lunghezza di una parola dell’insieme {u1,... ,u,}.

Proviamo che M & k-permutabile per ogni intero k tale che:
k—1>n(1+(+1)%+n-1).

Dimostriamo che, per ogni sequenza mgy,...,my; di k elementi di M, esiste
una permutazione non banale p dell'insieme {1,...,k} tale che mymg---my =

Mp(1)Mp(2) =" Mp(k)-
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Supponiamo che ogni m; # 1. Per ogni i = 1,...  k, sia w; la parola di
A* che rappresenta m;, cio¢, m; = [w;]=,. Ovviamente, per ogni i = 1,... , k,
w; € una parola non vuota. Sono possibili i seguenti due casi.

CASO 1. Supponiamo che la parola wy - - - wg_1 non sia un fattore di alcuna
parola di L, ciog, per ogni A\, u € A*, Awy --- w140 ¢ L. Da questo segue che,
per ogni A, € A*, Awpwy -+ wp—1pu ¢ L e dwy - wi_jwip ¢ L. Da cui si
ha: wy - wp_1WE=pWEwW + + - WE_1, CIO€, M1Mg - - Mp_1Mp = MM - Mg_1.
Il primo caso ¢ pertanto dimostrato.

CAsO 2. Supponiamo ora che la condizione del Caso 1 non sia verificata.
Dal momento che k—1 > n(1+(y 4 1)*)+ (n— 1), possiamo trovare nella parola
wy -+ - Wwg_1 una parola della forma:
Wi+ -+ Wy, 1§Z<]S]€71,
tale che
(4) =iz 14+ (y+1)% e awi-wB € {u},
dove 1 <[l <nea,B € A*. Consideriamo la sequenza di parole:

Wiy WiWig1y "0y Wi s w - Widegy* o0 Wo» o Wy

Sia v; la coniugata di u;. Dalla condizione (4), ogni parola della sequenza ¢ un
prefisso di una parola di {v;}*. Dal momento che j — 1 > 14 (y+1)% e il
numero dei prefissi distinti di v; sono minori o uguali a -y, esistono almeno tre
interi i1, 49,13, dove 1 < iy < ig < iz < 7, tali che:

wi ...wi17wi...wi27... 7wi...wi3 6 {vl}+p7
dove p ¢ un prefisso di v;. Si ottiene:

+
Wiy 41 * Wiy, Wig41 -+ Wiy € {sp} ", v = ps,

e quindi
w11+1 .. .w22w12+1 .. .w23 p— w12+1 .. .w13w11+1 .. 'wiQ'

Vale allora la seguente identita:

mi---Mmg :ml...mil(mil_,’_l...miQmi2+1...mi3)mi3+l...mk =

=mq-- .mil (mi2+1 .o 'migwi1+1 . .miz)mig-'rl M.

Il Caso 2 ¢ cosl dimostrato.
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COROLLARIO 4. Sia L un linguaggio context-free a crescita polinomiale. L
e periodico se e solo se L ¢ regolare.

DiM. Sia M il monoide sintattico di L. Dal Teorema 1, L & un linguaggio
bounded. Dal lemma precedente, il monoide M & permutabile, cosicché L &
permutabile. Poiché, per ipotesi, L & periodico, dal Teorema 7 segue allora che
L ¢ regolare. Viceversa, sia L un linguaggio regolare. Per il teorema di Myhill
e Nerode, il monoide M e finito e, di conseguenza permutabile e periodico. Il
linguaggio L ¢ pertanto permutabile e periodico.

Il Corollario 4 ¢ effettivo poiché (si veda ancora [14]) esiste un algoritmo
I’esecuzione del quale consente, a partire da una grammatica context-free che
generi un linguaggio bounded, di decidere se il linguaggio € periodico o meno.
Mostriamo infine che il corollario € non banale poiché esistono linguaggi context-
free che sono periodici ma non regolari. A tale scopo introduciamo la definizione
seguente.

DEFINIZIONE 7. Siano w una parola di A* e p un intero positivo tale che
p > 1. w & detta p-power-free se, per ogni u € A, uP non & un fattore di w.

Vale il seguente seguente risultato (cfr. [5], [34]).

LEMMA 5. Sia f una parola infinita su di un alfabeto A generata da un
morfismo ¢ : A* — A* e sia Pref(f) linsieme dei suoi prefissi finiti. Allora
Uinsieme complementare di Pref(f) in A* é un linguaggio context-free.

Utilizzando il Lemma 5, possiamo costruire un linguaggio context-free pe-
riodico non regolare. A tale proposito, siano A = {a,b,c} un alfabeto di tre
lettere, A* il monoide libero delle parole sull’alfabeto A e sia f la parola infinita
ottenuta iterando il morfismo ¢ : A* — A* definito come segue:

- ¢(a) = abg;
- ¢(b) = ac;
- o) = .

Ad esempio, la parola abcacbabcbacabcach € il prefisso di lunghezza 18 di f.
Siano F' = Pref(f) ed L = A*\ F. Per il Lemma 5, L & un linguaggio context-free.
E possibile dimostrare che f € una parola 3-power-free, cioe, per ogni u € A*
e per ogni intero positivo n, con n > 3, u™ non & un fattore della parola f.
Quindi u™ € L. Da questo segue che, per ogni intero positivo n, con n > 3, e
per ogni u € A*, [u"]_ = [u"T']_ . Dunque il monoide sintattico A*/ =, di
L & periodico, ovvero L & periodico. Dimostriamo infine che L non & regolare.
Per assurdo, supponiamo che L lo sia. Poiché la famiglia dei linguaggi regolari e
chiusa rispetto alle usuali operazioni di intersezione e di unione insiemistica, F'
e un linguaggio regolare. Applicando il Pumping Lemma per i linguaggi regolari
(¢fr.  Sezione 2.3) ad F, segue che esiste una costante n e una parola w di F,
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con |w| > n, tale che w = Aupu ed inoltre, per ogni i > 0, Mu‘y € F. Quindi,
per ogni i > 0, A\u’ € F. Di conseguenza f ammetterebbe parole della forma u?
come suoi fattori, cioe f non sarebbe 3-power-free, e cid ¢ una contraddizione.
Quindi L non & regolare.

6 — Linguaggi a crescita intermedia

In questa sezione ci interesseremo ad un risultato proposto da Grigorchuk
e Machi in [19] relativo ai cosiddetti linguaggi di crescita intermedia. Diamone
subito la definizione. Un linguaggio L si dice di crescita intermedia se la sua
funzione di crescita ¢ subesponenziale, ovvero se ¢ definitivamente limitata supe-
riormente da una funzione esponenziale k™, con k > 1 ma non da alcuna funzione
polinomiale di grado fissato. Abbiamo visto che un linguaggio context-free ha
crescita polinomiale o esponenziale. Non esistono dunque linguaggi context-free
a crescita intermedia. In [19], si fornisce un esempio di linguaggio a crescita
intermedia la cui struttura combinatoria €, nel senso che preciseremo dopo, vic-
ina a quella di un linguaggio context-free. Questa costruzione presuppone la
conoscenza di un modello di calcolo, detto automa stack, il quale risulta, rispetto
all’operazione di riconoscimento di linguaggi di parole, piu potente di quello
degli automi push-down, cio¢ delle macchine in grado di riconoscere i linguaggi
context-free. Gli automi stack sono stati introdotti da Ginsburg, Greibach, ed
Harrison (cfr. [24], Capitolo 14) alla fine degli Anni 60 nello studio di una pos-
sibile estensione dei linguaggi context-free. Non si ha intenzione di presentare
in modo rigoroso la loro definizione ma, semplicemente, di fornire alcuni el-
ementi descrittivi essenziali di questa struttura, al fine di illustrare ’esempio
predetto. Essenzialmente, un automa stack ¢ un automa push-down che, oltre a
poter manipolare la pila con le stesse modalita di un automa push-down, puo, in
un qualsiasi passo della computazione, accedere, leggere e modificare il simbolo
memorizzato in una locazione qualsiasi della pila, senza essere costretto (come
accade negli automi push-down) a rimuovere tutti i caratteri memorizzati nelle
locazioni che lo precedono. Quest’ ultima modalita di accesso alla pila sara detta
in modalita stack. Gli automi stack possono essere deterministici, non determin-
istici, ad una via (“one way”), ovvero con la possibilita di leggere la parola di
ingresso una sola volta (da sinistra verso destra) oppure a due vie (“two way”),
ovvero con la possibilita di leggere, attraverso una oppurtuna testina di lettura,
piu volte la parola di input su di un apposito nastro, percorribile in entrambe le
direzioni. In questo capitolo, siamo interessati ad automi 1-DNESA (“One-way,
Deterministic, Non Erasing, Stack Automata”), cio¢ ad automi stack, determin-
istici, ad una via, in grado di leggere, ma non cancellare, il simbolo memorizzato
in una locazione della pila.

Ricordiamo che se n un intero positivo, la sequenza di t interi positivi,
(n1,ne,...,ng) tali che ny > ng > ... > ny, costituisce una partizione dell’intero
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n=mn;+ng+--+ng.

Indicando con P(n) il numero di partizioni dell’intero n, si ha asintoticamente:

TEOREMA 8. Sia L C {a,b}" il linguaggio sull’alfabeto {a,b} costituito
dall’insieme di tutte e sole le parole:

i i iK
abab® ---ab",

dove 0 < i1 < iy < ... <1 € una sequenza monotona non decrescente di k > 1
interi non negativi. Allora L é un linguaggio a crescita intermedia ed é accettato
da un automa 1-DNESA.

DiM. Verifichiamo, prima di tutto, che L & un linguaggio a crescita interme-
dia. Sen € Ne (I1,la, -+ ,l;) & una partizione di n, possiamo ad essa associare
in modo univoco la parola di L abtab’>...ab*. Di conseguenza, per ogni n,
il numero delle parole di L di lunghezza n ¢ uguale al numero delle partizioni
distinte di n. Quindi, la funzione di struttura di L & subesponenziale ed in base
alla definizione di gy, un semplice argomento di conteggio permette di mostrare
che anche gy, & subesponenziale. Quindi L ha crescita intermedia. Per il teorema
di gap, L non e un linguaggio context-free. Mostriamo ora che L & accettato
da un automa 1-DNESA. La struttura ed il funzionamento di questo automa
possono essere descritti nel modo seguente. Se una parola w & una stringa (even-
tualmente vuota) di sole occorrenze del simbolo a, allora la parola w & accettata.
Se la parola w comincia con una stringa di occorrenze del simbolo a seguita da
una stringa s; di occorrenze del simbolo b allora tali occorrenze vengono inserite
nella pila. A questo punto della computazione, i casi possibili sono i seguenti:

— Se, dopo aver letto la stringa s; di occorrenze del simbolo b, la lettura sul
nastro d’ingresso termina, la parola e accettata;
— Supponiamo, invece, che la parola w sia della formas:

w=aa---abb---babb---bw', w' € {a,b}"*
S—— Y~

S1 S2

Perché la parola w venga accettata deve necessariamente essere, per defini-
zione del linguaggio L, |s1| < |s2|. Usando la testina della pila, automa,
leggendo la pila in modalita stack, € in grado di confrontare il numero di
b presenti nella pila, cioé |s1|, con il numero di b nella stringa sq, cioe |ss].
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Piu precisamente, leggendo in modo sincronizzato i simboli di s; ed s3, uno
per volta, se loperazione di lettura del fattore sy (sul nastro d’ingresso)
termina prima di quella di s; (nella pila), allora cio significa che |s1]| > |sa].
La computazione termina e la parola é rifiutata. Se cid non accade, allora
|s1] < |s2]- A questo punto, le eventuali occorrenze rimanenti del simbolo
b vengono inserite nella pila e la computazione, nel caso in cui la parola w’
sia non vuota, prosegue secondo la modalita prima descritta.

La descrizione sintetica ora data e quella di un modello di calcolo deter-
ministico “one-way”. Infine, poiché durante la computazione, 'operazione di
cancellazione di simboli dalla pila non ¢ mai effettuata, ’automa ¢ “non eras-

vl

ing”. Abbiamo quindi fornito la descrizione di un automa 1-DNESA che ¢ in
grado di accettare il linguaggio considerato.

7 — Sviluppi recenti

Chiudiamo questo articolo descrivendo molto sinteticamente il contenuto di
un lavoro recente [10], relativo alla estensione dei teoremi presentati nelle Sezioni
3 e 4, al caso dei sottoinsiemi razionali dei monoidi di relazioni di parole. Riman-
diamo il lettore alla consultazione dei testi [3] e [40], referenze ormai classiche
sull’argomento, per una piana ed efficace introduzione ai concetti fondamentali
della tematica delle relazioni razionali. Qui, ci limiteremo a richiamare un vo-
cabolario minimo di concetti al solo fine di presentare i risultati a cui abbiamo
accennato. Sia M = A} x - - x A} il prodotto diretto di monoidi liberi generati
da alfabeti Aq,..., Ag. I sottoinsiemi di M sono chiamati k-relazioni.

Una k-relazione si dice razionale se si ottiene, a partire da relazioni finite,
tramite ’applicazione, in un numero finito di volte, delle operazioni razionali di
M, ovvero delle operazioni di unione insiemistica e di prodotto di due relazioni
e della operazione di stella che associa ad ogni relazione il sottomonoide di M
da essa generato. In virtu di un ben noto teorema di caratterizzazione, una
relazione e k-razionale se i suoi elementi, cioe k-uple di parole su alfabeti fissati,
sono accettati da uno specifico modello di calcolo detto automa a k nastri. Un
automa a k nastri ¢ in essenza un automa a stati finiti, non deterministico,
dotato di & nastri, ognuno dei quali in grado di memorizzare una parola data. Al
generico istante di computazione, ’automa ¢ in grado di leggere, e di elaborare,
uno per volta, i caratteri di una qualsiasi delle k parole registrate sui nastri. La
k-upla e poi accettata se, una volta completata la lettura di tutte le k& parole,
I’automa si trovi in uno stato scelto nell’ambito di un insieme particolare di
stati detti accettanti. Un automa siffatto costituisce una estensione del modello
classico di automa a stati finiti. Come si & visto nella Sezione 5, i concetti di
funzione di conteggio, di funzione di crescita (e la relativa classificazione dei
linguaggi vista nella Definizione 1) e di insieme bounded possono essere definiti
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in un monoide finitamente generato qualsiasi in modo simile a quanto visto nei
monoidi di parole. Vale allora il teorema seguente.

TEOREMA 9 ([10]). Sia M = A} x--- A} il prodotto diretto di monoidi liberi
generati da alfabeti Ay, ..., Ax. Valgono le condizioni sequenti:

e Una k-relazione razionale di M ha crescita esponenziale oppure polinomiale.

o Una k-relazione razionale di M ha crescita polinomiale se e solo se é bounded
in M.

o E possibile decidere se una k-relazione razionale ha crescita esponenziale
oppure polinomiale.

E infine interessante ricordare che in [10] il teorema precedente & stato di-
mostrato nel caso piu generale dei monoidi parzialmente commutativi di cui il
prodotto di monoidi liberi costituisce una istanza particolare.
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