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Correnti positive e varieta complesse

LUCIA ALESSANDRINI

ABSTRACT: Questo testo rappresenta un proseguimento di [1], con lo scopo di ag-
giornare la tematica ai lavori usciti negli ultimi dieci anni. In particolare esamineremo
i risultati di estensione, di regolarizzazione, di prodotto e di pull-back riguardo a cor-
renti positive non necessariamente chiuse, sia per varieta complesse qualsiasi che per
varieta compatte kdhleriane.

1 — Introduzione

Per lo studio delle correnti e piu in generale della geometria differenziale
complessa e della teoria del potenziale, il testo di riferimento resta il libro di
Demailly [22], anche se possiamo segnalare altre esposizioni divulgative pit spe-
cifiche, per esempio [15] per la teoria del potenziale. Invece lo scopo di questo
lavoro ¢ di fare il punto sui progressi che si sono avuti in questi ultimi anni
(facendo seguito ad [1]) riguardo ad alcuni problemi e tecniche particolarmente
importanti nella teoria delle correnti positive e delle loro applicazioni.

Riprenderemo in esame innanzitutto le tecniche di estensione di correnti
positive attraverso ostacoli di vario tipo: chiusi, insiemi pluripolari, sottovarieta
CR, sottoinsiemi analitici. Questo ci introduce ai passaggi successivi, poiché ri-
sultati di estensione attraverso sottoinsiemi analitici sono alla base delle costru-
zioni di pull-back e di prodotto di correnti. Tali tematiche sono state intensa-
mente studiate sia per il loro specifico interesse che per le importanti applicazioni,
di cui i problemi legati all’operatore di Monge-Ampere complesso costituiscono
un esempio importante.
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L’operatore di Monge-Ampere, per funzioni plurisubarmoniche lisce, puo
essere letto come un prodotto (di forme): (dd®)™(u) = dd°u A -+ A dd°u: come
estenderlo a funzioni plurisubarmoniche meno regolari, o addirittura generiche?
Quali proprieta conserva in queste estensioni? Lo studio ¢ stato portato avanti
sia per funzioni plurisubarmoniche su un aperto (di C™ o di una varieta) che
a livello globale su una varieta compatta kdhleriana (X,w). Infatti in questo
caso le soluzioni lisce ¢ € Psh(X,w) dell’equazione di Monge-Ampere (w +
dd®p)" = fw™, dove fw™ & una forma di volume per X, danno una nuova metrica
kéahleriana, w + dd°p, con forma di volume assegnata. Questo problema (risolto
nel caso di f liscia da Yau [70]) nasce dal classico problema di Calabi, che chiede
di trovare e studiare forme di Kéahler che rappresentino la prima classe di Chern
della varieta e abbiano forma di Ricci data (cfr. per esempio I'introduzione di [54]
o il survey [55]).

Un altro punto di vista “ nuovo” nel campo delle correnti ¢ quello della di-
namica olomorfa di piu variabili complesse, che quindi seleziona come ambiente
le varieta proiettive o le varieta compatte kdhleriane. Per questo divideremo la
trattazione degli argomenti tenendo presente questo spartiacque, e dedicheremo
un breve paragrafo a mostrare come una delle tecniche pit importanti in dina-
mica olomorfa sia proprio lo studio di particolari correnti chiuse e positive, in
particolare il loro prodotto e le loro iterate, sia per mappe olomorfe che mero-
morfe.

3

Premettiamo alcune notazioni, che fanno riferimento alle definizioni date
nell’appendice di [1]: EPP(X)r ¢ lo spazio delle (p, p)—forme differenziali reali
sulla varietd complessa X di dimensione n; ¢ € DPP(X) significa che ¢ & una
(p, p)—forma differenziale a supporto compatto su X; scrivendo T' € D, ,(X)
intendiamo una corrente di bidimensione (p,p) ovvero di bigrado (n — p,n — p)
su X; se essa € positiva nel senso di Lelong, scriviamo 7' > 0. La corrente
T & detta chiusa se dI' = 0, & detta pluriarmonica se dd°T = 2i09T = 0 (le
convenzioni per l'operatore d° non sono uniformi nei vari lavori: per esempio
nel testo [22] si ottiene dd® = (i/7)09, ma nulla cambia per quanto riguarda le
correnti pluriarmoniche o plurisubarmoniche). Se Y & un sottoinsieme analitico
di dimensione pura, la corrente associata si indica con [Y], ove non sia possibile
confusione con [T, che denota la classe di una corrente T nella coomologia di
de Rham o di Aeppli. In generale, useremo le definizioni e le notazioni di [1]
o di [22].

2 — Problemi di estensione e di supporto

Come gia discusso in [1], i problemi di estensione di correnti si possono
schematizzare in questo modo:
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Sia U un aperto di C”, o di una varieta liscia X, e sia A un chiuso di U.
Data una classe di correnti di ordine zero su U — A, stabilire condizioni su A (e
sulla classe) che assicurino 'estensione delle correnti attraverso A ed eventual-
mente il permanere della corrente estesa (in particolare della estensione banale)
nella stessa classe di correnti, ma su U. Qui parleremo solo dei risultati sull’e-
stensione banale, che indicheremo con una “ tilde”: tuttavia (cfr. per esempio
la Proposizione 3.3 e il Teorema 4.5) non sempre essa ¢ l’estensione giusta per
risolvere problemi che coinvolgono i gruppi di coomologia.

— Il caso A chiuso

Se su A non si mette alcun tipo di struttura, i risultati di estensione presenti
in letteratura sono legati ad Hy(A), la misura di Hausdorff di A: come esempio
principale si possono considerare i teoremi di estensione di correnti chiuse e
positive (Harvey et al., che si rifanno alla teoria delle correnti piatte di Federer:
cfr. [1], Teoremi 4.4 e 4.1).

Nel caso di correnti non chiuse, il primo risultato che citiamo ¢ il Teorema 1.1
di [6]:

TEOREMA 2.1. Sia A un chiuso di un aperto U di C", sia T € D,, ,(U —
A), T >0. Se

1. Hop—1(A) =0 -
2. dT si prolunga a U (ovvero, esiste l’estensione banale dT')
allora T si prolunga a U, e vale dT = dT.

Osservazioni

1) La corrente T, dall’ipotesi (2), ¢ una corrente localmente normale ([1], de-
finizione 3.2), e dunque 'uguaglianza dT = dT ¢ conseguenza immediata
della teoria di Federer delle correnti localmente piatte ([61], 2.2). Il caso
dT = 0 era stato trattato da Harvey (cfr. [1], Teorema 4.4).

2) La dimostrazione del teorema & composta da due parti distinte: dapprima
ci si riduce al caso p = n seguendo la dimostrazione di Harvey e la tecnica
(di Shiffman) di proiezioni su p—piani complessi, per cui basta stimare la
massa di una opportuna misura positiva; a questo punto, si usa una variante
del teorema di Fubini su C™ per funzioni positive in L, (U — A).

3) Se la corrente T non & positiva, ma ¢ differenza di correnti positive T =
Ty — T5, il teorema non vale piti, ma deve essere modificato chiedendo che
sia T7 che T si prolunghino attraverso A (cfr. [61] 3.6 e il controesempio 3.7):
questo fatto si pud confrontare con i risultati sulle correnti in DSH (U) (vedi
Paragrafo 7).

Passiamo ora a considerare il caso di correnti non piu normali ma C—normali.
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TEOREMA 2.2. (cfr. [20], Teorema 5) Sia A un chiuso di un aperto U di
C", siaT €D, (U~ A),T>0. Se
1. Hopp—1)(ANsuppT) =0
2. dd°T si prolunga a U (ovvero, esiste c?(;lz’f)
allora T si prolunga o U, e vale ddeT = dd°T.

Tale risultato era stato annunciato in [18], ma con l'ipotesi supplementare che T
fosse anche localmente normale.

Osserviamo che la dimostrazione dell’esistenza di T si pud fare anche nell’i-
potesi del Teorema 2.1, cioé Hap—1(A) = 0, poiché essa usa la tecnica di Shiffman
di proiezione su p—piani complessi, unita alle proprieta delle slices di correnti
C—normali, che permettono di ricondursi al caso di bidimensione (1,1). In-
vece 'uguaglianza ddeT = dd°T , essendo conseguenza della teoria delle correnti
C—piatte di Bassanelli ([8]), richiede Hy(,—1)(A) = 0: si prova in [18] (Osser-
vazione 1) che l'ipotesi che Hy(,—1)(A NsuppT) sia localmente finita non basta,
nemmeno se T & localmente normale.

Sempre usando la teoria delle correnti C—piatte, in particolare plurisubar-
moniche, si ottengono i seguenti risultati ([20], Teorema 6 e Corollario 6):

TEOREMA 2.3. Sia A un chiuso di un aperto U di C", sia T € D), ,(U — A)
una corrente plurisubarmonica. ~
L. Se T < 0 e Hyp—1)(ANsuppT) é localmente finita, allora esiste T ed

e plurisubarmonica; inoltre la corrente residua R := ddeT — dd°T, che ¢
supportata su A, ha lo stesso segno di T .

2. SeT >0 e Hop—3(ANsuppT) = 0, allora esiste T ed ¢ plurisubarmonica;
inoltre la corrente residua R = 0.

— Il caso A chiuso pluripolare o varieta CR

Consideriamo ora i casi in cui si chiedono ulteriori condizioni sul chiuso A,
in termini di luogo di zeri (o di indeterminazione) di opportune funzioni, o di
quantita di struttura complessa presente su A. I punti di partenza per questo
tipo di risultati sono i due fondamentali lavori [36] e [63]. Richiamiamo dapprima
alcune definizioni.

DEFINIZIONE 2.4. Sia A una sottovarieta reale di un aperto U di C™ (o di
una varietd) di dimensione m e di classe C2. Se per ogni z € A, dim¢ H, A :=
dimg (T, A NiT,A) = k, allora A ¢ detta una varieta CR, di CR-~dimensione
uguale a k. Se k =0, A & detta totalmente reale.

Si dimostra che A ¢ totalmente reale se e solo se esiste un intorno V di A e una
funzione u € C?(V) strettamente plurisubarmonica tale che A sia il suo luogo di
zeri.
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Invece considerando il luogo di indeterminazione di una funzione plurisu-
barmonica si ha (cfr. [22], TI1.2.A):

DEFINIZIONE 2.5. Sia A C U aperto di C™ (o di una varieta); A & detto
pluripolare completo se per ogni x € U, esiste un suo intorno V, e una funzione
u € Psh(V,)N LY (V,) tale che V, N A = {z € V,/u(z) = —cc}.

loc

Ovviamente ogni sottoinsieme analitico chiuso € pluripolare completo; si ha inol-
tre (Lemma 2, ibidem):

PROPOSIZIONE 2.6. Se A ¢ un chiuso pluripolare completo di U, per ogni
x € U e per ogni suo intorno V, sufficientemente piccolo esistono:

1. v e Psh(Vy) NC=®(Vy — A) conv=—o0 su ANV,;

2. una successione crescente di funzioni v € Psh(Vy) NC®(V,),0 < v, <1,
che converge uniformemente a 1 sui compatti di V, — A e tale che ogni vy
si annulla su un intorno di ANV,.

Questa ultima proprieta ¢ lo strumento usato per dimostrare che ’estensione ba-
nale di una corrente chiusa e positiva attraverso un chiuso pluripolare completo,
se esiste, ¢ ancora chiusa e positiva (cfr. [22], II1.2 (2.3)).

Invece, per quanto riguarda ’esistenza dell’estensione banale di una corrente
in termini di estensione delle sue slices, un risultato interessante ¢ il teorema
principale in [11], la cui dimostrazione & semplificata in [12], Teorema 4.2.

Sempre nel caso di correnti chiuse, nel Teorema IT1.7 di [36] si dimostra:

TEOREMA 2.7. Se A & una sottovarieta CR di un aperto U di C™, di CR-
dimensione k, e T € D, (U — A),T > 0 e chiusa, con p > k + 2, allora T si

estende attraverso A, e T é l'unica estensione chiusa e positiva.

Nel lavoro [20] gli autori osservano che la tecnica di dimostrazione, anche nel
caso CR, si basa sul descrivere A come luogo di zeri (locale) di una funzione di
classe C2, non pitl strettamente plurisubarmonica, ma k—convessa, ed estendono
cosi 1 risultati di [36]. Ricordiamo che:

DEFINIZIONE 2.8. Una funzione continua v : U C C* — R ¢ detta stret-
tamente k—convessa se esiste una (1,1)—forma a coefficienti continui w su U,
avente in ogni punto n — k autovalori positivi, tale che dd°u > w.

Dunque, se u ¢ strettamente k—convessa, intorno a ogni punto di U vale (per
opportune costanti positive ¢; e ¢a)

k n
ddu+cy Yy idz NdZ —ca Y idz; Adz; > 0.
1 k+1
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Il caso k = 0 corrisponde a funzioni continue strettamente plurisubarmoniche.
Si puo dimostrare che, se u ¢ strettamente k—convessa, fissata una (1,1)—forma
a coefficienti continui v > 0 su U, per ogni x € U, esiste un suo intorno V, e
una funzione strettamente plurisubarmonica f € C*°(V,) tale che su V, valga
dd®u A (dd° f)* > ~k*+1. Inoltre, dai risultati di regolarizzazione di Richberg, si
puo supporre che u sia liscia fuori del suo luogo di zeri.

Il primo risultato di estensione attraverso luoghi di zeri di funzioni k—con-
vesse che citiamo & dimostrato in [20], Teorema 4 e Proposizione 6.

TEOREMA 2.9. Sia u una funzione strettamente k—convessa in un aperto
UdiC", siaceResiaT €D, ,(U-U.), T >0, dove U, :={z € U/u(z) < c}.
Siap>k+1.

1. Se dd°T < 0 su U — U,, oppure se dd°T" si estende attraverso U., allora T
st estende attraverso U,.

2. Siau >0 esia A:=U, ={z € U/u(z) = 0}; sia dd°T < 0 su U — A,
oppure dd°T di massa finita attraverso A. Se w € C*(U) e p > k + 2, vale
dd°T = dd°T.

E dunque anche (ibidem, Corollario 4):

TEOREMA 2.10. Sia A una sottovarieta CR di un aperto U di C", di CR-
dimensione k, e T € D, ,(U — A),T > 0 tale che dd°T < 0 su U — A (oppure
dd°T si estende attraverso A).

1. Sep>k+1, allora T si estende attraverso A.
2. Sep>k+2, vale dd°T = aldcT7 e se dT st estende, vale dT = dT.

Tale risultato, e il seguente (Teorema 2.3 in [19]), sono da paragonare con il
Teorema 2.7 e i seguenti Teoremi 2.14 e 2.15.

TEOREMA 2.11. Sia A C U il luogo di zeri di una funzione positiva e
strettamente k—convessa, e sia T € D,, (U — A),T > 0 tale che dT' si estende
attraverso A.

1. Sep>k+1, allora anche T si estende attraverso A.
2. Sep>k+2,eAédiclasse C?, vale dT = dT.
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In [63], Pautore affianca ai risultati del caso chiuso quelli per un nuovo tipo di
correnti, che vengono dette pluripositive.

DEFINIZIONE 2.12. Una corrente 7' € D), (X) ¢ detta pluripositiva se ¢
localmente normale, positiva o negativa, e dd“T" > 0.

L’ipotesi di normalita (la richiesta cio¢ che anche dT sia a coefficienti misure)
¢ indipendente dalle altre (ibidem, pagina 173) e situa questa classe di correnti
dentro l'insieme delle correnti piatte di Federer. Riportiamo tre risultati sul-
I’estensione di correnti pluripositive, per stabilire il confronto con cio che si &
ottenuto negli ultimi anni (Teoremi 2.10, 2.11 e 2.16, dove & stata tolta sostan-
zialmente proprio I'ipotesi di normalita).

TEOREMA 2.13. (¢fr. Teorema 2.4 di [63]) Sia A C U un chiuso pluripolare
completo, e sia T € D, (U — A) una corrente pluripositiva, con p > 1. Se
T,dT,dd°T si estendono attraverso A, allora

1. dT = dT. - i
2. Il residuo R := dd°T —dd°T, che é una corrente chiusa supportata su A, ha
lo stesso segno di T'.

TEOREMA 2.14. (cfr. Teoremi 3.1 e 3.3 di [63]) Sia A é una sottovarietd
totalmente reale di un aperto U di C™, e T € D;,p(U — A) una corrente pluripo-
sitiva, con p > 2. Allora T, dT, dd°T si estendono attraverso A, e vale dT = Eﬁ’,
ddeT = dd°T.

TEOREMA 2.15. (¢fr. Corollari 3.2 e 3.4 di [63]) Sia A é una sottovarietd
CR di un aperto U di C", di CR-dimensione k, e T € D,, (U — A) una corrente
pluripositiva, con p > k+2. Allora T,dT,dd°T si estendono attraverso A, e vale

dT = dT, dd°T = dd°T.

Nel caso pluripolare completo, si hanno i seguenti risultati (cfr. Teoremi 1 e 2,
Proposizione 2 e Corollario 2 in [20])

TEOREMA 2.16. Sia A C U un chiuso pluripolare completo, e sia
TeD,,(U-A).

1. SeT >0 (o T < 0) ¢ una corrente (C—normale) tale che T e dd°T si
estendono attraverso A, allora il residuo R := dd°T — dd°T ha lo stesso
segno di T.

2. Se T ¢ negativa e plurisubarmonica, e T si estende attraverso A (questo
succede, per esempio, se Hop(ANsuppT') = 0), allora anche dd°T' si estende,
T ¢ negativa e plurisubarmonica, e il residuo R ha lo stesso segno di T

3. Se T ¢ positiva e plurisubarmonica, e Ha,—1)(A NsuppT’) = 0, allora T' si
estende attraverso A, T ¢ positiva e plurisubarmonica, e il residuo R = 0.
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— Osservazioni sul Teorema 2.16.

1) In (1), ipotesi che la corrente T sia C—normale (T e dd°T di ordine zero),
e dunque che ad essa si possa applicare la teoria delle correnti C—piatte
di Bassanelli per rimpiazzare quella delle correnti piatte di Federer, resta
implicita nel testo originale del teorema (la si puo leggere nell’affermazione

dell’esistenza di m) Tale teoria si trova ben riassunta nelle sue proprieta
basilari nel primo paragrafo di [20].

2) Nel confronto con il Teorema 2.13, ci si chiede quale ruolo giochi dT. Un
esempio (Esempio 2 in [20] ma anche pagina 173 di [63]) mostra una
(1,1)—corrente positiva e pluriarmonica, liscia su C? — {z; + 22 = 0}, che ha
massa localmente finita vicino alla sottovarieta lineare A := {21 + 25 = 0},
per cui T risulta ancora pluriarmonica (ovvero, il residuo & zero), ma con
dT di massa infinita vicino ad A. Viene corretta quindi I’affermazione fatta
nel teorema principale di [18] (dove peraltro vengono annunciati i risultati
di [20]), che valga anche dT = dT , ovvero che l'ipotesi su dT' nel Teorema
2.13 sia superflua. Gli autori dimostrano invece, nell’Osservazione 2, che se
dT si estende, allora vale dI' = dT. Questo dice comunque che la classe
delle correnti pluripositive € meno significativa delle classi delle correnti
C—piatte o C—normali, o plurisubarmoniche positive (o negative): un ulte-
riore generalizzazione puo essere vista nella classe delle correnti DSH (vedi
Paragrafo 7).

3) La dimostrazione usa tra laltro risultati di estensione con ipotesi sulla esten-
sione di slices nel locale (vedi Proposizione 4 e Proposizione 5 in [20]) che
estendono risultati analoghi nel caso chiuso (vedi teorema principale di [11]).

4) In [34] si dimostra (1) supponendo, invece che dd°T sia di massa localmente
finita attraverso A, che dd°T sia maggiorata su U — A da una corrente
positiva di massa localmente finita attraverso A.

5) Nel caso in cui A sia anche compatto, il corollario 5 in [20] generalizza il
corollario IV.3 in [36] in questo modo: “ Sia K C U un compatto pluripolare
completo, e sia T' € D), (U~ K), T > 0 tale che dd°T" < 0 su U — K (oppure
dd°T si estende attraverso K). Allora T si estende attraverso K e il residuo
ha lo stesso segno di T'. Se p > 2 e dd“T" < 0, il residuo & nullo.”.

Molti dei risultati precedenti erano gia stati dimostrati nel caso in cui A sia un
sottoinsieme analitico, dato 'interesse geometrico particolare di questo caso. Per
tali risultati rimandiamo a [1] o a [3]; alcuni di essi possono essere ora migliorati,
per esempio il Teorema 3.5 di [8] (citato in [1] come Teorema 8.5) pud essere
cosi migliorato: “ Sia A un sottoinsieme analitico di un aperto U di C", sia
T € D, (U~ A) una corrente C—normale, positiva o negativa, tale che sia T

che dd°T si estendono attraverso A. Allora il residuo R := dd°T — dd°T ha lo
stesso segno di T.”.
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— Problemi di supporto

Passiamo ora a considerare brevemente alcuni risultati a riguardo del sup-
porto delle correnti: come diremo nel Paragrafo 5, 'applicazione piti importante
e 'esprimere 'insieme di Julia di una determinata mappa come supporto di una
opportuna corrente chiusa e positiva.

Il problema principale & quello di sapere come la misura di Hausdorff del
supporto di una corrente di ordine zero influenzi la natura della corrente stessa.
Per correnti chiuse e positive, si veda la discussione nel Paragrafo 4 di [1], per le
pluriarmoniche, il Teorema 8.6 e la Osservazione 8.3 ibidem, e per le C—piatte
il Paragrafo 9 di [1].

Un altro dei problemi esaminati in [1] ¢ il seguente (cfr. anche [45] Pro-
blema 3.6 e [61], Teorema 4.4): quando una corrente chiusa e positiva ¢ una
catena olomorfa, ovvero ¢ del tipo T' = Y n;[X,], n; € Z*, X, sottovarieta
analitiche. Nell’ambiente delle correnti localmente rettificabili (cfr. [1] Paragrafo
3), Alexander in [7] generalizza i risultati di King, Harvey-Shiffman e Shiffman
(cfr. [1], Teoremi 3.2, 3.4 e 3.5) con il seguente teorema: “ Sia T' € RL"%(U) una
corrente chiusa su U: allora T' ¢ una (k, k)—catena olomorfa”.

Nel caso in cui 7' in partenza non ¢ supposta essere chiusa, ma solo plurisu-
barmonica o pluriarmonica, i primi risultati, degli anni ’90, sono esposti in [1],
Paragrafi 8 e 9. Un ulteriore contributo ¢ quello di [27], dove gli autori gene-
ralizzano i risultati di King per correnti chiuse e positive (cfr. [1] Teoremi 3.1 e
3.2) al caso plurisubarmonico.

TEOREMA 2.17. (cfr. [27] Teorema 4.1 e Corollario 4.5) Sia T € D, ,(X)
una corrente positiva e plurisubarmonica.

1. Se esiste ¢ > 0 tale che B, := {x € X/n(T,z) > ¢} é denso in suppT, allora
suppT =V, V sottovarieta di dimensione pura p, e T = @[V], ¢ debolmente
plurisubarmonica su V.

2. Se T é localmente rettificabile, allora T & una p—catena olomorfa.

Per il caso T positiva e plurisuperarmonica, si puo vedere il Teorema 4.6 in [27].

3 — Prodotto di correnti

Se T & una (p, q)-corrente e 1) & una (h, k)-forma differenziale su una varieta
X, il loro prodotto & la (p+h, g+k)-corrente definita come (T'AY)(«) := T (Y Aa)
per ogni forma test a.

In qualche caso si puo definire il prodotto di correnti rappresentate da sot-
toinsiemi analitici, usando i teoremi di estensione del Paragrafo 2: per esempio
in [20] si dimostra che se Z e Y sono due sottoinsiemi analitici di un aperto
di C", di dimensione p e k, con dimZ NY = p 4+ k — n, allora si puo definire il
prodotto e vale [Z] A [Y] = [Z NY] (cfr. [20], p. 468 e anche [22], IT1.4.12).
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Invece se T ed S sono correnti generiche, non si puo in generale dare una
buona definizione di T' A S, anche se le correnti fossero di ordine zero e chiuse,
poiché le misure non possono essere convenientemente moltiplicate. In [21], De-
mailly considera, in riferimento ad una (1,1)—corrente positiva e chiusa T, la
corrente Type (0 Ty, in altri lavori, per esempio [62]), che ¢ la parte assoluta-
mente continua nella decomposizione di Lebesgue dei coefficienti di 7" in misure
assolutamente continue e misure singolari. Per queste correnti, i coefficienti
stanno in Llloc e quindi si puo considerare il prodotto: i risultati che si otten-
gono sono, per esempio, il Teorema 1.7 e il Corollario 7.6 in [21], il Teorema 1.3
in [62], particolarmente significativi per i legami con le metriche singolari su big
line bundles (cfr. I'introduzione di [62]).

Lo studio delle condizioni da porre sulle correnti per ottenere un oppor-
tuno prodotto si puod considerare aperto dal lavoro di Bedford e Taylor [10] nel
1982. Come abbiamo gid commentato in [1], il primo caso ad essere studiato &
il seguente:

TPP > 0 e chiusa
S11 >0 ed esatta, espressa con un potenziale u localmente limitato, ovvero
S =id0u, u € LS, N Psh(X).

In questo caso S AT := i90(uT) & una (p + 1,p + 1)-corrente ben definita,
positiva e chiusa (anzi esatta) (cfr. [1], Paragrafo 7). Per via induttiva si puo
definire il prodotto di k correnti di tipo S con una di tipo T'; lo studio del
caso del potenziale localmente limitato, in particolare per quanto riguarda i
risultati di approssimazione, di stime di massa, operatori di Monge-Ampere,
numeri di Lelong, ... si puo trovare in [22], II1.3. Tali proprieta rappresentano
ovviamente le opportune generalizzazioni delle analoghe proprieta nel caso in cui
la corrente S sia liscia; oltre ad esse, ci interessera generalizzare anche proprieta
di tipo coomologico su varieta compatte, che per ora non appaiono, essendo
S AT :=i09(uT) per definizione una corrente esatta.

Il caso in cui il potenziale non & localmente limitato e stato studiato princi-
palmente da Demailly, imponendo opportune restrizioni all’intersezione del sup-
porto di T' con "'unbounded locus del potenziale, in particolare alla sua misura di
Hausdorff (cfr. [22], II1.3 oppure [1], Paragrafo 7). Anche in questi casi si hanno
le opportune stime di massa e risultati di approssimazione.

L’argomento del prodotto di correnti € intimamente collegato allo studio
dell’operatore di Monge-Ampere. Se u € L72 NPsh(X), la corrente (dd°u)™ & una
misura positiva, e (dd°-)" & detto Uoperatore di Monge-Ampere; per estensione,
anche gli operatori (dd°-)*, 1 < k < n sono detti operatori di Monge-Ampere
(cfr. [22], IIL.3, [10]).

Uno dei problemi ¢ la determinazione del dominio di definizione oppor-
tuno di questi operatori, un altro quello della sua continuita per limiti de-

crescenti, o piu in generale il problema di trovare la convergenza “ giusta’
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uj — u, uj,u € Psh(X), che implichi la convergenza (i00u;)* — (i00u)*
(cfr. [44], [68], [16], [14], [69]). Lo studio di questi operatori si rivela di grande
utilita in rapporto alla ricerca di metriche interessanti sulle varieta (in partico-
lare metriche a curvatura scalare costante nell’ambiente delle varieta kihleriane):
oltre al gia citato libro di Demailly, si puo vedere per esempio [55], [25], [17], [59],
[60], [38] e la bibliografia citata in questi lavori.

Un altro approccio al prodotto di correnti in un caso particolare si puo
trovare in [32]: qui gli autori definiscono il prodotto S A T' di correnti chiuse e
positive di bigrado complementare, una “ verticale” e una “ orizzontale” (nel
senso che considerano due aperti limitati convessi M C CP, N C C" P, le due
proiezioni canoniche m; : M X N — M,m : M x N — N e chiedono che
m1(suppS) CC M, ma(suppT’) CC N). Nel caso in cui S sia una (1,1)-corrente,
la definizione che viene data coincide con quella che si ottiene esprimendo S
localmente con un potenziale, e nel caso di S liscia, o anche a coefficienti continui,
la definizione coincide con quella usuale. Rimandiamo a [32], [37] e [28] per
le motivazioni, l’esplicita costruzione e le proprieta del prodotto, e inoltre al
Paragrafo 8 per ulteriori risultati sul prodotto di correnti su varieta kdhleriane.

L’approccio nuovo, su cui ci vogliamo invece concentrare, ¢ quello in cui
si considerano prodotti del tipo i90u A T, dove TP > 0 non & pilt chiusa ma
solo pluriarmonica, ovvero i00T = 0. Ovviamente questo fatto fa cambiare
radicalmente I'impostazione del problema, poiché anche nel caso in cui u sia
liscia, non vale pilt i00u AT = i99(uT). Le strade finora seguite, che compaiono
in letteratura, sono principalmente due, e cioe:

i) chiedere che u, ovvero la corrente chiusa S = i9du, sia liscia fuori di un
opportuno sottoinsieme analitico ( [9], [6])
ii) supporre che 'ambiente X sia una varieta compatta kihleriana.

In questo ultimo caso si ottengono risultati piu forti; d’altra parte, osserviamo che
le correnti pluriarmoniche assumono particolare importanza proprio nel provare
la kahlerianita o meno della varieta, secondo le tecniche inaugurate da Harvey
e Lawson ( [51], vedi [1], Paragrafo 6). Descriveremo qui i risultati di tipo i), in
naturale continuita con il caso chiuso, e nel Paragrafo 8 quelli di tipo ii).

Il primo lavoro in cui si studiano prodotti di correnti non entrambe chiuse
¢ [9] dove, pur limitandosi a una varieta tridimensionale, viene impostato il
problema della opportuna definizione della corrente S A T, con S'! > 0 chiusa,
T%1 > 0 pluriarmonica. Il caso generale ¢ trattato, usando sostanzialmente le
stesse tecniche, in [6], il cui risultato principale & il seguente:

TEOREMA 3.1. (c¢fr. Teorema 2.2 in [6]) Sia Y un sottoinsieme analitico
proprio della varieta complessa X. Sia S una (1,1)-corrente positiva e chiusa
su X, liscia su X =Y, e sia T una (k, k)-corrente positiva e pluriarmonica su
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X, con k+dimY < dimX. Allora esiste un’unica (k+ 1,k + 1)-corrente su X,
denotata con S N'T, che gode della sequente proprieta:
Se g & un potenziale locale di S, ovvero S = i90g in un aperto U C X, e se

{95} € una successione di funzioni plurisubarmoniche lisce su U, che converge a
g in C®U —Y), allora lim; i00g; NT =S AT inU.

Osserviamo che la definizione ¢ data mediante la convergenza di opportune suc-
cessioni, poiché nessun teorema di estensione ¢ ¢ abbastanza forte” (confronta
Paragrafo 2 e poi Paragrafo 4). Si dimostra inoltre che se la varieta & compatta,
la classe di coomologia (di Aeppli) & quella giusta:

PROPOSIZIONE 3.2. (cfr. Proposizione 2.4 in [6]) Nelle ipotesi del Teo-
rema 3.1, se X & compatta, S AT “ rispetta” la coomologia, nel senso che, se
S=a+i00u eT =1+ A+ DA, per opportune forme (lisce) o e Y e correnti
ueA suX, allora vale SAT = a A1) + 0Q + 0Q per una opportuna corrente
Q suX.

La prima osservazione da fare sulla definizione di prodotto & che essa generalizza
il caso liscio, che corrisponde a ¥ = {), in quanto se le g; convergono a g in
C*>(U), ovviamente i@ggj converge a 1009 = S e i@ggj AT converge a SAT in
U.

Inoltre essa generalizza anche il caso chiuso: se T' € una corrente chiusa, la
definizione di S AT data nel Teorema 3.1 coincide con quella classica, ovvero
localmente SAT := i09(gT), dove S = i9dg. Infatti, siccome k+dimY < dimX,
se T & chiusa si puo applicare il corollario I11.4.10 in [22] e dunque la definizione
classica € ben posta. Inoltre scegliendo una successione decrescente {g;} come
nel Teorema 3.1 (per esempio, basta regolarizzare g per convoluzione), grazie
alla Proposizione I11.4.9 in [22] si puo applicare il Teorema II1.3.7 ibidem, e cosi
si ottiene lim; i09g; AT = i09g AT. Dunque le due definizioni coincidono, grazie
all’'unicita stabilita nel Teorema 3.1.

Per dare un’idea delle tecniche di dimostrazione, conviene per semplicita
ricondursi al caso n = 3 e Y curva liscia, studiato per primo in [9].

L’ipotesi che la corrente S sia liscia fuori di Y sottovarieta liscia di codi-
mensione due serve a mettersi (nel locale) in un opportuno sistema di coordinate
(tecnica classica di Siu, cfr. [64]) in cui si usa il teorema di Stokes scrivendo
T (localmente) come T = OF + OF, dove F ¢ a coefficienti in L{ . In questo
modo, regolarizzando il potenziale g di S localmente per convoluzione, si riesce a
ottenere una stima uniforme di massa nel locale per iaggj AT. La seconda parte
della dimostrazione consiste nel provare che la corrente ottenuta come limite di
una opportuna sottosuccessione iaggjh AT si puo definire globalmente, e non
dipende dalla sottosuccessione ne dalle regolarizzate.
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Infine si prova, usando una versione adattata del teorema di regolarizzazione
di Demailly per le (1,1)-correnti chiuse (Teorema 1.1 in [21]), che la corrente
soddisfa le proprieta richieste.

Dato che la corrente S A T estende una corrente ben definita su X — Y,
¢ naturale chiedersi che legame essa abbia con l'estensione banale. Si hanno i
seguenti risultati ([6], Corollario 2.3 e Corollario 2.5):

PROPOSIZIONE 3.3.

1. Se k+dimY < dimX — 1, allora SAT = W

2. Se k+ dimY = dimX — 1 e {Y,.} sono le componenti irriducibili di Y di
dimensione massima, allora esistono funzioni debolmente plurisubarmoniche
he >0 suY, tali che SAT =S AT + 3 h[Y,].

3. Se k+dimY = dimX — 1, X e compatta, e Y ¢é irriducibile con classe
di coomologia non nulla (ovvero, la corrente [Y] non é una componente di
bordo), allora S AT puo essere caratterizzata come l'unica corrente positiva
e pluriarmonica che estende S|x_y ANT|x—_y e rispetta la coomologia.

Questi risultati permettono di dimostrare, in particolare, che ogni varieta com-
plessa compatta di dimensione almeno tre, che sia kdhleriana fuori di una curva
irriducibile, ammette una metrica bilanciata (cfr. [6]).

Gia in [9] si osserva che, se X & compatta e la curva Y ha un intorno
kéhleriano, ovvero se ¢’¢ su X una metrica hermitiana la cui forma di Kéhler ¢
chiusa vicino a Y, le dimostrazioni si possono notevolmente semplificare, usando
i risultati di cut-off in [8]. Questo ci introduce al caso compatto kéhleriano, di
cui tratteremo nel Paragrafo 8.

4 — Pull-back di correnti per mappe olomorfe.

Siano M ed N varieta complesse di dimensione m ed n, con m = n+k, e sia
f: M — N una mappa olomorfa e suriettiva (in qualche caso si puo supporre
che f sia solo dominante, ovvero che la sua immagine contenga un aperto non
vuoto di N). Essa & genericamente di rango massimo, ovvero & una submersione
olomorfa fuori di un sottoinsieme analitico proprio ¥ ( [1], Osservazione 5.1).
Siamo interessati a definire e studiare il pull-back a M, f*T, di una corrente
positiva e chiusa (o i90—chiusa) T' su N: mentre questo & possibile nel caso
delle submersioni olomorfe, non lo ¢ in generale (cfr. esempio p. 328 in [52]), e
dunque siamo interessati a estendere il pull-back attraverso 3.
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— Il caso delle submersioni

Se f & una submersione, per ogni forma test ¢ € DPP(M), con p > k, si
ha f.o € DP~FP=F(N) (vedi Proposizione 5.1 in [1], Paragrafo 3 in [52] e [22],
1.2.C.1) dunque si puo definire il pull-back di una corrente T' € ’D;fk’pfk(]\f)
a M, per dualita: f*T € D, ,(M) & definita da (f*T,p) := (T, fip) (vedi il
Corollario 5.1 in [1] e [22], 1.2.C.2). Ovviamente, se f ¢ un diffeomorfismo, vale
FT = (f7).T.

Ricordiamo alcune proprieta di questa costruzione (cfr. [22], 1.2.C.2 e 3;
I11(1.17)).

1. Compatibilita con i casi particolari significativi: se T" e rappresentata da una
forma liscia, f*T ¢ il pull-back di questa forma; se T' & I'integrazione su un
submanifold Z di N di dimensione g, ovvero T' = [Z], allora f*T = [f~1(Z)]
(di dimensione g + k).

2. Continuita: se T' = lim,, T,, per certe correnti T),, allora f*T = lim,, f*T,
(e anche il viceversa, cfr. corollario 3.3 in [52]).

3. Positivita: se T > 0, anche f*T > 0.

4. f* commuta con gli operatori 0 e J; questo significa in particolare che si
conservano le classi di coomologia.

Su queste proprieta controlleremo le definizioni di pull-back di correnti per mappe
olomorfe.

In generale, invece, il pull-back non & compatibile con 'immagine diretta,
ovvero non sempre vale f,(f*T) = T ne f*(f.T) = T, nemmeno per le forme
(lisce), semplicemente a motivo del bigrado.

Se non si impongono restrizioni né sulle varieta, né sulle correnti né sulle
mappe olomorfe, la strada piu naturale per definire il pull-back di una corrente
¢ quella di restringere la mappa f : M — N alla submersione g := f|y—x :
M — % — N — f(X), e considerare la corrente su M — ¥ data da ¢*(T'|n_f(x)),
con il proposito di estenderla a tutto M dimostrando che ha massa localmente
finita attraverso . Questa tecnica sara utile anche nel caso di mappe meromorfe
(vedi Paragrafo 8).

In generale perod, essendo codim® > 1, nemmeno (1, 1)—correnti chiuse e
positive si estendono senza ulteriori ipotesi (vedi ad esempio [1] Teorema 4.6).
Risulta dunque necessario porre delle restrizioni: quelle in letteratura, riguar-
danti le mappe olomorfe, sono esaminate nei seguenti paragrafi.

— Il caso delle mappe a fibre equidimensionali

Come ricordato in [1], Osservazione 5.1, data una mappa olomorfa e su-
riettiva f : M — N, esiste un sottoinsieme analitico I di N di codimensione
almeno due, al di fuori del quale f ¢ a fibre equidimensionali. Conviene quindi
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considerare i risultati che si ottengono per una mappa olomorfa f : M — N
con fibre di dimensione k :=m —n > 0, iniziando dal caso k = 0 (mappa finita
ovvero rivestimento ramificato). Ricordiamo che se la mappa ¢ finita, a funzioni
continue sul dominio vengono in modo naturale abbinate funzioni continue sul
codominio, per cui le misure possono essere invece tirate indietro (cfr. [52], pp.
328-329).

Il primo caso che prendiamo in considerazione ¢ trattato in [57], dove autore
considera il caso locale. Siano U,V aperti di C", sia f : U — V una mappa
olomorfa, suriettiva, propria, a fibre finite, e sia ¥ := U — Q il sottoinsieme
analitico di U dove il rango di f non & massimo, per cui g := f|o : 2 — f(Q)
¢ un diffeomorfismo locale. Sia T una (p, p)—corrente chiusa e positiva su V: si
dimostra, mandando in avanti la forma di K&hler canonica, che ¢*(T") ha massa

localmente finita attraverso X, e quindi la sua estensione banale g*T a tutto U
¢ una (p, p)—corrente chiusa e positiva su U.

Il risultato di esistenza dell’estensione banale gf’:? viene esteso dall’autore
al caso di fibre equidimensionali (k = m — n > 0) usando delle slices di correnti
per ricondursi al caso k = 0.

Il caso generale € nel Teorema 1.1 di [34], di cui daremo lo schema di dimo-
strazione.

TEOREMA 4.1. Sia f: M — N una mappa olomorfa e suriettiva (o domi-
nante) a fibre equidimensionali, e sia T una (p,p)—corrente chiusa (o pluriar-
monica) e positiva su N. Allora é definita una (p,p)—corrente su M, f*T, che
¢ chiusa (o pluriarmonica) e positiva. Essa dipende in modo continuo da T, e
se ||T]|(A) = 0 per un certo sottoinsieme A C N, allora ||f*T||(f~1(A4)) = 0.

Cenno di dimostrazione. Siano 7y : M X N — M, 7o : M x N — N le proiezioni
canoniche sui fattori, e consideriamo la (n,n)—corrente [I'] su M x N data dal-
I'integrazione sul grafico I' di f. Osserviamo che se a & una forma liscia su N,
il suo pull-back f*« si puod scrivere anche come (7). (75 A [I']), poiché su T si
ha mo = f o my; I'idea & di dare la stessa definizione per T', ovvero porre

T := (m1)«(m3T A [T)).

Il problema sta nel senso da dare alla scrittura 73T A [[']: infatti essendo 79 una
submersione, 757 & ben definita, positiva e chiusa (con questa parola indicheremo
qui sia la d—chiusura che la 90—chiusura). Se 73T A[['] & ben definita, possiamo
considerare la sua immagine diretta, poiché m|r & una mappa propria: anche in
questo passaggio si conservano la positivita e la chiusura.

La definizione di 73T A [T'] viene cercata a livello locale: su un opportuno
aperto U di N, approssimiamo T'|y (per convoluzione, per esempio) con una
successione di correnti T, lisce, chiuse e positive, anzi nella stessa classe di coo-
mologia di T'. Consideriamo, in 7y *(U), lim,, 75T}, A [T]: il punto & provare che
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questo limite esiste e non dipende dalla successione T;,, di modo da definire in
' (U)
ms T A [ :=lim 73T, A [T

Il problema viene affrontato e risolto (cfr. [34], Lemma 3.3) nell’ambiente piu ge-
nerale delle correnti DSH (vedi Paragrafo 7, in particolare Teorema 7.4). Proprio
per il tipo di dimostrazione proposta, gli autori riescono a estendere il risultato
al caso in cui f sia una trasformazione meromorfa (Definizione 8.2) (cfr. [34],
Proposizioni 4.4 e 4.5).

Osservazione. Avendo definito f*T := (m1).(73T A [I]), € semplice di-
mostrare che la positivita e la chiusura si conservano, mentre non ¢ detto che
si conservi anche la classe di coomologia, senza ulteriori ipotesi sulle varieta (si
veda il Corollario 1.2 in [34]).

— Il caso delle modificazioni.

“

Il caso significativo che sta “ all’opposto” rispetto a quello delle mappe a
fibre equidimensionali & quello delle modificazioni: per il pull-back di correnti
rispetto a modificazioni facciamo riferimento a [5].

Siano N, N’ varieta e sia f : N’ — N una modificazione propria di centro Z
e di divisore eccezionale E con componenti irriducibili {E}}. Risulta facilmente
f+(f*a) = « per ogni forma liscia @ su N; dunque € naturale pensare al pull-
back di correnti partendo dal pull-back di divisori su N, che assume una duplice
forma.

Se D C N ¢ un divisore, la sua trasformata stretta (o propria) tramite « &
D’ := f~1(D — Z), mentre la sua trasformata totale & quel divisore f*D C N’
caratterizzato dal fatto che se {w = 0} & un’equazione locale per D in N, allora
{wo f =0} & un’equazione locale per f*D in N’. Supponendo per semplicita D
irriducibile, si dimostra che il legame fra i due & il seguente:

f*D=D"+ nyE

per certi interi non negativi ny (vedi [1], Proposizione 5.4 oppure [46] pagg.
604-605 nel caso di un blow-up).

Notiamo inoltre che, mentre ha senso pensare alla trasformata stretta di un
sottoinsieme analitico Y C N senza componenti irriducibili nel centro, non esiste
una nozione di trasformata totale di Y, se codimY > 1.

Passando al caso di correnti positive di bidimensione (p,p), la procedura
per fare la trasformata stretta di una corrente T' & ancora quella di restringerla a
N—Z, tirarla indietro con (f 1), e poi estenderla attraverso 'insieme eccezionale
E, ovvero definire la trasformata stretta di T tramite f come Tf, dove

Ty = fIn_gTIn-z == (fIn—E): ' TIN-z.
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Questa definizione ha senso anche se T' & solo di ordine zero, purché non stia sul
centro Z (vedi la proposizione seguente) e vale:

PROPOSIZIONE 4.2. (cfr. Proposizione 3.2 di [5]) Se T' € D,, ,(N) ¢ una
corrente di ordine zero, sono equivalenti:

1. xzT =0 e Ty ha massa localmente finita attraverso &
2. esiste una corrente T' di ordine zero su N’ tale che xgT' =0 e f, T =T.

Se T" esiste, essa ¢ unica poiché risulta TV = Tf, ed & chiamata la trasformata
stretta di T mediante f. Se T >0, anche T' > 0.

In [57], Pautore considera lo scoppiamento 7 di C™ sul centro Z ~ C*, e per ogni
s < p < n — 2 esibisce una corrente chiusa e positiva T di bidimensione (p, p)
tale che T non si estende attraverso il divisore eccezionale: dunque nel caso
di bigrado superiore a (1,1) non ¢ garantita l’esitenza della trasformata stretta
nemmeno per correnti chiuse e positive.

Anche per (1, 1)—correnti (che corrispondono al caso geometrico dei divisori)
si pud avere lo stesso problema se non si chiede la chiusura: in [5] 'Esempio 3.14
esibisce una (1, 1)—corrente T' positiva e plurisuperarmonica (i097 < 0, dunque
nella classe DSH che verra definita nel Paragrafo 7) per cui T non si estende
attraverso il divisore eccezionale di un blow-up 7. Il risultato migliore di esistenza
e (cfr. Proposizione 3.13 in [5]):

PROPOSIZIONE 4.3. Se T € D;,_y ,,_1(N) & una corrente positiva e plurisu-
barmonica, esiste la sua trasformata stretta T' a N'.

Per quanto riguarda il conservarsi della chiusura, si puo vedere il Teorema 3.11
in [5]: se la (1,1)—corrente positiva T' & chiusa, anche T” & chiusa; se T & plu-
riarmonica, allora in generale {9007’ < 0, ed ¢ pluriarmonica per esempio se E &
compatto.

Osserviamo inoltre che nell’esempio di [57] sopra citato, il divisore eccezio-
nale F non e compatto; infatti, per quanto riguarda correnti di bidimensione
(1,1) si ha il seguente risultato:

TEOREMA 4.4. (c¢fr. Teorema 4.1, Proposizione 4.5 e Proposizione 4.6
di [5]) Sia T € D ;(N) una corrente positiva e plurisubarmonica, con xzT = 0.
Se vale una delle sequenti ipotesi sulla modificazione f:

1. E é compatto e ha un intorno kdhleriano in N’
2. T ¢ a supporto compatto e c’¢ una corrente di Kdhler in un intorno di

f~(suppT),

allora esiste la trasformata stretta T'. Se T ¢ chiusa (00— chiusa), anche T’ lo

\

€.
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Questo teorema indica che l'ipotesi di compattezza e di kahlerianita delle varieta
coinvolte potrebbe portare a miglioramenti dei risultati sulle trasformate strette
(vedi Paragrafo 8): d’altra parte, usando la forma di Kéhler in dualitd con
le correnti (alla Harvey e Lawson) si conclude facilmente che su una varieta
compatta kahleriana ogni corrente plurisubarmonica o plurisuperarmonica ¢ in
realtd 90—chiusa.

La trasformata stretta di una corrente puo essere pensata come una sorta di
“ parte principale” del pull-back della corrente (quando cio ha senso, ovvero in
bidimensione (n—1,n — 1)), soprattutto dal punto di vista delle classi di coomo-
logia. Tornando ai divisori, si nota infatti che data la ipersuperficie irriducibile
D su N, D' risulta essere un addendo del pull-back (o trasformata totale) f*D,
il quale sta nella classe di coomologia f*[D] (vedi [5], 3.3 e 3.4).

Possiamo quindi definire trasformata totale di una (1, 1)—corrente 99—chiu-
sa di ordine zero T'su N, una (1, 1)—corrente R su N’, di ordine zero e 99—chiusa,
tale che f,R =T e R € f*[T]. Se tale corrente esiste, essa ¢ unica, e viene
denotata con f*T'; in questo caso esiste anche T”, e vale (cfr. [5], Teorema 3.9):

[ T=T +xe(fT).

“

In generale, a differenza del caso dei divisori, xg(f*T) non & una corrente
di E”, cioé non ¢ del tipo Y, cx[Ex] (vedi [5], Esempio 3.10), tuttavia vale il
seguente risultato (ibidem, Teorema 3.11):

TEOREMA 4.5. Sia T € D, (N) una corrente positiva e pluriarmo-

n—1ln—1
nica: allora esiste f*T, essa e positiva e pluriarmonica, e vale

FT=T+>" fulEl
k
per certe funzioni fi, non negative e debolmente plurisubarmoniche su Ej.

Dunque per quanto riguarda le proprieta del pull-back nel caso di modificazioni,
la trasformata totale di (1, 1)—correnti conserva la positivita e le classi di coomo-
logia, ed & compatibile con il caso dei divisori, ma non con quello delle forme (in
generale, se R ¢ la trasformata totale della forma 3, R e f*/ stanno nella stessa
classe di coomologia; tuttavia, essendo f*§ liscia, xgf*8 = 0, dunque se fosse
R = f*3, risulterebbe f*8 = /', che non ¢ liscia essendo un’estensione banale).
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— 11 caso del bigrado (1,1).

Abbiamo visto nelle modificazioni come il caso dei divisori sia particolare:
in realta infatti per (1, 1)—correnti chiuse e positive si puo costruire il pull-back
per mappe olomorfe e suriettive usando un potenziale locale.

Sia f : M — N olomorfa e suriettiva, e sia T una (1,1)—corrente chiusa
e positiva su N; in opportune carte locali {U;} si ha T|y, = i00h;, con h; €
Psh(U;); dunque h; o f € Psh(f~*(U;)), non essendo identicamente uguale a
meno infinito, e possiamo definire f*T'|;-1(y,) = i0d(h; o f): in questo modo
f*T risulta una (1, 1)—corrente chiusa e positiva su M.

Inoltre si conservano le classi di coomologia e si ha un risultato di continuita
(cfr. Proposizione 1 in [57]). Se « & una forma, ovviamente f*« ¢ il solito pull-
back, e nel caso dei divisori ¢ la trasformata totale.

Si tratta di confrontare tale costruzione con le precedenti, nel caso di (1,1)—
correnti chiuse e positive. Per quanto riguarda le submersioni olomorfe, le due
definizioni coincidono: con una partizione dell’unita possiamo pensare la forma
test ¢ a supporto in una carta dove T = i00h, e il confronto segue immediata-
mente. Anche il caso delle mappe a fibre equidimensionali & immediato.

Nel caso delle modificazioni, come per i divisori, il confronto sara con la
trasformata totale; dato che nelle nostre ipotesi essa € unica (cfr. Teorema 3.9
di [5]), ci basta controllare che la costruzione precedente conservi le classi di
coomologia (vedi sopra) e valga f.(f*T) = T (le due correnti potrebbero differire
solo sul centro della modificazione, che pero ha codimensione almeno due).

— Pull-back e numeri di Lelong

E interessante, quando si puo fare il pull-back, mettere in relazione i numeri
di Lelong di T" con quelli di f*T’; citiamo qui alcuni risultati.

TEOREMA 4.6. (Proposizione 5 in [57]) Siano U C C™ e V. C C™ aperti,
e sia [+ U — V una mappa olomorfa. Per ogni corrente chiusa e positiva
T su 'V tale che esista f*T come limite di forme lisce chiuse e positive, si ha

n(T, f(z)) < n(f*T,x) per ogni v € U.

TEOREMA 4.7. (Corollario 4 in [39]) Siano M ed N wvarietd connesse di
dimensione m ed n, conm =n+k, e sia f : M — N una mappa olomorfa di
rango massimo, ovvero una submersione olomorfa. Per ogni K compatto in M
esiste una costante C'x > 0 tale che per ogni x € K e per ogni (1,1)—-corrente
chiusa e positiva T su N si ha n(T, f(x)) < n(f*T,z) < Cgn(T, f(x)).
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Per quanto riguarda le modificazioni, nel caso di (1, 1)—correnti positive e chiuse,
vale

FT=T +xe(fT)=T+)_ cl[Ex]
k

dove ¢ = n(f*T, Ey) (cfr. [1], Teorema 10.2).

Inoltre, se il centro Z & liscio, vale (cfr. Teorema 3.4 in [4]) n(T,Z) =
n(f*T, E). Dunque paragonando i numeri di Lelong si ricava, per esempio, che
per quasi ogni « € E vale n(T",z) = 0.

In [49] Pautore considera una (1, 1)—corrente chiusa e positiva su una super-
ficie compatta S e la “ desingolarizza” (ovvero attenua i suoi numeri di Lelong,
visti come indicatori della singolarita della corrente), ottenendo il seguente teo-
rema sulla sua trasformata totale (cfr. Teorema 1.1 ibidem).

TEOREMA 4.8. Sia T una (1,1)—corrente chiusa e positiva su una superficie
compatta S. Per ogni € > 0, esiste una composizione finita di blow-ups f :
S — S tale che f*T = Y. ¢;[Cy] + T, dove ¢; > 0, le C; sono curve lisce
con normal crossings e T ¢ una (1,1)—corrente chiusa e positiva su S tale che
SUp,cg n(T,z) < e.

Il pull-back di correnti si rivela uno strumento importante per affrontare vari
problemi geometrici: per quanto riguarda le modificazioni, si puo vedere [2], [4],
51, [49], [40].

Riprenderemo questo argomento nel Paragrafo 8, per trattare il caso di
varieta compatte kahleriane e il caso di mappe meromorfe.

5 — L’ambiente della dinamica olomorfa.

Nel passaggio da una a piu variabili complesse, cambiano notevolmente le
tecniche adatte ai problemi: questo succede anche nel campo della dinamica
olomorfa, nello studio delle iterate di mappe olomorfe (e meromorte) f : P,, — P,
o, a livello locale, F : C"*! — Cntl,

Le monografie [41] e [42] presentano argomenti di dinamica olomorfa stu-
diati mediante strumenti che generalizzano quelli classici, per esempio l'iperboli-
ticita secondo Kobayashi. Tuttavia in questi ultimi anni si ¢ andata affermando
un’altra via, quella che usa la teoria del (pluri-)potenziale, ovvero funzioni pluri-
subarmoniche e correnti positive e chiuse: essa ha dato un notevole impulso allo
studio di queste correnti, soprattutto per quanto riguarda il pull-back mediante
mappe meromorfe e il prodotto (vedere per esempio [35]).

Questo paragrafo ha lo scopo di mettere in luce come nascano naturalmente
correnti chiuse e positive (di bigrado (1, 1), all’inizio) strettamente collegate ai
principali oggetti di studio della dinamica olomorfa, gli insiemi di Fatou e di
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Julia; non e possibile qui dar conto degli sviluppi successivi, nemmeno come
bibliografia, dunque ci limitiamo a citare la monografia [43].

Partiamo da una mappa olomorfa F : C"*! — C"*! (oppure avente come
dominio un aperto di C"™* contenente l'origine), F(2) = Fj(2) + Fr1(2) +. ..
con Fy polinomio omogeneo di grado k > 2 e non degenere (Fj, '(0) = {0})
Notiamo che la condizione che Fj sia non degenere dice esattamente che essa
induce (mediante la proiezione canonica w) fr : P, — P,. Poniamo F™ :=
Fo.--oF.

Indichiamo poi con G, = log||[F"|| : U — R U {—oc}; si prova che la
successione {G} converge a una funzione plurisubarmonica G su un intorno
dell’origine, detta la funzione di Green o la funzione potenziale di F'.

Se partiamo direttamente da f = fi : P, — P, per ogni (1, 1)—forma chiusa
w che rappresenti un generatore positivo di H?(P,,,Z), la successione kl(fm)*w
converge a una (1,1)—corrente T', detta corrente di Green, che non dipende da
w, poiché si ha 100G = 7T (cfr. Teorema 5.1 in [52]).

In modo naturale in dinamica olomorfa si considerano mappe non poli-
nomiali ma razionali, ovvero meromorfe. Le mappe meromorfe non costanti
f : P, — P, sono della forma f([z]) = [Fo(z) : ... F,(z)], dove Fy,..., F, sono
polinomi omogenei in n 4 1 variabili, tutti dello stesso grado (detto grado di f)
e privi di fattori comuni; la mappa f & olomorfa se i polinomi Fy, ..., F, non
hanno zeri comuni (tranne l'origine). L’insieme Iy di tali zeri comuni & detto
insieme di indeterminazione di f, dunque f : PP, — Iy — P, ¢ olomorfa.

In generale, si studiano le iterate di mappe meromorfe generiche: qui ci
limitiamo a definirle nel caso n = 2, che presenta gia i caratteri essenziali dello
studio. Sia dunque r : Py — Py una mappa meromorfa non costante, di grado
d; ad essa corrisponde (via la proiezione canonica 7) R : C* — C3, data dalla
terna di polinomi omogenei in tre variabili, di grado d, priva di fattori comuni
(la terna ¢ unica a meno di un fattore costante). L’insieme I,. ¢ finito: diremo
che max rk(r) = k se max,ep,_r, (rank(dr,)) = k. E ragionevole considerare
d > 2 (il grado 1 viene studiato a parte, per la sua semplicita) e assumere la
condizione generica sul rango: max rk(r) = 2.

)

Se vogliamo considerare r o r, partiamo da R o R, che induce una mappa
olomorfa da Py — m((R o R)~1(0)) — Py, che si estende a r2 : Py — Py una
volta eliminati gli eventuali fattori comuni delle sue componenti. Se tali fattori
comuni non compaiono mai nelle iterate, la mappa meromorfa r (con le condizioni
precedenti) & detta generica: un esempio sono le mappe olomorfe.

Sia dunque r : Py — Py una mappa meromorfa generica di grado d > 2,
e R la corrispondente mappa polinomiale su C?: il risultato importante & che
la funzione G costruita sopra ¢ pluriarmonica su 7=1(F), dove F ¢ l'insieme di
Fatou di r.

Da cio segue che se indichiamo con T la (1, 1)—corrente positiva su Po tale
che 7T = dd°G, il supporto di T e contenuto nell’insieme di Julia 7 di r, e se
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r & normale (ha il numero massimo di nice points, cfr. la definizione 2.9 in [43])
allora suppT’ = J (cfr. Proposizione 4.5 ibidem).

Di T e interessante studiare cosa succede procedendo con le iterate, partendo
da r*T (Teorema 4.10 ibidem: “ Se r & meromorfa generica, 7*7T" ¢ ben definita ed
& un multiplo di 77): notiamo che essendo T di bigrado (1, 1), si puo procedere al
pull-back usando un potenziale locale, cosi come descritto alla fine del Paragrafo
4, ovvero si definisce r*T = dd°(G o R). L’operatore r* da informazioni sulla
dinamica di r; in particolare se r non € olomorfa, r*7T non risulta liscia anche
nei casi in cui si parte con potenziale G liscio. Per questo motivo lo studio dei
numeri di Lelong di *7T" dice qualcosa su queste singolarita: per esempio si veda
la Proposizione 9 in [39].

Inoltre risulta significativa su Py la misura T AT (cfr. Paragrafo 6 ibidem):
in generale, su P, il supporto di T A--- AT & un oggetto di interesse dinamico,
poiché si cercano delle misure invarianti; infatti la strategia naturale ¢ appunto
quella di costruire prima (1,1)—correnti invarianti chiuse e positive, come la
corrente di Green T', e poi farne il prodotto (cfr. per esempio [34]).

Nei prossimi paragrafi presenteremo alcuni risultati sulle correnti positive in
ambiente proiettivo o kdhleriano compatto, che vengono usati anche in dinamica
olomorfa.

6 — Regolarizzazione di correnti

Sia M una varieta complessa, connessa e compatta; i gruppi di coomologia
(di de Rham, di Aeppli,...) di M sono dunque finito-dimensionali, e si possono
calcolare usando sia forme differenziali che correnti (cfr. [46], p. 382).

E ben noto (cfr. anche [1], Paragrafo 7) che in generale la classe di coomo-
logia di una corrente chiusa e positiva non contiene rappresentanti lisci positivi,
nemmeno se la varieta & Ps, lo spazio proiettivo scoppiato in un punto: cio di-
pende, come vedremo, dalla mancanza di omogeneita di P,. Percid in generale
non si riesce ad approssimare una corrente chiusa e positiva con forme chiuse
e positive che stiano nella stessa classe di coomologia: per affrontare tale pro-
blema, bisogna porre ulteriori condizioni sulla varieta compatta e/o indebolire la
richiesta di positivita o di regolarita per le forme approssimanti (come abbiamo
gid visto anche nel Paragrafo 3).

— Il caso omogeneo.

Sia M una varieta complessa, omogenea per l’azione di un gruppo di Lie G
di biolomorfismi di M. Fissiamo su G una forma di volume p e una funzione
x € C°(G), x >0, [,x(9)u(g) = 1; indichiamo con I, 'automorfismo di G
indotto dalla moltiplicazione a sinistra per g € G.
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DEFINIZIONE 6.1. Sla T € D, ,(M); la corrente liscificata x x T' € D,, (M)
¢ definita come (x * T)(8) := [ x(9)T(I;8)u(g) per ogni forma test j3.

PROPOSIZIONE 6.2. Data T € D,, (M), esiste T, € E""P""9(M) che
rappresenta la corrente x x T, ovvero per ogni forma test 8 si ha (x xT)(B) :=
fM T\ A B. Inoltre, se T' ¢ chiusa, Ty é chiusa e coomologa a ' nella coomologia
di de Rham.

La dimostrazione della proposizione precedente si puo trovare in [53], Proposi-
zione 1.2.1 e Osservazione 1.1; nello stesso modo si puo dimostrare, per quanto
riguarda la coomologia di Aeppli, che se T' & dd®—chiusa o componente di bordo,
anche T, lo e.

Ricordiamo che una corrente reale 7' € D, ,(M) & detta definita positiva
(ovvero strettamente positiva) nel punto x € M se per ogni forma test positiva
7, che non si annulla in z, vale T'() > 0. La stretta positivita passa da T a T},
come mostra il seguente risultato, dovuto a Richthofer:

TEOREMA 6.3. (cfr. [53], Teorema 1.3.1) Se T' € D;,_,, (M) ¢é una
(p, p)—corrente chiusa e positiva, strettamente positiva in x, allora T, € DPP(M)
e una forma chiusa e positiva nel senso delle correnti, ed e strettamente positiva
sull’insieme (suppx)? -z := {2z € M/z = gz, g € (suppx)°}.

Osservazione Lo stesso vale se T' & pluriarmonica o componente di bordo
(sempre nel senso delle correnti).

Il teorema di Richthofer ha permesso a Berteloot di dimostrare il seguente
interessante risultato:

TEOREMA 6.4. (cfr. [53], Corollario 1.3.2 e Proposizione 1.3.3) Se M
¢ uno spazio omogeneo che ammette una (1,1)—corrente T chiusa e positiva,
strettamente positiva in un punto, allora M é una varieta kdhleriana.

In particolare, se lo spazio omogeneo M = G/H & compatto, la sua fibrazione
di Tits lo esprime come un fibrato olomorfo a base una varietd razionale (e
omogenea) @ e a fibra F olomorficamente parallelizzabile; se M risulta una
varieta kéhleriana, allora M ~ F' x Q e F' = Alb(M) & un toro.

Questo tipo di regolarizzazione di correnti e stato applicato innanzitutto da
Guedj e da Dinh e Sibony in problemi di dinamica complessa ( [48], [30]) pren-
dendo M = P,, oppure M compatta omogenea, oppure M varieta proiettiva.
Per esempio, in [30] gli autori studiano I’entropia topologica di una mappa razio-
nale dominante f : M — M su una varieta proiettiva M. La tecnica usata e di
estendere a zero un pull-back di correnti, fatto dove f & localmente biolomorfa:
ma per poter considerare I’estensione banale, c¢’¢ bisogno di opportune stime di
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massa, che si ottengono regolarizzando la corrente. Gli strumenti sono di questo
tipo:

PROPOSIZIONE 6.5. (cfr. [30], Lemma 2) Sia M una varietd proiettiva
complessa di dimensionen > 2, dotata di una forma di Kdhler w con fM w" = 1.
Esiste una costante ¢ > 0 tale che, per ogni T € D, ,(M) chiusa e positiva,
esiste una successione {Ty,} di correnti lisce, chiuse e positive, che converge a
una corrente chiusa e positiva T' > T, e per ogni m, ||Tw|| < c||T|.

La dimostrazione consiste nell’immergere M in Py e poi proiettare opportuna-
mente su P,,, di modo da avere una famiglia finita di mappe olomorfe suriettive
v, : M — P, tale che in ogni punto almeno una delle ¥, sia di rango mas-
simo. Ponendo poi S; := (U;).T, si ha ||S;|| < ¢1]|T], e ci si & ricondotti ad un
problema analogo su P,,, che ¢ una varieta omogenea.

— Il caso kahleriano.

Come mostra 'esempio di Py, in ambiente kéhleriano compatto non omoge-
neo non ci si puo aspettare di regolarizzare al meglio correnti positive e chiuse:
una strada e quella di cedere positivita decomponendo le regolarizzanti, metodo
che risale al lavoro di Demailly ed ¢ sviluppato da Dinh e Sibony.

Sia dunque M una varieta kahleriana compatta di dimensione n > 2, dotata
di una forma di Kéahler w fissata, di solito con [ ywt =1L

PROPOSIZIONE 6.6. Sia (M,w) come sopra. Esiste una costante ¢ > 0 tale
che, per ogni T € D, ,(M) chiusa e positiva, esiste una successione {Tr,} di
correnti correnti lisce, chiuse e positive, che converge a una corrente chiusa e
positiva T' > T, e per ogni m, ||T|| < c||T|| e ||T"]| < ||T|]-

Abbiamo riportato questa proposizione perché essa e I’analogo kahleriano della
Proposizione 6.5; si tratta comunque di una versione particolare del teorema
seguente (basta prendere T" =T + lim,, T,,,, T, = T,}").

TEOREMA 6.7. (cfr. [29], Teorema 1.1, Teorema 4.1, Corollario 4.6) Sia
(M,w) come sopra. Esiste una costante ¢ > 0 tale che, per ogni T € D,, ,(M)
chiusa (o pluriarmonica) e positiva, ci SOno successioni {T+} {T,,} di correntz
lisce, chiuse (o pluriarmoniche) e positive, tali che, per ogni m, ||Ti|\ < |||
elim, Tt} — T, =T. SeT ¢ a coefficienti continui, la convergenza é uniforme.
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Questa tecnica di regolarizzazione € la piu usata in letteratura nell’ambiente delle
varieta kéhleriane compatte: conviene dunque darne la linea di dimostrazione e
considerare varie osservazioni.

1. Nella Proposizione 6.6, le regolarizzate T, si mantengono chiuse e positive,
ma convergono non a 7', bensi a T+ cw; invece, nel Teorema 6.7, T' & limite
di una successione di differenze di forme chiuse e positive: questo ultimo
caso si rivela il piu agevole da usare, ed € la ragione per cui si introduce la
classe delle correnti DSH (vedi Paragrafo 7).

2. Le stime di massa si collegano in modo naturale alle classi di coomologia di
correnti chiuse e positive: per esempio, nel caso chiuso (ma lo stesso vale nel
caso pluriarmonico, dato che la forma di Kéhler & chiusa), se T ed S sono
(p, p)—correnti chiuse e positive, coomologhe, allora ||T|| = (T,w" ?) =
(T + ddu,w™ P) = (S,w" P) = ||S]|. In generale la massa non determina
la classe di coomologia, a meno di casi particolari: per esempio, essendo
dim HP? (P, C) = 1 Vp, ogni corrente chiusa e positiva T sta nella classe di
coomologia [||T||wP], e dunque la massa individua la classe di coomologia.
Si veda anche, per il caso p = 1, la Definizione 7.2.

3. Cenno di dimostrazione nel caso chiuso. I punti importanti sono due: in-
nanzitutto tramite la regolarizzazione del div% eccezionale, ovvero della
(1,1)—corrente [A] sulla varieta kihleriana X x X (che & lo scoppiamento
di X x X lungo la diagonale A) si riesce a ottenere su X x X una regola-
rizzazione debole del tipo K — K~ — [A], dove KX sono correnti chiuse e
positive, a coefficienti L}, e lisce fuori di A.

In secondo luogo, se 71, w2 sono le proiezioni di X x X sui due fattori, le correnti

g
T si ottengono come T := (m1), (K& A (m2)*T). Si mostra, lavorando in carta
locale, che esse verificano la convergenza e la stima di massa richieste. Infine,
con un’analisi dei coefficienti delle K si prova che esse si possono rimpiazzare
con correnti a coeflicienti lisci.

— Minore positivita e/o regolarita.

Alla base di questi risultati c¢’e il fondamentale teorema di regolarizzazione
di Demailly, che & ’argomento del lavoro [21]. Lo riportiamo qui in una versione
che deriva da modifiche del risultato originale (Teorema 3.2 in [26] e Teorema 1.2
in [62]).

TEOREMA 6.8. Sia X una varieta complessa compatta, su cui é fissata una
metrica hermitiana con forma w. Sia T = o + 100y una (1,1)—corrente chiusa
su X, con « liscia (e chiusa) e ¢ funzione quasi plurisubarmonica; supponiamo
che valga T' > v per una (1, 1)—forma reale v su X a coefficienti continui. Allora
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esiste una successione Ty, = a+i00y, di (1,1)—correnti chiuse su X, coomologhe
a T, tali che:

1. esistono degli insiemi analitici Zy, di X, Zy C Zy C --- C X tali che vy (e
dunque Ty,) ¢ liscia su X — Zi, mentre vicino a Zy, il potenziale ¢y, ha poli
logaritmici

2. {¢r} & non crescente, converge a ¢ e dunque le Ty, convergono a T

3. Ty > v — dpw, con limg_,o 0 = 0.

Nelle ipotesi precedenti, se v é una forma chiusa, si puo scegliere 0, = C/k e
vale inoltre per ognip, 1 <p < n:

lim 1/7€/ (T — v+ (C/k)w)? Aw™™P = 0.
k—o00 X—2,

Questo tipo di risultati si applica nella caratterizzazione di metriche singolari su
line bundles, e quindi per caratterizzare varieta (di Moishezon, nella classe C di
Fujiki) tramite correnti strettamente positive: si possono vedere per esempio i
lavori sopra citati, e la loro bibliografia.

7 — Funzioni quasi plurisubarmoniche e correnti DSH

Se X & una varieta compatta, per il principio del massimo si ha Psh(X) = R:
conviene quindi introdurre (cfr. [21]) la nozione di funzione quasi plurisubarmo-
nica (almost psh), a cui ¢ legata la nozione di corrente quasi positiva (almost
positive). Definiremo qui i due spazi QPSH(X) e PSH(X,a); un ulteriore
sviluppo, dal punto di vista delle correnti, ¢ la classe di correnti DSH (X).

DEFINIZIONE 7.1 Sia X una varieta compatta di dimensione n.

1. Te€D,_,, ,(X)edetta quasi positiva se esiste « € EPP(X)g con T > —a.

2. Una funzione ¢ & detta quasi plurisubarmonica su X (¢ € QPSH(X)) se &
localmente esprimibile come somma di una funzione plurisubarmonica e di
una funzione liscia.

3. Siano a € EYY(X)g, p € L} (X): diremo che ¢ € PSH(X,a) se i00p >

—Q.

Osservazioni

1) In alcuni lavori, per esempio [56], [50], [54] e [31], la definizione di PSH (X,«)
¢ un po’ diversa: tipicamente, ¢ data in ambiente kahleriano e la forma
« & richiesta essere chiusa, eventualmente non liscia. D’altra parte (cfr.
Definizione 2.1 e commenti che la seguono in [50]) gli autori osservano che
conviene prendere una rappresentante liscio della classe di «, cosi che le
funzioni considerate siano superiormente continue (e quindi superiormente
limitate) su X, e si possa considerare PSH (X, «) come sottospazio chiuso
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di L'(X) (altrimenti bisogna introdurre la nozione di funzione a—superior-
mente semicontinua). Per quanto riguarda la condizione di chiusura (che
permette di confrontare localmente ¢ col potenziale di «) e la kdhlerianita
della varieta, le faremo intervenire al momento del loro uso. Per esempio, si
puo osservare che in una varieta p—kéhleriana X (cfr. [1], Definizione 6.5),
con forma €, una corrente 7' € D;,_,,,_,(X) & quasi positiva se e solo se
esiste ¢ > 0 tale che T > —cf2.

In (1) e (3) della definizione precedente, la definizione non cambia se si
chiede che « sia strettamente positiva (a > 0).

Se ¢ ¢ quasi plurisubarmonica, la corrente i90¢ & quasi positiva; viceversa,
se p € L} (X) e iddp & quasi positiva, allora ¢ coincide quasi ovunque con
una funzione quasi plurisubarmonica.

Se ¢ € PSH(X,a), allora ¢ & quasi plurisubarmonica; viceversa, se ¢ &
quasi plurisubarmonica, esiste « tale che ¢ € PSH(X, ).

Le funzioni quasi plurisubarmoniche hanno la stessa “ regolarita” delle fun-
zioni plurisubarmoniche: dunque sono superiormente semicontinue e coinci-
dono quasi ovunque con una funzione L}, .(X). Essendo X compatta, sono
in L'(X) e si pud supporre senza perdita di generalita che siano a valori
non positivi.

Consideriamo ora i legami con le classi di coomologia [.] in H;’gl (X). Se T ¢ una

(1,1)—corrente chiusa e quasi positiva, esiste una (1,1)—forma chiusa 8 e una
funzione ¢ quasi plurisubarmonica con T' = 8 4 i00y; infatti, preso un qualsiasi
rappresentante liscio 3 della classe [T, vale T = 3 + i9dp, ma essendo T' una
corrente C-piatta, risulta che ¢ € L}, (X), e la positivita segue facilmente; ¢ &
detto un potenziale per T.

DEFINIZIONE 7.2. Sia X una varieta compatta di dimensione n, su cui &

fissata una metrica di Gauduchon h (ovvero tale che i99w; " = 0). Sia a €
gl’l(X)]R:

1.
2.

La classe [a] & detta psef se contiene T' € D), _; ,,_;(X) positiva e chiusa.

La classe [a] (qui si puo supporre anche « non liscia) & detta nef se Ve > 0
esiste un rappresentante liscio a. di {a} con a. > —ea.

Osservazioni

E facile mostrare che la classe [a] ¢ psef se e solo se PSH(X,a) # 0); in
questo caso, chiamando P)!'(X) := {T € D,_;, ,(X) positive e chiuse
con [a] = [T]}, vale PSH(X,a) = PLL(X) @ R.

Demailly dimostra in [21] (Proposizione 6.1) che ogni classe nef ¢ psef, men-
tre la classe della corrente di integrazione sul divisore eccezionale del blow-
up di P,, in un punto & psef ma non nef, e dunque le due classi non sempre
coincidono.

Inoltre dimostra che se T' ¢ una (1,1)—corrente chiusa e positiva, che ha

numeri di Lelong nulli fuori di un insieme finito (per esempio se & liscia
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fuori dell’insieme), allora [T] & nef. Questo gli consente di provare che se
X & una varietd compatta con fibrato tangente nef (quindi classi nef e psef
coincidono), allora X & kéihleriana se e solo se sta nella classe C di Fujiki,
ed ¢ proiettiva se e solo se ¢ di Moishezon (Corollario 1.6 ibidem).

L’analisi dei coni di classi nef e psef si puo trovare, per esempio, in [23], [24]
e [58]. Introduciamo ora le classi di correnti DSH?(X),0 <p <n —1 (cfr. [29]
o [34]).

DEFINIZIONE 7.3 Sia X una varieta compatta di dimensione n, e sia T €
D;,_pn—p(X). Diremo che T' € DSHP(X) se esistono su X le correnti T}, Q5 Qj
( =1,2), tali che

1. Tj§0, j:1,2,eT=T1—T2.
2. QF >0, dOF =0, i00T; =Qf —Q;, j=1,2.

Siano T;, € DSH?(X), T,, — T. Diremo che le T}, convergono a T in DSH se
le masse ||T,,||psm sono localmente uniformemente limitate, dove

1Tl psa = min{[|T1|| + | T2l + 197 || + 107 | + 193] + 112411}

al variare delle decomposizioni di T' descritte in (1) e (2).

Osservazioni

1) Lo scopo di questa definizione & quello di attenuare la richiesta di positi-
vita sulle correnti mediante una somma algebrica; correnti positive (o nega-
tive) e plurisubarmoniche (o plurisuperarmoniche o pluriarmoniche) stanno
in DSHP(X). Tutte le correnti in DSH?(X) sono C—normali, e dunque
C—piatte.

2) Per p = 0 si tratta di funzioni in L}, .(X); se X & compatto si dimostra facil-
mente che ogni 7 € DSH(X) si scrive come T' = Ty — Ty, dove T}, j = 1,2,
sono funzioni quasi plurisubarmoniche. L’insieme delle funzioni in L!(X)
che sono differenza di funzioni plurisubarmoniche (e a valori non positivi) &
chiamato DSH(X) in [33].

3) Usando le proprieta della classe DSH?(X), in [33] (appendice) gli autori
mostrano che un sottoinsieme analitico proprio Y di una varieta kahleriana
compatta e globalmente pluripolare, ovvero esiste una funzione ¢ quasi plu-
risubarmonica con Y C {p = —oo}.

4) Se scegliamo X compatta, con una metrica di Gauduchon h, per ogni ¢ €
DSH(X) vale HQ]+|| = [|Q2; ||, poiché

||Qj||:/ Q;r/\w;f_l:/(iﬁgquLQj_)/\wZ_l:/ QF Awp~t =195 1]
X X X

Lo stesso vale per T' € DSHP?(X) in presenza di una metrica hermitiana h
tale che i99w; "' = 0.
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(5) Se T & una (1,1)—corrente chiusa e quasi positiva, esiste una (1,1)—forma
chiusa « e una funzione ¢ quasi plurisubarmonica (che possiamo assumere
non positiva essendo superiormente limitata), con T = a + i00¢; questo
invece non succede in bigrado superiore a uno, nemmeno su varieta compatte
kéhleriane (cfr. [31] pag. 295). Dunque se T' = —T5 > 0 e chiusa, e T} ¢
un rappresentante liscio della sua classe, ovvero T} — T = i09S, non si pud
chiedere S < 0, e dunque tocca decomporre nelle Q;

(6) L’esempio tipico di corrente T € DSHP(X), quando X & una varieta com-
patta kihleriana, si ottiene partendo da una corrente S € Dj,_,, ,(X)
chiusa e positiva, e da due funzioni quasi plurisubarmoniche limitate ¢; e
2 (che quindi posso moltiplicare per S). Definiamo T := (1 — ©2)5, ov-
vero Tj := ¢;S. Essendo ; limitata, posso supporre ¢; < 0 e quindi ¢
soddisfatta (1) della definizione. Inoltre, i09T; = i00p; A S = (i0dp; +
a;) NS —a; A S e differenza di due forme globali positive (potendosi sce-
gliere (1, 1)—forme positive «;). Tuttavia non si riesce a ottenere la chiusura
dei due singoli addendi, ma solo la chiusura della loro somma, a meno di
non disporre di una (1,1)—forma positiva e chiusa, ovvero di una metrica
kahleriana.

Osserviamo che, se f : M — N ¢ una mappa olomorfa e propria, e T €
DSHP(M), allora f,T € DSHP(N) poiché, quando ¢ definito, il push-forward
conserva chiusura e positivita. Per lo stesso motivo, se f : M — N & una sub-
mersione olomorfa, e T'€ DSHP(N), allora f*T' € DSH?(M). Per le mappe a
fibre equidimensionali, si ha il seguente risultato:

TEOREMA 7.4. (cfr. [34], Teorema 3.4) Sia f : M — N una mappa olomorfa
e suriettiva (o dominante) a fibre equidimensionali. Allora 'operatore di pull-
back f* : DSHP(N) — DSHP (M) é ben definito, continuo e commuta con il dd°.
Se ||T||(A) = 0 per un certo sottoinsieme A C N, allora ||f*T||(f~1(A)) = 0.

La dimostrazione del Teorema 7.4 € simile a quella del Teorema 4.1: il lemma tec-
nico di convergenza ¢ provato in [34] direttamente nella classe DSH (Lemma 3.3
ibidem). Pil in generale, la classe di funzioni DSH" & stabile anche per:

- pull-back mediante mappe olomorfe suriettive (cfr. [33], 2.4)
- push-forward mediante mappe a fibra generica finita (per esempio, modifi-
cazioni) (cfr. [33], 2.3).

Qui e nel seguente paragrafo parleremo brevemente di questi argomenti su una
varietd compatta kéhleriana (X,w), poiché la serie di lavori di Guedj e altri
(cfr. per esempio [17], [25], [59], [50] e le loro bibliografie) sulle funzioni quasi
plurisubarmoniche e sull’operatore di Monge-Ampere (dd€.)”, situa in modo na-
turale lanalisi su varietd compatte kéhleriane (cfr. 'introduzione di [50]). Su
tali varieta, lo studio delle funzioni quasi plurisubarmoniche & motivato da:
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1. il legame con metriche singolari (cfr. per esempio [38], [25])

2. il legame con Desistenza di metriche canoniche in geometria kahleriana (cfr.
per esempio [66], [65])

3. l'uso frequente in dinamica olomorfa in piu variabili.

Riprendendo le osservazioni precedenti, ogni funzione plurisubarmonica o dif-
ferenza di funzioni quasi plurisubarmoniche su X kéahleriana compatta sta in
DSH(X), proprio perché se T := ¢; — s, esistono due costanti tali che
i00p; > —cjw, da cui i00p; = (i00p; + cjw) — cjw.

Il risultato principale sulle funzioni quasi plurisubarmoniche in ambiente
kéhleriano e il teorema di regolarizzazione globale che ora presentiamo; la sua
dimostrazione ¢ nell’appendice di [50] (nel caso proiettivo, ma confronta anche
I’Osservazione 8.3 ibidem).

TEOREMA 7.5. Su ogni varietd kihleriana compatta (X, w), esiste una co-
stante A > 1 tale che ogni funzione ¢ € PSH(X,w) & limite di una successione
decrescente di funzioni lisce g, € PSH(X, Aw).

Le correnti DSH si comportano bene rispetto alle regolarizzazioni che abbiamo
considerato nel Paragrafo 6 (vedi il seguente teorema), e rispetto a processi di
pull-back, come vedremo nel Paragrafo 8.

TEOREMA 7.6. (cfr. [29], Teorema 4.4) Sia (X,w) come sopra. Esiste una
costante ¢ > 0 tale che, per ogni T € DSHP(X), c¢’¢ una successione {T,,,} di
correnti lisce, tali che per ogni m, ||Tp,|| < c||T|| e limy,, T,,, = T.

8 — Pull-back e prodotto di correnti su varieta compatte kihleriane

Riguardo al pull-back di correnti, ci occuperemo principalmente di mappe
olomorfe f (suriettive o dominanti) fra varieta compatte kihleriane, continuando
il discorso iniziato nel Paragrafo 4. Ricordiamo che se f : M — N & una mappa
olomorfa propria e suriettiva a fibre equidimensionali, e se M & una varieta
kéahleriana, anche N lo & (Teorema 2 in [67]).

Dato che f & una submersione olomorfa fuori di un sottoinsieme analitico, si
potrebbe pensare di procedere come nel caso trattato nel Paragrafo 4, ovvero con
una estensione. Questo ¢ possibile usando il procedimento di regolarizzazione di
correnti su varieta kdhleriane compatte descritto nel Paragrafo 6.

TEOREMA 8.1. (c¢fr. Corollario 1.3 e Corollario 4.2 in [29]) Sia f : M —
N una mappa olomorfa e suriettiva fra varieta compatte kdhleriane, e sia X il
sottoinsieme analitico tale che g := f|yp—x abbia rango massimo. Sia T una
(p, p)—corrente positiva e chiusa (o pluriarmonica) su N: allora & ben definita

la corrente f*T := g*T, essa & positiva e chiusa (o pluriarmonica).
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Cenno di dimostrazione. Per la Proposizione 6.6, esiste una successione {7, }
di correnti chiuse e positive lisce che converge a una corrente chiusa e positiva
T > T, e per ogni m, ||Tn|| < ¢||T|] e ||T’|] < ¢||T|]. Siano Sy, := f*(Tin); €
possibile controllare uniformemente le masse di queste correnti, poiché (oltre alla
stima di massa per le T,,,) possiamo usare le forme di Kéhler wys e wy, e fi(war)
si controlla con un opportuno multiplo di wy. Dunque una sottosuccessione delle
Sy, converge a una corrente S su M, che verifica S > ¢*T su M — X: percio ¢
ben definita la corrente f*T := ¢g*T, essa & positiva.

La chiusura & dovuta al teorema di Skoda (cfr. Teorema 4.9 in [1]) nel
caso chiuso, e al Teorema 1.3 in [34] nel caso pluriarmonico (la dimostrazione
data in [29] non & completa). Nel lavoro citato si prova inoltre un risultato di
semicontinuitd (in generale si vorrebbe che se T,, — T, valesse f*T, — f*T).

Nel caso particolare delle modificazioni fra varieta compatte kdhleriane dun-
que non c¢’é alcun vincolo sul bigrado della corrente, per quanto riguarda 1’esisten-
za della trasformata stretta di correnti positive e chiuse o pluriarmoniche: infatti
la corrente che abbiamo appena costruito € cio che nel Paragrafo 4 abbiamo
chiamato la trasformata stretta di 7' (e che in [33] gli autori chiamano parte
principale di f*T'): per la sua esistenza, ¢ essenziale non solo la kéhlerianita ma
anche la compattezza delle varieta, come prova ’esempio citato dopo 4.2.

In dinamica olomorfa, & necessario usare il pull-back di forme e correnti per
mappe razionali, fra varieta proiettive, oppure iterare oggetti per automorfismi
della varieta. Entra quindi in gioco 'insieme di indeterminazione, ed ¢ naturale
procedere con un pull-back fuori di esso seguito da un’estensione banale, cercando
di ottenere un oggetto che abbia le stesse caratteristiche di quello di partenza.

Descriviamo il problema nel primo caso che e stato studiato (dopo P,,).

Sia X™ una varieta algebrica proiettiva e sia f : X — X una mappa razionale
dominante (ovvero localmente aperta sui punti generici di X). Sia I' = T’y
il grafico di f, che possiamo considerare come corrente di integrazione [I'] su
X x X, e chiamiamo 71 e 75 le proiezioni canoniche di X x X sui fattori, ristrette
a I'. Sia I = Iy 'insieme dei punti di indeterminazione di f, ovvero Iy = {x €
X/ dim(r; ' () NT) > 0}. I & una sottovarieta algebrica di codimensione almeno
due, e dim(r; 1(I)NT) < n — 1.

Lo scopo primario ¢ di fare il pull-back f*# di una (k, k)—forma (o corrente)
B su X: posso ovviamente considerare (f|x_7)*(8) e poi tentare di estenderla,
come corrente, attraverso I: il punto & proprio garantire I’esistenza della esten-
sione banale, ma non solo.

Per esempio, come si osserva in [47], 2.1, se X & una varietd compatta
kéhleriana e f : X — X ¢ una mappa meromorfa dominante, per ogni (1, 1)—cor-
rente chiusa e positiva T esiste I'estensione ]/”:7“, ed essa € ancora chiusa e po-
sitiva. Siccomg\f & genericamente di rango massimo, si puo controllare che la
mappa T — f*T & continua e preserva le classi di coomologia; tuttﬂz\i_a/ que-

sta costruzione non & in generale compatibile con le iterate, ovvero (f o f)*T #
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f *(ﬁ’) e questo porta, per esempio, a doversi limitare alle mappe algebrica-
mente stabili (cfr. [47] e [48], Osservazione 1.4).

In [48], Pautore propone di considerare il grafico liscio (altrimenti lo si puo
desingolarizzare, usando mappe olomorfe, e quindi la situazione non cambia), e
di definire f*5 := (m1)«(755) e anche f.f0 := (m2)«(775). La (k,k)—corrente
f*B & ben definita sul dominio, e per definizione commuta con gli operatori 0 e
0. Essendo f3 liscia, f*# ¢ una corrente a coefficienti L}, che su X — I coincide
con (flx—1)*(8) (perché dove f & olomorfa, vale 7y = f o my); siccome non

si & aggiunta massa su I, si tratta proprio dell’estensione banale (f|x_1)*(8)
(dunque il procedimento non dipende dalla modalita di desingolarizzazione del
grafico).

In [30], si propone una strada analoga, senza desingolarizzare il grafico e
indicando con 7 e 7y le proiezioni canoniche di X x X sui fattori. Data la
(k,k)—forma 8 su X, se ne considera il pull-back a X x X che diventa del
grado “ giusto” considerando la corrente (753) A [T'] e proiettando di nuovo su
X, ovvero f*f := (m)«(756 A [T']). Una semplice verifica mostra che le due
definizioni coincidono, e che 'operatore f* cosi definito & continuo dallo spazio
delle forme lisce a quello delle correnti a coefficienti Llloc.

Questo ovviamente suggerisce un modo di definire pull-back di correnti,
anche se esse non sono di grado (1, 1), come abbiamo gia visto nel Paragrafo 4:
bisognera solo dare un senso opportuno al “ wedge con il grafico”, facendo leva
sulla proiettivita della varieta (anzi, vedremo che basta una forma di Kéhler).

E possibile anche, in alcuni casi, definire una specie di “ trasformata totale”
della corrente, come abbiamo fatto nel Paragrafo 4 per le modificazioni; questo
discorso viene affrontato in [34] nel caso pitl generale di trasformazioni meromorfe
fra varieta compatte.

DEFINIZIONE 8.2. Siano M e N varieta compatte di dimensione m ed n;
una trasformazione meromorfa (MT) di codimensione I, F : M — N, ¢ un
sottoinsieme analitico I' = " T'; di dimensione pura n+{ di M x N, tale che la
proiezione canonica my ristretta a ogni I'; sia dominante.

Nel Paragrafo 4 di [34] sono studiati vari casi in cui si puo fare il pull-back di
forme o correnti per una MT. Se in particolare M ed N sono varietd compatte
kéahleriane e T' & una (p, p)—corrente (con n + 1 —m < p < n) positiva e chiusa
o pluriarmonica, si prova che si puo estendere (ms|r_c)*T attraverso C, il luogo
dove le fibre di mo hanno dimensione minore di de\IE generica [. Percio si defini-

sce la trasformata stretta 7/ = Tp := ()4 (ma|r—c)*T, ed essa risulta positiva
e chiusa, o pluriarmonica (cfr. Proposizione 5.1 in [34]). Per ottenere questi
risultati, I'ipotesi di kdhlerianita entra in gioco innanzitutto nell’uso di approssi-
mazioni di correnti (Proposizione 6.6) e poi per ottenere che ’estensione banale
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sia ancora pluriarmonica, esattamente come abbiamo descritto nello schema di
dimostrazione del Teorema 8.1.

Se inoltre succede che si conservino le classi di coomologia, ovvero che
[Tr] = F*[T], allora gli autori chiamano Tr la trasformata totale di T, e la
indicano con la notazione usuale, F*T'; in questo caso l'operatore F* & continuo
(Proposizione 5.4 ibidem). Gli autori riescono a provare nel Teorema 5.5 che
per (1,1)—correnti chiuse e pluriarmoniche esiste la trasformata totale (nel caso
di una modificazione, confronta con la definizione di trasformata totale data nel
Paragrafo 4 e il Teorema 4.5).

Abbiamo visto come il problema di una buona definizione di prodotto di
correnti entri pesantemente anche nella costruzione del pull-back; il lavoro di
riferimento per il prodotto di correnti su varieta kéhleriane ¢ [29]; ricordiamo
che il problema ¢ il seguente: dare una “ buona definizione” di S AT, dove S &
una (1, 1)—corrente chiusa e positiva, e T”P > 0 & una corrente pluriarmonica.
In [29] si pone come ipotesi aggiuntiva una opportuna regolarita del potenziale
u, ovvero si richiede che sia possibile scrivere S = o + i00u, con « liscia e u
funzione continua quasi plurisubarmonica (cfr. la corrente di Green definita nel
Paragrafo 5). In questo caso SAT & ben definita, e risulta una corrente positiva e
pluriarmonica (cfr. Teorema 5.1 ibidem); inoltre si ha un risultato di continuita
di questo tipo:

Se {T,,} & una successione di correnti positive e pluriarmoniche convergenti
a T, se {u,} ¢ una successione di funzioni continue e quasi plurisubarmoniche,
convergenti uniformemente a u (in particolare, se sono decrescenti a u), e S,, =
a + i00uy,, allora la successione S, AT}, & ben definita, e converge a S A T.

In realta, il prodotto S AT & definito proprio come limite: data u come
nell’ipotesi, posso sempre scriverla come limite di funzioni u,, continue e quasi
plurisubarmoniche: tuttavia, dai teoremi di tipo Richberg (cfr. per esempio
Lemma 2.15 in [21]) in realtd si pud supporre u, € C*(X), e dunque sono ben
definite le S,, AT := i00u,, AN T. Notiamo che qui si ragiona nel globale: nel
locale infatti basterebbe regolarizzare per convoluzione. Il caso piu interessante
¢ quello in cui le u,, decrescono a u: su una varieta compatta, questo implica la
convergenza uniforme e quindi il possibile passaggio al caso liscio.

Naturalmente I'ipotesi di potenziale continuo & piuttosto pesante: per esem-
pio, 'unbounded locus L(u) & vuoto (si pud confrontare con [22], IIT (3.6) per il
caso chiuso); invece il fatto che T sia pluriarmonica pud essere attenuato chie-
dendo T' € DSH(X) (si tratta sostanzialmente di tener conto, nelle stime, anche
del termine u i99T):

TEOREMA 8.3. (Teorema 5.3 in [29]) Se S ¢é una (1,1)—corrente chiusa e
positiva, con potenziale continuo, e TPP € DSHP(X), allora SAT ¢é ben definita,
sta in DSHPTY(X), e dipende con continuita da S e da T.
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La costruzione generalizza i casi classici, ovvero il caso S liscia (cioe u liscia), e
il caso T chiusa, mentre nel caso T non chiusa ma pluriarmonica non & chiaro se
la costruzione rispetta o meno le classi di coomologia.

Un altro contributo al tema del prodotto di correnti su varieta kéhleriane si
trova nel lavoro [13]. Gli autori studiano oggetti del tipo [, S1 A--- A S, AT,
dove K € un compatto di una varieta kahleriana X di dimensione n, T € una
(n — p,n — p)—corrente chiusa e positiva, e le S; sono (1, 1)—correnti chiuse e
quasi positive a poli in K. Questo tipo di prodotto viene applicato allo studio
dei numeri di Lelong di trasformate di correnti chiuse e positive rispetto allo
scoppiamento in un punto della varieta kahleriana, e allo studio dell’integrabilita
locale di e?, con ¢ € Psh(X).
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