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Formes modulaires modulo p
changement de base et théorie d’Iwasawa

LAURENT CLOZEL

ABSTRACT: This paper gives complements to the author’s earlier article [1]. First, a
congruence between zéta values occurring there is explained using the theory of the p-adic
zéta function. Secondly, the proof of base change given here is extended to split primes.

Cette note, qui fait suite & [1], est composée de deux parties assez distinctes. La
premiere comporte des compléments a ’article précédent. Tout d’abord nous don-
nons la démonstration d’une propriété implicite, mais non démontrée, dans [1]. Dans
cet article, nous considérions une tour de “variétés de Shimura finies” S, associées
a 'extension F,, de degré p® dans la Z,-extension cyclotomique de Q (avec p > 5).
Le groupe de Galois relatif, isomorphe & Z/p?~%Z, opére sur S en laissant fixe S,.
Dans le Section 2 de cet article, on a utilisé le fait que S, est égal a ’ensemble des
points fixes. La vérification est donnée ici (Section 2).

Cette propriété était utilisée dans [1], Proposition 2.5 pour démontrer une con-
gruence mod p entre (r, (—1) et {g,_,(—1). John Coates nous a expliqué comment
cette congruence se déduisait facilement (d’ailleurs, dans un cadre plus général)
de la théorie d’Iwasawa des fonctions L p-adiques. Elle est aussi liée aux pro-
priétés de descente galoisienne des K5 des anneaux d’entiers de ces corps. Nous
rappelons, d’apres Coates, ce résultat. Notre calcul n’en donne pas a priori une
autre démonstration, mais la Proposition 2.5 de [1] est évidemment similaire au
résultat de descente.

La seconde partie (Section 3) est consacrée & 1'un des résultats de 'article
antérieur, i.e., le fait que notre construction exhibe directement, et ceci sans utiliser
de formule des traces tordue, le changement de base de Saito-Shintani-Langlands.

KEY WORDs AND PHRASES: Clyclotomic extension — Modular forms — Base change
A.M.S. CLASSIFICATION: 11F11, 11F99.
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(Bien siir, ceci ne s’applique que dans notre cadre, ¢’est-a-dire pour des p-extensions
et des formes modulaires classiques, considérées modp.) Nous étendons notre
résultat aux places £ # p qui ne sont pas inertes. Il est agréable, bien que ce
ne soit pas surprenant, que les calculs aux places inertes et décomposées soient tous
deux compatibles au formalisme de Langlands. Nous simplifions aussi I’argument,
évitant I'usage maladroit de la dualité dans [1] : voir le Lemme 3.6. Noter qu’'une
partie de ces résultats (ainsi que de ceux de article précédent) résultent désormais
du travail de Treumann et Venkatesh [8].

2.

2.1 — Dans ce paragraphe et le suivant, les hypotheses et les notations sont celle de
[1]. En particulier, F, est 'extension de degré p® dans la Z,-extension cyclotomique
de Q. L’algebre des quaternions B sur Q ramifiée a I'infini et en p définit, pour tout

«, un quotient fini
Sa = G(Fo)\G(Ap,)/G(Fa,00)Ka

ol G est le groupe projectif de B, K, est un produit [] K, de sous-groupes compacts
de G(F,,) et, en la place v = p, divisant p, K, est 'image dans G(F,,,) de
14+Po C (B Fup)™ ot Po C O(B @ Fy ) est I'idéal maximal.

On vérifie dans [1] que 'application naturelle S, — Sg (8 > «) est injective. Le
groupe de Galois relatif Z/p®~*7Z opere sur Sp en laissant fixe S,.

THEOREME 2.1. Pour tout o, S, s’identifie aux points fizes de T = Z/pZ dans
Sot1-

La démonstration est naturelle, a ’aide des arguments introduits pour la premiere
fois par Rohlfs [6]. Soit o un générateur de I'.
Ecrivons, pour simplifier les notations, 8 = a + 1, et soit € Sg un point fixe.

Sige G(Aéﬁ) représente x, on a donc
9 =v9k  (y€G(Fp), ke Kp) (2.1)

d’on o
g9=9" =7" °
puisque Kpg est fixe par I Or G(Fp) opere librement ([1, Lemme 2.2.1]) donc

oP~1_ oP~2

¥ y -+-y =1. Ainsi v définit un 1-cocycle pour l'action de I' sur G(Fp).

ey g K, k' € Kz

LEMME 2.1. HY(T',G(F3)) = {1}.

C(_)nsidérons G comme un groupe sur F,, soit ', = Gal(Fa/Fa) et I'g =
Gal(F,/Fg). On a la suite exacte

1 — HYT,G(F3)) — H'(To,G(Fy)) = HYT,H (T3,G(F,)) — -+~ (2.2)



[3] Formes modulaires modulo p changement de base et théorie d’ Iwasawa 37

Lenoyau de la restriction s’identifie aux classes d’isomorphisme d’algebres de quater-
nions sur Fy, splittant sur Fj3. Le degré étant impair, ’application est injective, d’out
le résultat.
On en déduit que v = ¢§~7J pour un 6 € G(Fg) ; remplagant g par dg dans (2.1)
il vient :
9 =gk (2.3)

d’ou derechef g = gkk® ---k°" ", soit kk? --- k" = 1.
LEMME 2.2. HY(T', K3) = {1}.

Ceci se vérifie place par place. Si v est une place de F,, ne divisant pas p, le
cas ou v est décomposée est un calcul facile et celui ot v est inerte se réduit par
dévissage, I" étant d’ordre p, a lassertion analogue pour G sur le corps fini (théoreme
de Lang). On est ramené au cas ol v = p,.

Ecrivons pour simplifier F,,, F3 pour les complétions en po, pg. Soit G le groupe
B* (vu comme groupe sur F,). Il contient le groupe anisotrope S, noyau de la
norme réduite. Par un nouvel abus de notation écrivons S pour S(F,) et G pour
le groupe B(04)*, olt B(O,) désigne l'ordre maximal. On a S C G. Soit G(1) =
1+ P, le sous-groupe compact définissant K, ¢f. [1]. L’image de G par la norme
réduite est O et celle de G(1) est 1+ p,. Enfin, on sait que G/G(1) = kX ot k est
le corps résiduel (donc ici Fp,) et ks son extension quadratique. Simplifiant encore
les notations, on voit qu’on a un diagramme de suites exactes

1 — SNG1l) — G1) — 14y — 1
¢ } 4

1 - s — G — 0* — 1,

les fleches verticales étant injectives. Le lemme du serpent donne donc une suite
exacte
1—SNGA)— S —U1)(k) —1 (2.4)

ou U(1)(k) = ker(ky — k*), Papplication étant la norme. Ceci reste vrai pour Fg,
et (2.4) montre que S/S N G(1) ne dépend pas du degré a ou S.

Considérons la suite (2.4) relative & Fg, et munie de 'action de I'. Le groupe
S, étant simplement connexe, vérifie H!(F,,S) = {1}. La suite exacte longue
en cohomologie déduite de (2.4), munie de Paction de I, donne d’abord une suite
exacte pour le H® — c’est (2.4) pour F,, — puis

1 — HYT,SNG(1)) — HY(T,S(Fp)) — -~ ;

d’ott Pon déduit que H'(T', S N G(1)) = {1} d’apres la suite exacte (2.2) appliquée
as.
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On a donc démontré le Lemme, mais pour S N G(1) plutét que pour Kz =
7(G(1)), 7 : G — G étant I'application naturelle. )

La norme réduite, envoyant kerm = 14 pg vers Nrd(G(1)) = 1 + pg, étant
surjective, on en déduit que S N C;’(l) s’envoie surjectivement sur Kg. Ainsi

1 — {1} — SNG) — Kz — 1

d’ott
HYT,SNG(1) — HYT,Kg) — H*(T,{%1})
ce qui implique que H'(I', K3) = {1} puisque p est impair.
Ecrivant donc k = ki1k;° dans (2.3), on voit enfin que x est représenté par
g€ G(A{;ﬂ) invariant par o, donc dans G(AJ;Q). Ceci démontre le Théoreme 2.1.

2.2 — Dans ce paragraphe, nous revenons d’abord sur le résultat suivant, déduit
dans [1] d’un calcul de mesures de Tamagawa. Rappelons que p > 5.

PROPOSITION 2.3 (= Proposition 2.5 de [1]). Pour tout a > 0,

Cr,(—1) =(p,,, (1) (modp) .

Rappelons que ces deux valeurs de fonctions zéta sont dans
sens a la congruence.

Coates nous a fait remarquer que ceci est conséquence directe de la construction
par Iwasawa des fonctions L p-adiques. Voici son argument. Soit A = Z,[[T]], et
w: (Z/pZ)* — Q((p) C C, le caractere cyclotomique. II existe alors une fonction
g € A (notée g(T,w™?) dans [4]) telle que

1 .
152, ce qui donne un

(1P = 1) = (1= p)(-1) = S5 (p— 1)

De plus, pour tout caractere de Dirichlet x # 1, de conducteur p® et d’ordre p-
primaire (donc associé a F,) :

g(C(1+p)~"=1)=L(-1,x),

¢ étant la valeur de x sur le générateur topologique (1 + p) de 1 + pZ,,.
Posons, suivant Coates [2] et Iwasawa,

_ —p X
T=(1+ IMM+x)—-1=— 4+ ———.
( )~ ) 1+p 1+4p

Alors g(T) = f(X) ou f € A vérifie maintenant

f(¢=1) =L(=1,x)
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ainsi que la formule analogue pour x = 1. Il en résulte que

[1r¢—=1)=0=p)r(-1).
¢

(Noter que le produit de gauche, qui porte sur toutes les racines ¢ d’ordre p®, est
évidemment convergent puisque | — 1|, < 1.
Puisque p > 5, ag = f(0) = g((1+p)~' —1) = £ (p — 1) est une unité. On voit
alors que
(1= DH{Craes (—1) = o (=)} = (1 = p)Cr, (~1) o

ou Hyiq = (H< f(¢ —1)) =1, le produit portant sur les racines primitives d’ordre

a+1)

a+1. Or f(¢—1) = agmod(¢ — 1), donc Hopq = af®" ) —1 =P _ 1.
Puisque ag € Z,; est une unité, il en résulte que Hy41 = 0 [p], d’out la Proposition.

En fait, la Proposition résulte aussi de la conjecture de Birch-Tate, démontrée
dans le cas qui nous intéresse, et des propriétés de descente pour I'action galoisienne
sur les K5 des anneaux d’entiers. En effet, on a tout d’abord, pour F abélien
totalement réel :

wa(F)[Cr(=1)] = [K2(OF)|

(¢f. 5], [7] ; dans le cas qui nous intéresse wy = 12): cette conjecture a été démontrée
par Coates, Mazur et Wiles. Par ailleurs le groupe de Galois I' = Gal(Fp1+1/F,) =
Z/pZ opere naturellement sur Ko(Op,,,). L'existence de l'application naturelle
i: K3(Op,) = K3(Op,,,) et d'une trace Tr : K3(Op,.,) = K2(OF,) vérifiant
Troi=[p|,ioTr étant la somme des conjugués par le groupe de Galois, implique
que les invariants de I' dans K3(OF,_,) ® Z, sont égaux a K2(OF, ) ® Z, pour tout
q # p. Dans le cas ou ¢ = p, ceci résulte du théoreme de Coates [2]; ¢f. [3]
Theorem 13. Il en résulte enfin que K2(Op,) s’identifie aux invariants du groupe
de Galois, d’ou la congruence mod p entre les ordres des deux groupes.

3.
3.1 — Nous considérons maintenant les formes modulaires sur S, = lim S,,. Dans
—

tout cet article nous considérons des fonctions & valeurs dans IF‘p. On note S,
I'espace des fonctions sur S,, Soo = limS,, S = lim S, pour les injections et
— —

restrictions naturelles. Nous allons étendre les constructions de [1] aux premiers
¢ # p qui ne sont pas inertes dans F,. Nous ne répéterons pas les arguments qui
résultent de cet article.

Nous considérons d’abord la définition d’opérateurs de Hecke relatifs aux ¢ # p
qui ne sont pas inertes dans Fi..

Rappelons qu’on associe & ¢ # p sa composante additive (notée ¢; dans [1])
<l >€l+pZ, = Zp. Soit pézp C Zyp le sous-groupe engendré par < £ > ; § >0
sera appelé le degré, ou degré d’inertie, de . Alors £ est totalement décomposé
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dans Fj, et chacune des p® places \ | ¢ de Fj reste inerte dans Fo.. En particulier
il y a p° places (aussi notées \) de F,, divisant £. Dans I'article précédent, on a
considéré le cas ot § = 0, de sorte que £ est inerte dans Foo. Soit As(¢) I’ensemble
des places A | £ de Fs.

On dispose d’opérateurs Ty (A € As(¢)) de Ss vers S5, définis par la formule

T (D)) @

N 14 14 . - . ;
ou g € Ys et 'élément ( ¢ » est une matrice définie par un représentant £ de &

D

dans Oy & Zy, et placée dans G(Ag) en la place A ; de méme pour (1 A Les

0
opérateurs Ty (A € As(¢)) commutent.

Considérons le cas d'un degré o > J. Alors les places A € As(¢) s’identifient &
des places de F,,. Notons A, l'unique place de F,, divisant A. Alors T_ est défini

h Ty f(g) = %ja f <g (5 f) Aa) +f (g (1 g> Aa) (3.2)

ou f € Sa, g € Yo et Fy est le corps résiduel Fo-s. La démonstration donnée
dans [1], Proposition 3.1, s’applique mot pour mot pour montrer

LEMME 3.4.

(i) On ar? T, jB =Ty, pour tout B > o > 6.
(ii)) Sur S = ligqa Sa, on peut définir Ty par la somme (convergente pour F, au

sens de [1])
S0 ) )) e

ot Foo = JFa.

Dans Pexpression (3.3), on suppose que g € S, pour un o > 4. Si £ € Fg (8 > 6),
£
1
cette expression.

L’opérateur T est donc bien défini sur la limite inductive S, et concide avec
Popérateur classique (apres restriction) sur S, si a > §. Pour o < §, T ne préserve
pas Sq.

Rappelons que I' = Gal(F, /Q) opére sur Sy, S, étant fixé par 'y, = p°Z, C
Z, = T. Le groupe I' opére naturellement sur As(¢). On a par transport de
structure :

I’élément (g )., est placé en la place Ag de Fz. Nous n’utiliserons d’ailleurs pas
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LEMME 3.5. Pour tout 0 € T, Ty = oTho L.

T\ sioels.

En particulier o commute aux

Si 8% = H°(T's,S4) on a donc :
Ty:S%, — 8. (3.4)

Considérons maintenant le cas des degrés o < §, de sorte qu'une place u de F,
divisant ¢ se décompose dans 'extension F,1. Soit vy,...v, les places de Fi41q
divisant p. Notons

Tiat1 =Ty, -1, :

P

c’est un endomorphisme de Fi 1.
PROPOSITION 3.6. 73T, o110 =T 0.

Soit en effet f € S,, que 'on identifie & son image dans S,41. Soit x € S,
image de g € Y,,. Alors T, o11f(z) est la somme des termes suivants :

00060 )) e

(considérer le plongement diagonal (Fu), C (Fat1)y = (Fag1)um X - X (Fag1)y,.)

gl;spf(q (é gf)yl"'(g 51,3)1) (3.6)

ou & € Fy. Soit o un générateur de ¥ = Gal(Fo41/F,) = Z/pZ : o permute
les places (v1,...1,) que l'on suppose indexées de sorte que la permutation soit
cyclique. La fonction f € S, est invariante, ainsi que g. On a donc

(D))= 8090 9)

pour tout £ = (&1,...&p). L’élément & est invariant par permutation cyclique si,
et seulement si, & = --- = &,. Dans le cas contraire, son orbite est d’ordre p. Le

terme (3.5) se réduit donc &
¢ £
2r(s(" 1))

) opere diagonalement, donc au terme correspondant de T}, .

3

ou ( 1
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Enfin, les termes mixtes de la forme

;f(qH(Z ﬁ)g((l £>> (37)

i€l
£, €Fp

oul C I, ={1,...p} est un sous-ensemble # I,, @. L’action de o l'envoie sur le
terme analogue relatif a o I, qui lui est égal. Mais le stabilisateur de I dans X est
réduit a I’élément neutre. Ceci termine la démonstration.

Le Lemme 3.4 et la Proposition 3.2 donnent alors, dans tous les cas pour a < 3 :
rgT,u,ﬁ ]g = T,u,a (38)

ou TN,B = HV|HTV;5'

3.2 — Nous considérons maintenant la famille de tous les opérateurs de Hecke
(opérant en tous les degrés) pour toutes les places de Fi ne divisant pas p. Les
résultats précédents, en particulier (3.8), nous amenent & adopter le cadre suivant.
Fixons un degré o > 0. On désignera par \ une place de F, ne divisant pas p.
D’apres (3.8), Popérateur T est défini, de fagon intrinseque, sur So, = ligﬁ Sg. (11
n’a d’expression naturelle que dans Sg pour 5 > « : il ne préserve pas les espaces
de formes de degré inférieur). Soit I'y = Gal(F/F,). D’apres le Lemme 3.5, T'y,
commute a T pour tout .

Rappelons [1] que §* = @85, la limite étant prise pour les restrictions rj
(v > B). Clest l'espace des fonctions de support quelconque sur @Sg. On pose
§*=HT,,8%) = l'ngO(Fa,Sﬁ). On a alors Ty : H%(Ty, Sso) — S pour toute
place A.

ProrosiTION 3.7.

(i) Pour tout A, Ty s’étend continiment en un endomorphisme de S¢.
(ii) Les Ty : 8% — 8 commutent.

Soit ¢ le nombre premier divisé par A et §(¢) = ¢ le degré d’inertie de £. On
a St hﬂg Sp ou f parcourt les indices > M = Max(a,d). De méme S =
@ﬂ Sp(B = M). Sur tout espace Sg(8 = M), Ty =[], T, ot p parcourt I'ensemble
(indépendant de ) des places de F divisant A. L’opérateur 7, commute & I'j; C
Iy. 1 suffit évidemment de vérifier que T}, : H%(Iaz, Soo) — SM st continu (T,
n’étant défini sur Sg que pour 8 > M). La place p étant inerte dans Fj, la partie
(i) résulte de la démonstration de la [1, Proposition 4.3].
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Soit A, X deux places de F, et posons maintenant M = Max(a, 6(A),d(N\')). On
a alors des décompositions Ty = [[T,, Tx = [[T,s valables pour 8 > M. Les
opérateurs T}, et T, commutent, d’out la partie (ii).

Comme dans [1], on munit So, ou S du produit scalaire

<fig>= > flx)g(x),

TES
égal en fait & < f,g >a=>_ g f(¥)g(z) et 'on a, d’apres les mmes arguments :

ProposiTIiON 3.8. Les Ty sont autoadjoints pour <, >.

3.3 — Comme dans [1], nous sommes donc amenés, pour obtenir une théorie
naturelle, & considérer des formes de degré arbitraire mais invariantes par I[',.
Indiquons, faute de référence, pourquoi ceci est naturel du point de vue de la
correspondance avec les représentations de groupes de Galois. Soit Q une clture
algébrique de Q, contenant F., et soit G, = Gal(Q/Fx).

Soit 7 : Goo — GL(2,F,) une représentation continue, donc d’image contenue
dans GL(2,Fp-) pour un s > 1. On a une suite exacte

1 — Gop — Gal(Q/Q) — T' = Gal(Fy/Q) — 1; (3.9)

puisque I' est isomorphe & Z,, elle est scindée et Gal(Q/Q) est donc un produit
semi-direct. Soit G; C G le noyau, d’indice fini, de r. Il existe un sous-groupe
ouvert de I" laissant G; invariant; de méme il existe un sous-groupe ouvert I'; tel
que r(ygy~ ') = r(g) pour g € Gy et v € I'y. Soit F, le groupe associé a I'y, de
sorte qu’on a une suite exacte scindée (3.8) relative & F,. Alors la représentation
r de Go s’étend & Gal(Q/F,), v € 'y (identifié & son image par une section de )
opérant trivialement. Toute représentation modulaire de G, provient donc, pour
une valeur convenable de o, d’'une représentation de Gal(Q/F, ). Puisque les formes
de S regoivent naturellement I’action d’opérateurs de Hecke associés aux places de
F,, on peut supposer que les formes propres sont associées a des représentations
galoisiennes. (Notons que, pas plus que dans [1], nous n’avons démontré I'existence
de formes propres dans l'espace linéairement compact S¢.)

3.4 — Ayant traité le cas des places décomposées, nous pouvons maintenant étendre
& toutes les places la démonstration donnée dans [1] du changement de base modulo
p. Pour ceci considérons simplement une extension de degré premier Fi,11/F,.

Nous commengons par amplifier ’assertion du Lemme 3.4 (i). Soit A une place
de F,, inerte dans F 1.
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LEMME 3.9. Si f € 8§, (invariants par T'y),
a+1T/\+1f T)\ a+1f (310)

En effet, avec les notations de [1], on a pour g € Y,,, d'image = € S,

=31 (o(* 1)) <o 1))

(les matrices étant placées en (Fy1)x), ol § décrit F 011, pp étant I'indice d’inertie
de ¢ dans F,. Quand £ décrit F e, on obtient 'expression de T,. Soit o le
générateur de Gal(F,11/F,). Puisque f est invariante,

(D)6 D6 ),

Mais les orbites de Gal(F,4+1/F,) dans le complémentaire de Fype sont d’ordre p,
d’ou le résultat.

Dans le cas décomposé, le méme argument, en utilisant maintenant la démonstra-
tion de la Proposition 3.6, donne :

ra T f = Toret f (3.11)

Supposons alors qu’il existe dans S, une forme propre pour les T}, associées aux
valeurs propres ay € F,. (En fait a) appartient alors & une extension finie, fixe
de F,, pour tout A). Il existe alors une forme linéaire ¢ : S, — I, telle que pour

feSa:
W(TA f) = axv(f).

D’apres (3.9) et (3.10), ¢ composée avec la restriction r vérifie

Yor(Tapi9) = ax(®or)(9)

pour ¢ € S8, . La restriction S5, | — S, étant évidemment surjective, on voit que
(ay) est une famille de valeurs propres pour les T 11, dans 85,1 ou son dual.

Considérons les places décomposées. Les opérateurs T +1 (p place de Fioq1)
commutent et commutent aux T2 41 Ils ne commutent pas a 0. Décomposons
Sa+1 €n sous-espaces propres généralisés

Sat1(b1,. .., bp)
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pour les opérateurs T,,,...,T,,. On a donc pour ¢ € Sy41
o=2 o)
b
ou b= (b1,...,bp). Le groupe ¥ opere évidemment sur les valeurs propres b. Si ¢

est invariante par X, ¢(ob) = op(b). Si b n’est pas invariant par o, il en résulte que
Y ¢(a'b)(z) = > 0'p(b)(x) = 0 si  est L-invariant. La restriction SS,; — Sa,
surjective, passe donc au quotient par le facteur direct formé des formes ¢ € S5,
telles que b = (a’,...a’). Il en résulte qu'il existe (dans S ;) une forme ¢, forme
propre des T", avec a, = ax (A inerte) et [],y ay = (a')? = ax (A décomposée).
On voit donc que

a, = ay (A inerte) (3.12)
a,” = ay (A décomposée) . )

Par ailleurs le changement de base de Langlands (¢f. [1, Section 3]) prédit une
famille de valeurs propres (b,,) avec

by = axP(A i/nerte) , (3.13)
b, = ax(A\ décomposée) .

On voit donc que ¢ = Frob,(¢) € 8§, Frob, étant le Frobenius arithmétique
opérant sur les coefficients, exhibe le changement de base de Langlands.
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