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Géométrie et intégrabilité algébrique

A. LESFARI

ABSTRACT: In this paper, I present an overview of the active area of interactions be-
tween algebraic geometry and algebraic completely integrable systems. These are integrable
systems whose trajectories are straight line motions on complex algebraic tori (abelian va-
rieties). We make, via the Kowalewski-Painlevé analysis, a detailed study of the level
manifolds of the system. These manifolds are described explicitly as being affine part of
complex algebraic tori and the flow can be solved by quadrature, that is to say their solutions
can be expressed in terms of abelian integrals. The Adler-van Moerbeke method’s which will
be used is primarily analytical but heavily inspired by algebraic geometrical methods. We
will also discuss several interesting examples of algebraic completely integrable systems.

1 — Introduction

Cet article est consacré a 1’étude des systémes dynamiques non-linéaires algébri-
quement compléetement intégrables. Nombreux sont les problemes, aussi bien théo-
rique que pratique, ou apparaissent des équations différentielles dont le second mem-
bre n’est pas holomorphe. La Section 1, sera consacrée a une construction explicite
des solutions sous forme de séries de Laurent d’équations différentielles non-linéaires
dans le domaine complexe. Considérant un systéme d’équations différentielles non-
linéaires, peut-on trouver des conditions suffisantes d’existence et d’unicité de solu-
tions méromorphes? Nous établirons un théoreme d’existence et d’unicité pour la
solution du probleme de Cauchy relatif a ce systéme, en faisant appel a la méthode
des coefficients indéterminés. La solution sera explicitée sous la forme d’une série
de Laurent. Il se posera dés lors le probleme de la convergence. Celui-ci sera résolu
par la méthode des fonctions majorantes. Les solutions méromorphes dépendant
d’un nombre suffisant de parametres libres jouent un role crucial dans ’étude des
équations différentielles dites algébriquement intégrables [2, 3, 29]. Cela veut dire
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que 'on demande que les invariants du systeme différentiel soient polynomiaux
(dans des coordonnés adéquates) et que de plus les variétés complexes obtenues en
égalant ces invariants polynomiaux a des constantes génériques forment la partie
affine d’un tore complexe algébrique (variété abélienne) de telle fagon que les flots
complexes engendrés par les invariants soient linéaires sur ces tores complexes. Le
tore invariant (vu dans le complexe) n’est pas principalement polarisé, mais est
au mieux isogéne & une surface principalement polarisée. On montre [2] que si le
systeme est algébriquement complétement intégrable, alors il possede une famille
de solutions en séries de Laurent dépendant d’un nombre suffisant de parametres
libres. Ces solutions évoluent selon des mouvements rectilignes en temps complexe
sur des variétés abéliennes. Ces variétés ont toute une série de propriétés remar-
quables. Le théoreme de Kodaira combiné avec le théoreme de Lefschetz [12, 31]
affirment que les fonctions méromorphes sur le tore ayant un poéle d’ordre 1, 2 ou
3 le long d’un diviseur positif, permettent de plonger le tore de fagon lisse dans
un espace projectif. Une étape importante consiste a trouver ce diviseur positif.
Une méthode directe, systématisée par Adler et van Moerbeke [2, 3, 29], se basant
sur la connaissance explicite des solutions sous forme de séries de Laurent permet
de trouver le diviseur en question (sous-variété de codimension un). A partir de
ce diviseur sur une variété abélienne, plusieurs renseignements sur les tores peu-
vent étre obtenus, ce qui finalement permet d’écrire les intégrales abéliennes et
donc linéariser les équations différentielles. Indépendamment du fait que la plu-
part des exemples classiques et nouveaux de systemes hamiltoniens complétement
intégrables sont algébriquement compléetement intégrables, une motivation plus pro-
fonde pour leur étude est que ces systeémes apparaissent systématiquement lorsque
Pon étudie les déformations isospectrales [28]. En fait, le théoréeme de Adler-
Kostant-Symes [3, 28] appliqué aux algebres de Kac-Moody fournit de tels systeémes
qui sont des déformations isospectrales et qui, par un théoréme de van Moerbeke-
Mumford [44], sont algébriquement complétement intégrables. Du point de vue de
la mécanique, cela veut dire que les symétries cachées de beaucoup de systéemes
algébriquement completement intégrables s’expliquent par la théorie des groupes.
Les méthodes utilisées sont avant tout analytiques, mais tres inspirées par des
méthodes de géométrie complexe contemporaine. On étudie dans la Section 3
de facon détaillée une version complexe du théoreme de Liouville, que 1'on peut
appeler théoréeme d’Adler-Arnold-Liouville-van Moerbeke. Il s’agit d’un résultat
qui donne des conditions suffisantes pour qu’une variété complexe soit compacte,
connexe, possede un plongement dans un espace projectif et soit difféomorphe a
un tore complexe. D’autres systémes intégrables (appelés systémes généralement
algébriquement complétement intégrables) apparaissent comme des revétements
de systemes algébriquement completement intégrables. Ces systémes concernent
des situations ou les exposants de Kowalewski (c’est-a-dire les valeurs propres
de Dopérateur linéaire intervenant dans la recherche des solutions sous forme de
séries de Laurent) sont des fractions. On verra que le probleme est lié a la notion
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d’équivalence rationnelle entre systémes completement intégrables, aux surfaces de
"type général” ainsi qu’a la classification des singularités. Ensuite, on expose dans
les sections suivantes plusieurs systemes importants algébriquement complétement
intégrables ainsi que quelques systemes généralement algébriquement complétement
intégrables. Plus précisément, on étudie le systeme différentiel de Hénon-Heiles
(Section 4), un systéme ”généralement” algébriquement complétement intégrable
(Section 5), la toupie de Goryachev-Chaplygin et le réseau de Toda (Section 6),
la toupie de Kowalewski (Section 7), le flot géodésique sur le groupe SO(n) pour
des métriques invariantes & gauche (Section 8), la toupie de Lagrange (Section
9), le réseau périodique de Kac-van Moerbeke (Section 10), les systemes de Toda
périodiques généralisés (Section 11), le systéme de Gross-Neveu (Section 12) et le
potentiel de Kolossof (Section 13).

2 — Définitions et propriétés générales

Soit le systeme d’équations différentielles non-linéaires

T = fi(z,..,7m),
(2.1)
im = fm(xla-”axm)a
ou fi,..., fm sont des fonctions de m variables complexes z1,...,T,, et qui ap-
pliquent un domaine de C™ dans C. On suppose que fi,..., f;, sont des fonctions
rationnelles en x1, ..., x,, et que le systéme (1) est quasi-homogene, ¢’est-a-dire ils
existent des entiers positifs sq,..., s, telles que
fi(@®zy, ...,z = ¥ fi(z1,...,2m), 1<i<m,

pour chaque constante non nulle a. Autrement dit, le systéme (1) est invariant par
la transformation t — o™, £1 — a2y, ..., Tym — ATy,

THEOREME 2.1. Supposons que
k), k .
xl:t?lg ¢ 't 1<i<m, (2.2)
k=0

ot (0 £ 0, soit la solution formelle en séries de Laurent, obtenue par la méthode
des coefficients indéterminés, du systéme quasi-homogéne (1). Alors, les coefficients

0 . p . S
cl(- ) satisfont aux équations non-linéaires

sicgo) + fi (Cgo)’ ce cgg)) =0, (2.3)
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ou 1 < i < m, tandis que cz(-l) c(-z), ... satisfont chacun a un systéme d’équations

» &4
linéaires de la forme

(M —KkT) ®) = polynéme en cgo)’ ... c(-kfl), 1<i<m, k>1, (2.4)

-
ot k) = (cgk),...,cgf)) et M = (af’ (cﬁo),...,cﬂ?) +6ij3i)1<' o est la
<i,j<m

matrice jacobienne de (3). En outre, la série (2) est convergente.

DEMONSTRATION. En substituant (2) dans (1), tout en tenant compte de la
quasi-homogénéité du systeme, on obtient

(k—s;) (k)tk si=l— £ (Zc(k th=s1 ...,chs)tks’”),

0 k=0

= fi <t_51 (cgo) + chk)tk> S A <c£2) + Zcfﬁ)tk>> ,
k=1 k=1

= t*siflfi <Cgo) + Z cgk)tk’ L ,652) + Z nglf)tk> )
k=1 k=1

Ensuite, on développe le second membre comme suit

NE

>
Il

— k 0 — Afi ( (0 — (k
Z(k—si)cg Itk = f, (cg ),...,cgf’)) + 2 B, (cg e )Zc ¢k
k=0 j=1 k=1
(o) m
1 0f,
k 1 (75)
+Zt Z a'axa( T )H(CJ ) ’
k=2 (a,T)EA j=1
ot a=(a,...,0m), T=(T1,...,Tm), |a| = E;nzlaj, al = H;nzlozj!,

A = (Oé,T)ITj>O,Vj,|O(|>2,ZO(jTj=k
j=1

En identifiant les termes ayant méme puissance au premier et au second membre,
on obtient successivement pour k = 0 expression (3), pour k = 1, (M — ) ) =0
et pour k > 2,

(o) - 3 LEE o)) e

(a0, 7)EDy, j=1
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ouT; >0, E _, o;7; = k, ce qui conduit aux expressions explicites (4). La solution
obtenue par la méthode des coefficients indéterminés est formelle du fait que nous
lobtenons en effectuant sur des séries, que nous supposons a priori convergentes,
diverses opérations dont la validité reste a justifier. Le théoréme se trouvera donc
établi des que nous aurons vérifié que ces séries sont convergentes. On utilise & cette
fin la méthode des fonctions majorantes. Notons tout d’abord que des parametres
libres apparaissent soit dans le systeme (3) de m équations & m inconnues, lorsque
celui-ci admet un ensemble continue de solutions, soit par le fait que \; = k €
N*,1 < ¢ < m, est une valeur propre de la matrice M. Des lors, les coefficients
peuvent étre vus comme étant des fonctions rationnelles sur une variété affine V,

de fibre le lieu -, {s c; +f ( csn)) = O}. Soit my € V et soit K un
sous-ensemble compact de V', contenant un voisinage ouvert de mg. Notons que K
1< 7 <Ay, 1 <i<m,ou ), désigne la plus grande valeur propre de la matrice
M. Soient B et C deux constantes avec C' > A telles que dans le compact K on ait

0 fi
Oz«

peut-étre muni de la topologie du plan complexe. Posons A = 14+max { ‘Cgﬂ') (mo)

(mo)‘ < Bl ‘(M(mo) - kIm)_l‘ <C, k> A+l

De (5) on déduit que

M mo)| <c 3 Bla\H‘m

(e,7)ED

Y kA4

Considérons maintenant la série @ (t) = At + > 7o, Bxt*, ot By sont des nombres
réels définis inductivement par

BL=A B=C Y Blalﬁﬁg_j, k> 2.

(e,7)ED j=1

On vérifie par récurrence que ® (¢) est une majorante pour > -, cgk)tk7 oul <i<
m. En effet, on a
k>, +1,

ERCDIELEDY B'C“H\“ DS an

(e,7)ED (e,7)ED

cz(»l)’ < A. Supposons que ’cgj)‘ < Bj, j < k, Vi. Alors, pour

B

D’autre part, il résulte de la définition des nombres [ que

(m® (t))®

_ 2
@ (1) = At+ OB g s,
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La racine

_ 1+ mABt — /(1 — 2mAB(1 4+ 2mBC)t + m? A2 B?t2)

(1) 5mB(1 + mBC) !

fournit la majorante cherchée. D’ou la possibilité d’un développement en série
entiere au voisinage de ¢t = 0. Ceci acheéve la démonstration. d

REMARQUE 2.1. La série (2) est I'unique solution méromorphe dans le sens ol
cette solution résulte de ce que les coefficients cgk)

univoque avec la méthode de calcul adopté.

se trouvent déterminés de facon

On considere le systeéme différentiel,

oH

reR™, m=2n+k, (2.6)
ou J(x) est une matrice antisymétrique & éléments polynomiaux satisfaisant a
I'identité de Jacobi, H I’hamiltonien et supposons qu’il soit complétement intégrable.
Ce systeme admet n + k intégrales premieres Hy = H, Ho, ..., H, 11 fonctionnelle-
ment indépendantes dont Hi, Hs,..., H, sont en involution et H,1,..., Hyik,
sont telles que: J% =0,1<i<k.

PROPOSITION 2.2. Soit A C C™ un ouvert non vide de Zariski, v € C™, t € C

et considérons l’application moment p = (Hy,...,H,yx) : C™ — C"E o4 les
fonctions Hy, ..., H,1k sont supposées polynomiales. Soit
Q=¢(C™\ A,

={c=(a)€ C* 3z c o7l (¢) avec dHy (x) A ... NdH,pp (2) = 0},

le lieu critique de @ ot ¢ = (c;) est le point courant de C"F* et désignons par Q
la fermeture de Zariski de Q dans C™t*. Alors, Uapplication ¢ est une submersion
générique et Uensemble défini par {x € C™ : p(x) € C"™M\Q} est partout dense
dans C™ pour la topologie usuelle.

DEMONSTRATION. Comme Hq, ..., H,) sont fonctionnellement indépendantes
(c-a-d., dHy A ... NdHpqr # 0) alors dH;(x),...,dH,r(x) sont linéairement
indépendants sur A, c-a-d., Papplication ¢ est une submersion générique. Pour
le reste, il suffit de montrer que ’ensemble

{zeC™ :p(x) eC"M\Q} =7t (C"TF\Q),

est un ouvert non vide de Zariski dans C™. Or une application polynomiale entre
ensembles algébriques affines étant continue pour la topologie de Zariski (on rappelle
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que la topologie de Zariski sur un ensemble algébrique est la topologie pour laquelle
les fermées sont les sous-ensembles algébriques) alors I'ensemble ci-dessus est effec-
tivement un ouvert de Zariski dans C™ et il est non vide. Supposons que celui-ci est
vide c’est-a-dire que ¢(C™) C €. Les intégrales Hy, ..., H, ) étant fonctionnelle-
ment indépendantes alors 'application ¢ est submersive sur un ouvert non vide de
Zariski A C C™ et dés lors ¢(A) est un ouvert de C*t*. D’apres le théoreme de
Sard pour les variétés, C" ¥\ est un ouvert non vide de Zariski et donc partout
dense pour la topologie usuelle dans C"**. Ainsi ¢(A) N (C"TF\Q) # 0, ce qui est
absurde. Ceci acheve la preuve. O

Soit M, la variété affine complexe définie par

n+k
M.=¢ ()= () {z €C™: H; (z) = c;}. (2.7)
i=1

Pour tout ¢ = (c1,...,cnyk) € CTF\Q, la fibre M, est lisse.

DEFINITION 2.3. Le systeme (6) dont le coté droit est polynomial est algébri-
quement complétement intégrable s’il est completement intégrable et si pour ¢ €
CrtF\ Q, la fibre M, (7) est la partie affine d’une variété abélienne (tore complexe
algébrique T™ ~ C"/réseau). Autrement dit, si M, = T™\D, ou D est une sous-
variété de codimension 1 (une hypersurface algébrique de T™). Dans les coordonnées
naturelles de ces tores, les flots (dépendants du temps ¢ € C) définis par les champs

de vecteurs hamiltoniens (engendrés par H ,...,H,) sont des mouvements rectilignes
et les coordonnées z; = x;(t1,...,t,) du problme sont des fonctions méromorphes
de (tl, ce ,tn).

Puisque le flot évolue sur le tore complexe T™ ~ C™ /réseau, les coordonnées x;
restent finies sur la partie affine (c’est-a-dire non compacte) M. de ce tore et en outre
les coordonnées x1,..., T, doivent tendre vers l'infini le long d’un diviseur D C
C™/réseau. Par la définition de la compléte intégrabilité algébrique, le flot (6) est
linéaire (mouvement rectiligne) sur 7", chacune de ces trajectoires doit cependant
heurter la sous-variété D en au moins un endroit. Réciproquement, a travers tout
point de D il existe un mouvement rectiligne et par conséquent un développement
de Laurent autour de ce point d’intersection. Les équations (6) admettent des
séries de Laurent lesquelles dépendent des n — 1 parametres définissant D et des
n+ k constantes ¢; définissant T, c-a-d., les séries autour des points d’intersection,
dépendent de (n + k) + (n — 1) = m — 1 = dim(espace de phase) — 1 parametres
libres.

Certains systemes intégrables apparaissent comme des revétements de systeémes
algébriquement completement intégrables. Les variétés invariantes M, satisfont a
la condition : M, = T"\D ou T" sont des revétements de variétés abéliennes
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T™ ramifiés le long d’un diviseur D (sur T™). Ces systémes concernent des situ-
ations ol les exposants de Kowalewski (c¢’est-a-dire valeurs propres de I'opérateur
linéaire intervenant dans la recherche des solutions sous forme de séries de Laurent)
sont des fractions. On dit que ces systemes sont “généralement” algébriquement
completement intégrables.

Naivement, pour compactifier la variété M, on peut étre tenté de prendre le
compactifié M, de M, dans P™(C). Or M, n’est pas une variété abélienne et elle est
singuliere a 'infini. Pour I’étude de l'intégrabilité algébrique du systme hamiltonien

(6), on montre d’abord 'existence de solutions x = (x1, 3, ..., %) du systeme (6)
sous la forme de séries de Laurent
oo
T, = ngk)tk_si, 1<i<m,
k=0
dépendant de m — 1 parametres libres aq, ..., ;1. En substituant ces développe-

ments dans le systéme (6), on voit (d’apres le théoreme précédent) que les coefficients
2@ 2 satisfont aux équations

sixl(.o) + fi (xgo), e ,xff?) =0, (2.8)
0 k=1
(M — k)2 = por 0) (k=1) (2.9)
polynéme en x, ', ..., T; pour k > 2,
u
af S1 0
M = e +
0 Sn

est la matrice jacobienne de (8). Des parameétres libres apparaissent dans le systéme
d’équations non-linéaires (8) lorsque celui-ci admet un ensemble continu de solutions
et dans le systéme d’équations linéaires (9) du fait que k € N* est une valeur
propre de la matrice M. L’étape suivante est fondamentale et consiste a considérer
I’ensemble :

D = fermeture des composantes continues de I’ensemble des séries

de Laurent de z(t) tels que : Hi(x) = ¢1,..., Hpyr(z) = cpk,
n

= m {coefficient de t° dans H;(z(t)) = ¢; },
i=1

= une sous-variété de codimension 1.

Ensuite on procede comme dans le théoreme ci-dessous, a la compactification de la
fibre M. (7) en une variété abélienne M..
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ExXEMPLE 2.4. Comme systeme algébriquement complétement intégrable simple,
on considre le pendule simple. Celui-ci est constitué par un point matériel suspendu
a Pextrémité d’un fil (ou une tige théoriquement sans masse) astreint & se mouvoir
sans frottement sur un cercle vertical. On désigne par [ la longueur du fil (c-a-d., le
rayon du cercle), g 'accélération de la pesanteur et = ’angle instantané du fil avec
la verticale. L’équation du mouvement est

d’z g

— + =sinz = 0.

dt? 1
Posons 0 = %, I’équation ci-dessus s’écrit 0df + %sin zdx = 0. En intégrant, on
obtient % = %cosx + C, ou C est une constante. Lorsque t = 0, z = z( (angle
initial), alors 6 = 0 (la vitesse est nulle), d’ott C' = —¥ cos zg. Par conséquent

I (dz\® 1
29(;;) :%GQZCOSI'—COS:E().

Sans restreindre la généralité, on pose g =1 = 1, d’olt 22 = 2cosz + 2C, o1 C =

—cosxg # +1. En posant z = €'®, ’équation précédente s’écrit 32 = —23-2C2%2 -1,
\ 2 _ 4.3 _ _z c _ c?
ol encore sous la forme (= = 4¢° — g2( — g3, avec ( = —F — &, g2 = =5 et

gs = g—; + 1—16. La solution s’exprime en termes de fonction p de Weierstrass comme
LT _ c _ C ]

suit : z(t) = —4p(t) — 2, ou encore x(t) = log (—4p(t) — 2 — TF).

3 — Version complexe du théoréme de Liouville

THEOREME 3.1. Soit M = N{Z = (Zo, Z1,...,Zy) € PN(C) : P,(Z) = 0},
une variété irréductible définie par l'annulation simultanée d’un nombre fini de
polynémes homogénes P; et soit M = M N {Zy # 0}, la variété affine irréductible
lisse correspondante. Posons M = M UD, ou ce qui revient au méme D = M N
{Zy = 0}. Considérons Uapplication f : M — PN(C), Z — f(Z) et posons
M= f(M) = f(M), D=D1U...UD,, ot D; sont des sous-variétés de codimension
letS=f(D)=f(D1)U...Uf(D,) =81U...US,. On suppose que : (i) f applique
de maniére holomorphe M sur M. (#4) la variété M est munie de n champs de
vecteurs holomorphes X1, ..., X, commutatifs, indépendants et que un des champs
de wvecteurs Xi(1 < k < n) se prolonge de fagon holomorphe sur un voisinage
de Sy dans PN(C). (iii) Pour tout p € Sk, la courbe intégrale f(t) € PV (C) du
champ de vecteurs Xy, passant par f(0) = p € Sk est telle que : {f(t) : 0 <| t |<
e, teC} C f(M). Cette dernire condition (iii) signifie que les orbites de Xy,
passant a travers Sy, pénétrent immédiatement dans la partie affine; en particulier
le champ de vecteurs X ne s’annule en aucun point de Si. Alors, la variété M est
compacte, connere et admet un plongement dans lespace projective PN (C). Elle est
difféomorphe a un tore complexe de dimension n. En outre, les champs de vecteurs
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X1,..., Xy se prolongent de facon holomorphe et demeurent indépendants sur M
et cette dernire est une variété abélienne M.

DEMONSTRATION. Une étape cruciale consiste & montrer que les orbites passant
a travers Sy forment une variété lisse 3,, p € Sy telle que : X ,\Sx C f(M).
Soit p € Sk, € > 0 suffisamment petit, gka le flot correspondant au champ de
vecteurs Xy et {g%, :t € C, 0 <|t|< e}, lorbite passant a travers le point p.
D’apres les conditions (i) et (i) le champ de vecteurs X}, est holomorphe sur un
voisinage de Sy et ne s’annule en aucun point de Sy, donc le flot gg(k peut-étre
redréssé (& extérieure) aprés un changement de coordonnées holomorphes. Soit
H C PN(C) un hyperplan transversal & la direction du flot au point p et soit %,
I’élément dans PN (C), formé par le diviseur Sy et les orbites ci-dessus. Posons
S = HNZX, et donc localement on a ¥, = &' x C. Montrons que X, est lisse.
Montrons tout d’abord que 8§’ est lisse. En effet, supposons que S’ est singuliere
en 0 ce qui implique que X, est aussi singuliere le long de la trajectoire (axe des
t) laquelle pénetre immédiatement dans la partie affine f(M), donc celle-ci est
singuliere ce qui est absurde (d’apres la condition (7)). Donc S’ est lisse et en vertu
du théoreme des fonctions implicites la variété X, est lisse. Considérons maintenant
'application M C P*(C) — PN (C), Z — f(Z), o0 Z = (Zy, Z1, ..., Zy) sont des
coordonnées homogenes et désignons par M la variété M = f(M) = f(M). Dans
un voisinage (C PV (C)) de p, on a 3, = M et E,\Sk € f(M) car sinon, il existe
un élément E; cM coupant X, en p € S;. Rappelons que le flot existe dans tout
voisinage de p dans PV (C) et il a été redréssé (a extérieure) précédemment. Des
lors, puisque E; est la fermeture d’une variété affine alors E;) doit étre transversale
a I'hyperplan H comme précédemment (c-a-d., localement X, = S” x C). Donc
d’apres la condition (i), on a {g%, :t € C,0 <[ t [< e} = (X, N ¥))\p C f(M).
Autrement dit, 3, N ¥} = axe des t et f(M) serait singuliere le long des axes des t,
ce qui est absurde. Montrons que D et § sont connexes. Comme la variété M et la
section générique hyperplane Hgen. de M sont irréductibles, alors toutes les sections
hyperplanes sont connexes et par conséquent D est connexe. Montrons que S est
aussi connexe. Soit Gy C P"(C) x PY(C) le graphe de I'application f, lequel est
irréductible ensemble avec M. Il s’ensuit de l'irréductibilité de G 7 qu’une section
générique hyperplane G N (Hgen. x PV(C) est irréductible et par conséquent la
section hyperplane spéciale G N ({Zp = 0} x PV (C)) est aussi connexe. Comme la
projection est une application qui conserve la connexité par continuité, on en déduit
que

Projen oGy N ({Zo = 0} x PY(C))] = f(D) = S,

est connexe. La variété M = f(M) U Upes, Xp = fF(M) U S, C PV (C) est com-
pacte, connexe et posséde un plongement dans I’espace projectif complexe PV (C)

via lapplication f. Soient g¢;, les flots engendrés respectivement par les champs
de vecteurs X; sur M et choisissons un point p; € Sg. Pour € > 0 suffisamment
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petit et pour tout ¢; € C tels que : 0 < |t1] < e, alors ¢ = g4, (p1) est bien
défini et appartient & f(M) en vertu de 'hypothese (ii7). Soit U(q) C f(M) un
voisinage de ¢ et posons g, (p2) = g—t, © gr, © gi, (p2), Vp2 € U(p1) = g+, (U(q))-
Notons que cette définition a bien un sens car ¢, est indépendant de ¢; puisque
G—(t1+e) © Gt © Gtr+e(D2) = g—t, © Gt © g, (p2), en vertu de la commutativité des
champs de vecteurs. La fonction g, (p2) est holomorphe en ps et t. Le méme

raisonnement reste valable pour les fonctions g, (p3),. .., gt, (pn) avec gi, (pn) =
g—t,_1 ©Gt, © Gt (Dn), Vo € Upn-1) = g-+,_,(U(q)). Les champs de vecteurs
Xi,..., X, se prolongent de fagon holomorphe et demeurent indépendants sur la

variété M. Fixons maintenant p € f(M) et considérons lapplication C* — M,
t=(t1,...,tn) — gtp = gt,0...0g¢, (p). Comme M est compact, on montre comme
dans le théoreme d’Arnold-Liouville [4] que ensemble L = {t € C" : g;p = p} est
un réseau de C™ considéré comme espace vectoriel réel, de rang 2n et donc engendré
par 2n vecteurs (dans C") R-linéairement indépendants. En faisant le quotient de
C™ par L, on déduit que M est difféomorphe au tore complexe C™/L. Nous avons
vu que la variété M est munie de n champs de vecteurs holomorphes, indépendants
en chaque point et commutants. Comme M est un tore complexe et comme celui-ci
posseéde un plongement projectif (d’apres ce qui précéde), alors M est une variété
abélienne. Ceci acheve la démonstration du théoreme. O

4 — Le systéme différentiel de Hénon-Heiles

Considérons le systeme différentiel de Hénon-Heiles [16]

7 = T1, Ty = —Ay1 — 2y1y2,

4.1

Yo = 2, iy = —Bys — yi — 6y3, “)
ou A et B sont des constantes. On rencontre ce systeme dans plusieurs problemes
d’applications; notamment en dynamique stellaire, en mécanique statistique ainsi
qu’en mécanique quantique. I fournit un modele pour le mouvement d’une étoile
dans une galaxie cylindrique ainsi que pour les oscillations des atomes dans une
molécule. Le systeme ci-dessus admet les intégrales premieres suivantes

H,y

1,5 2 2 2 2 3
— (z7 + x5+ Ay; + By;) + + 2y5,
2( 1 2 Y1 92) Y192 Yo (4.2)

Hy =yt + 4ytys — da1 (2192 — p2y1) + 4Ayiys + (4A — B) (27 + Ayf) .

Les intégrales premieres Hy et Hy sont en involution, c-a-d., {Hy, H2}) = 0. Le
systéme (10) s’écrit sous la forme d’un champ de vecteurs hamiltonien avec H = H,
I’hamiltonien et le second flot commutant avec le premier est évidemment régularisé
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par les équations
U1 =2 (44 — B) x1 — 8z1y2 + 4wy,
Y2 = dz1y1,
i = —2A(4A — B)y; — 4170 — 8Ay1y2 — Sy1ys — 4yi,
@y = 4} — 44y} — 8yiys.

Un calcul direct, montre que le systéme d’équations différentielles (10) admet une
famille de solutions en séries de Laurent méromorphes :

z(t) = (l/(é)(t) Y2 (1), 21 (1), 22 (1)),
p= Aoy yPeyPe 4
T RN S P
Y2 = tT"‘T‘i‘yz FYs Tty A
T = Y1,
T2 = 927

dépendant de trois parametres libres «, 3,7. En substituant ces développements
dans le systeme (10), on voit (comme dans le théoreme 1) que les coefficients
z© (M) satisfont aux équations

20 + f(@) =0, (4.3)
et
0 pour k=1,
(M — kI z® = (4.4)
polynéme quadratique en (M, ... z*=1D pour k > 1,

ol M est la matrice jacobienne de (12). Les trois parametres libres «, 8,7 appa-
raissent respectivement dans Iéquation (12), ’équation (13) pour k = 1 et k = 6.
Explicitement, ’équation (12) s’écrit sous la forme

2
SO+ =0 o0+ ()’ o,

d’ou y%o) = a = parametre libre et yéo) = —1. Le systeme (13) s’écrit explicitement

sous la forme des équations suivantes avec leurs solutions correspondantes :
a) Pour k =1,

s + Vs =0, u8 eyt =o,

d’ou ygl) = ygl) =0.
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b) Pour k = 2,

201798 + 20"y + 2 s + Ayl

(ygf») +6( (1)) L1290y <2>+By<> 0,

d’ou y;
¢) Pour k = 3,

(2) _ o A
=5 +%5 -

(2) _ o2 B

o<B
ety =13~ 13

2yMy® 1 2y | 9,30 49 0B |93 4 4 0 _

d’ou y( ) =
d) Pour k =4,

6\

2y 4202 4

2y + 1258705 + 12087 + By =0,
(3)

= 8 = parametre libre et y5’ = 0.

+ 2@yl 4oy @0 9 (1B | 5@ @) o 00 () | 4 (@

(yg)) +6(y§2>> + 12508 1 12405 + By@) ~o,

d’ot
(1 _oAB 0475 L 11e®B  11a®?A  aB? «A?
T T T T 120 720 8 °
@ _ o o?A o*B  B?
271810 T 60 240
e) Pour k =5,
125 4 2y @2 4 2y @D | 9D O | 5 B 4 o 0)5)
+ 2y(5) (0) + Ay, (3) =0,
5 0 3 1 2 1 4 2 3
63 + 250 y® 1 2yDy@ 4 19Dy 4 1990
+ 12y + By =0,
PPN 5 o? B (5
douyg):—%+56—o ety) TB
f) Pour k =6,

Oygﬁ) + 2y

1

00,0 4 0, 4 0, B 49, (6),0) L 9 (5) 0

+2y<1> <>+2y<4> @ 44,0 o,

©,) | <y§ >) +6( <3>) + 2y 4 1240,

245" + 2y

+ 12y(1)y

& 412y 8 + By =0,



40 A. LESFARI [14]

d’ou
6 Yy a’ a®A  o®B  o?B? oA oPAB

YIU T T79 T 15552 2160 T 12960 T 25020 T 1440 4320

aAB? aB? aA’B n aA3
1440 19440 288 144°
= v = parametre libre.

(6)

La convergence de ces séries est assurée par la méthode des majorantes. Considérons
maintenant I’ensemble
H = coefficient de t dans {z : H; (z) = ¢;, Ha (x) = ca},

= deux relations polynomiales entre les variables «, 3 et 7,

= une courbe hyperelliptique de genre 3 d’équation affine : (45)
a18% + aza® + aza® + asa? + a5a® + ag = 0,
ol
a1 =36, as = é, ag = %a - %b, ay = %lﬁ + L77 2 1924630
as = gab2 — FZO - 1—7001 — %a%—&— 4a®, ag = —cy.
Notons que 'application
o H—H, (a,p)r— (—a,p), (4.6)
est une involution sur H et que cette derniere est un revétement double
H—E& (a,8)—((B), (4.7)
ramifié en quatre points de la courbe elliptique € = H /o d’équation affine :
E:a1% + a4 asC® + as® + asC 4 ag = 0. (4.8)

Par conséquent, on a le

THEOREME 4.1. Les solutions du systéme (10) sous forme de séries de Laurent
dépendent de trois parametres libres. Le premier parameétre libre o apparait dans
Déquation (12) et les deux autres paramétres B,~ apparaissent lors de la résolution
du systéme (13) pour k =1, k = 6. Ces séries s’écrivent sous la forme

= y§)+ y Pty P2 D3 Ot Oy 4

yo = yfg) +ys? + s+ O 4 w9)
Ty = yg) + 92 + 2yt + 3y{" 2 + 498 5y V et 4

2y = 2y§0) + 2yt + 3y + 4yl
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ot les coefficients sont données explicitement ci-dessus. En outre, le diviseur des
poles des fonctions x = (y1,y2, 21, T2) est une courbe H (14) lisse hyperelliptique
de genre 3; c’est un revétement (16) double ramifié en quatre points d’une courbe
elliptique € (17).

Soit
M. = {z = (p1,p2,q1,92) € C*: Hy (2) = ¢;, Ha(2) =2}, (4.10)

(ot ¢ = (e1,c2) € C? nest pas une valeur critique), la variété affine définie par
I'intersection des intégrales premieres du systeme différentiel de Hénon-Heiles. On
va procéder maintenant a la compactification de M, en une surface abélienne M.. La
méthode consiste & plonger M, dans I'espace projectif complexe P7(C) & I'aide des
fonctions de £(D) ou D = 2H. Ce sont des fonctions polynomiales (fo, f1,---, f7)
ayant au plus un pole double de telle fagon que: dim £(D) = genre de D — 1 = 8.
Explicitement, on a

‘C(D) :{anf17'~‘7f7}7
={1, y1, 43, v, w1, 27 + yiya, Tay1 — 221Y2, T2 + 2AY1y + 20105 )
_ {1 a o? 1 « a?(a? —8A—B) a(a®+4A - B) 66}

o2 2 2 2 ’ 212 T2
+termes d’ordre supérieur en t.

L’application
D — PT(C), p— it [fo(p), f1(p), - f2(0)] = [0, (7). V)]

applique la courbe D sur DC P7(C) et le genre de D est 9. Considérons sur J\f/.\l'/C
deux différentielles holomorphes dt; et dt, avec dt; (X;) = 6;;. Comme H est une
courbe hyperelliptique de genre 3, alors

ado a’da da
Wy = ——, w1 = s Wy = —, (411)
B p g
forment une base de différentielles holomorphes sur H avec wg une différentielle holo-
2
morphe sur £. En utilisant les séries de Laurent (18), on montre que dt; |[p = % =

wy, dtg|p = %O‘ = wy. En outre, 'espace des différentielles holomorphes sur D est
{fi(O)WQ, 1<i< 7} @ {w1,wa}, ol les fi(o) sont les premiers coefficients des fonctions
fi € L(D) et le plongement de D dans P7(C) est & deux différentielles holomorphes

pres le plongement canonique : (o, ) € I' — [wa, fl(o)wg, A §O)wg] € P7(C). En
utilisant un raisonnement similaire a celui fait dans les théoreme 6, on montre que
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les orbites du champ de vecteurs (10) passant & travers D forment une surface lisse
Y tout le long de D tel que : ¥\D C M,. Alors, on prouve que ]\7[; = M.UX est
une variété compacte grace au fait que les solutions issues des points de D pénétrent
dans la partie affine M., plongée dans P7(C) & I'aide des fonctions de £(D). Cette
variété est munie de deux champs de vecteurs réguliers, indépendants en chaque
point et commutants. Ces champs se prolongent de facon holomorphe et demeurent
indépendants sur M,.. D’apres le théoreme 6, la variété M. est un tore complexe et
comme celui-ci possede un plongement projectif, alors M. est une surface abélienne.
Par conséquent, on a le

THEOREME 4.2. Le systéme (10) est algébriquement complétement intégrable et
le flot correspondant évolue sur une surface abélienne M. ~ C? /réseau.

THEOREME 4.3. Le diviseur D = 2H détermine sur ]\Z une polarisation du type
(2,4). Autrement dit, on a

surface abélienne M, ~ C? /réseau ot le réseau
M. — est engendré par les périodes de la matrice
(&

2 0 a b a b
<0 i b C)avec[m(b c)>0

\ {courbe algébrique S de genre 9 tracée sur ]\7[:;} .

DEMONSTRATION. Notons que o : (y1,y2,T1,T2) — (Y1,%2, —T1, —T2), est
une involution sur la surface invariante M.(19). Cette involution applique X
sur —X;, j = 1,2, on X; désigne le flot (10) et X, le second flot, ainsi o se
rameéne & une reflexion autour de l'origine sur J\Z: choisi d’une maniere appropriée.
Cette application agit sur les paramétres des séries de Laurent (18) comme suit :
(t,8,a) — (—t, B, —«). Puisque L est symétrique (c*L~L), o apparait dans £
comme une involution & agissant de deux maniéres différentes (selon le signe) et
des lors pour chaque section (fonction théta) s € H? (L), on a os = +s. Rap-
pelons qu’une section s € HY (L) est dite paire (resp. impaire) si 6s = +s (resp.
s = —s). Sous & l'espace vectoriel HY (£) se décompose en deux sous espaces :
HO (L) = HO(L)P™"™ & HO (£)™*™, ot HO (£)"*™ contient toutes les sections
paires et HO (£)™P*" toutes les sections impaires. Le calcul des dimensions des
espaces dim HO (£)P*™ et dim HO (£)°* s’obtient & Iaide des formules suivantes
[35]:

2 (14 [3] ) o
dim HO(L)Paire — 1
5165 d2

0
—= 4+ (1 + {22 — 2) pour 1 impaire
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et
% -2 (1 + [62] — 62) pour &1 paire
2 2 2
dim H°(£)°% =
by (1, [R] o R
5 5 5 | pour d; impaire

ou &y | b2, §; € N*. D’apres la théorie de la classification des fibrés en droites amples
sur les variétés abéliennes et le théoréme précédent, on a M, ~ C? /Lq ol Lq est le

réseau associé & la matrice des périodes ) = 0p 0 @ c , Im @ c > 0,
0 d ¢ b c b

avec 816, = dim H? (£L®?) =dimL(D) =g (D)—1=8et &, | &2, §; € N*. Des lors,
on a deux possibilités : (i) 01 =1, d2 = 8 et (ii) d1 = 2, J2 = 4. Compte tenu de la
formule (21), le fibré en droites £®2 a dans le cas (i), 5 sections paires et 3 sections
impaires tandis que dans le cas (i7), il a 6 sections paires et 2 sections impaires.

, paire impaire
L’espace £%? se décompose en deux sous espaces (L%?) et (£%?) de
fonctions paires et impaires respectivement pour l'involution o,

ven dd
L2 = (L) @ (£5°)°% = {fo, fr, fa, I3, o, 2} @ { fu, fe}
= {1, y1, 43, Y2, 77 + yiy2, 2122 + 2Ay1y2 + 2193} @ {71, T2y1 — 27192}

Parmi les fonctions de £®2, ils y en a 6 qui sont paires et 2 impaires par rapport a
Pinvolution o, ce qui montre que (i7) est le seul cas acceptable et par conséquent la

. - 2 0 a c a c . .
matrice des périodes a la forme < 04 ¢ b ), Im< c b ) > 0. Ceci termine

la preuve du théoreme.

REMARQUE 4.1. Le diviseur H détermine sur la surface abélienne J\Z
une polarisation du type (1,2). On a vu que l'espace des sections du fibré en

. , aire impaire
droites £%? se décompose en deux sous espaces (£®2)p et (L£%?) P

des sections (fonctions théta) paires et impaires respectivement £22 = (£&2)™"“ g

(E®2)impaire = {fo, 1, f2, [3, [5, f7} ® {fa, fe}- Une propriété remarquable est que
ir impair: ir ®2

[(L®2)pa °, (o) e} ((£®2)pa e) ot [,] désigne le Wronskien [f;, f;] =

fiX (f;) — £;X (fi) entre deux fonctions théta, relatif & un champ X arbitraire de

vecteurs holomorphes sur M,. Dés lors, la surface abélienne M., plongée dans P7(C)
peut étre décrite a I'aide de six relations quadratiques entre les fonctions théta; trois
relations renfermant seulement des sections paires et trois autres relations renfer-
mant des sections paires et impaires.

THEOREME 4.4. La surface abélienne 1\7c qui complete la variété affine M, peut
étre identifiée d la duale d’une variété de Prym PrymY (H/E) du revétement double
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(16) ot H est la courbe hyperelliptique de genre 3 d’équation (14) et £ la courbe
elliptique d’équation (17). En outre, le systéeme différentiel de Hénon-Heiles se
linéarise sur cette variété de Prym.

DEMONSTRATION. Soit (a1, ag, ag, by, ba, b3) une base de cycles de Hy (H,Z) de
telle fagon que les indices d’intersection de cycles deux & deux s’écrivent : (a;, ;) =
(bi,bi) = 0, (ai,bj) = (Sij, 1 < i,j < 3. Ona O'(Cll) = as, O'(bl) = b3, O'(Clg) = —a2,
o (bg) = —bs, tandis que @ (asz) , ¢ (ba) sont homologues a zéro dans £. Reprenons la
base (wo,w1,w2) (20) de différentielles holomorphes sur H avec wp une différentielle
holomorphe sur £. On a 0* (w1) = —w1, 0* (w2) = —wa, 0* (w3) = wp. Rappelons
que l'involution o échangeant les feuillets du revétement double H — £, identifie
& au quotient H/o. Cette involution induit une involution o : Jac(H) — Jac(H)
et modulo un sous-groupe discret, la variété jacobienne Jac(H) se décompose en
deux parties : une partie paire a savoir £ et une partie impaire qui n’est autre que
la variété de Prym Prym(H/£). On montre que si

ay w1 fa2 w1 fa3 w1 fbl w1 fbg w1 fbg w1
Q= ay w2 fag w2 fag w2 fbl w2 fbg w2 fbg w2 ’

ai wo fag wo as wo fbl wo sz wo fbg wo

est la matrice des périodes de la variété jacobienne Jac(H), alors celle-ci peut s’écrire
sous la forme

a1 w1 as w1 — a1 w1 fbl w1 sz w1 — fbl w1
Q= as w2 as w2 —Jax W2 fbl w2 be w2 — fb1 w2
a1l wO O al WO fbl (UO 0 fbl WO

En outre et toujours d’apres le méme théoreme, les matrices des périodes de Jac (&),
de Prym (H/E) et du dual Prym"” (H/E) de Prym (H/E), sont respectivement
A= ( falwo fbl wo )7

FZ(zalwl fuyor 21 fbgou)
2 alwg fa2w2 beICUQ fb2OJ2

et
FV_< w1 Jaor e be“’l)
0 @2 Joyw2 Jy w2y, we

Soit
3 w1 w1

Lo = Z(mz/ w2 +m/ we |):mi,n; €EZ
b

=1 @i wo i wo
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le réseau engendré par Z> et les colonnes de la matrice des périodes 2. De méme,
on désigne par La le réseau correspondant & la matrice A. D’apres ce qui précéde,
on a le diagramme suivant

0
1
& H
g e Lo
0 — KerN, — Prym(H/E)®E = Jac(H) Na g — 0
Nt 1
M, = M. U2H ~ C?/réseau

1
0

Le noyau de la polarisation 7 : Prym(H /) — M, = Prym" (H/E), est (¢*€) ~
Zo X Zs, et des lors la polarisation induite sur Prym(#H/E) est de type (1,2). Con-
sidérons ’application (uniformisante)

—~ P /dt
Mc—>(C2/LA:p+—>/ ( 1>,
po \dt2

ou (dty,dts) est une base de différentielles holomorphes sur J\Z: telles que: dtq |y=

w1 et dtg |’H: wa,
4
[, dt:
LA_{an(Vk :nkEZ s
k=1 ka dt2

et (v1,v2,v3,14) une base de cycles dans le groupe d’homologie H; (]\Afc, 7).
D’apres le théoreme de Lefschetz [12, 31] sur les sections hyperplanes, I'application
H{(H,Z) — H1(]\Z7Z) induite par linclusion H < M, est surjective et par
conséquent on peut trouver quatre cycles v, o, 3, 4 sur la courbe H tels que :

N ( o D o fo )
- )
ful w2 fl/g w2 flls w2 fV4 w2

Ly = {;nk <f”’“ :;) iny € Z}.

Vi

et

Ces cycles sont v1 = ay,vs = by,v3 = as, vy = by et ils engendrent H; (Z\Z,Z) de

telle sorte que
A= ( fal w1 faz w1 fbl w1 fbg w1 )

fal w2 as W2 fbl w2 sz w2
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soit une matrice de Riemann. On montre que A =T ; la matrice des périodes de
PrymY(H/E) duale de Prym(H/E). Des lors, les deux variétés abéliennes M, et
Prym" (H/€) sont analytiquement isomorphes au méme tore complexe C?/L, et
d’apres le théoreme de Chow [12, 31], ces variétés sont algébriquement isomorphes.
Compte tenu des différentielles (20), les solutions du probleme se ramenent a

s1(t) s2(t) s1(t) s2(t)
/ w1 +/ w1 = p1t, / w2 +/ wo = at,
51(0) 52(0) 51(0) s2(0)

ol w1 et po sont des coordonnées appropriées. O

5 — Unsystéme “généralement” algébriquement complétement intégrable

Considérons le systeme

i — a1 (6 +34¢3) =0, G2 — g2 (347 + 84¢3) =0, (5.1)
correspondant au hamiltonien
1 3 1
Hy = 5 (0t +3) = 50165 — 701 — 202 (5.2)

Ce systéme a été obtenu par Ramani, Dorizzi et Grammaticos [42] et il est intégrable
au sens de Liouville, la seconde intégrale premiere (de degré 8) étant

1
Hs = p} — 6ai¢5p% + qias — aip} + 4565 + Aqi qep1p2 — qip3 + 1q§ (5.3)

Les intégrales premieres Hy et Ho sont bien en involution, {H;, Ha} = 0. Le systéme
(22) admet deux familles de solutions de Laurent

(¢1,92,p1,p2) = (til/z,fl,t*B/?,t*z) x série de puissances en t,

dépendant de trois parametres libres u, v, w et ou les exposants sont des fractions.
Plus précisément, on a

= L (u - iugt + ot? — %SU7t3 + %u(%ugv - ﬁ’YGu + 3ew)t* 4 - ) ;

Q2 = % <E — isu t+ ;Eu 2 + 1Eu(?éu — 30)t* + wt* + - ) ;

P = %/ ( %uBt + 3ut? — 12758153u7 (5.4)
g <3u311 §76u —|—35w) t4—|--~-),

1 1 1 5 1 1 3 4
p2:1&2<_2€+85ut + Eu(g—zu — 30)t° + 3wt )7
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ou € = £1. La convergence de ces séries est garantie par la méthode des fonctions
majorantes. En substituant ces développements dans les équations H; = by (23),
Hy = by (24) o (b1, b2) € C2%, on obtient deux relations polynomiales entre u, v et
w. Le parametre w s’élimine de fagon linéaire et on obtient une courbe I' d’équation
affine :

65 93 3
I 6(u,v) = —uv® + —ubv® + —— (—9829u® + 26112H, ) u’v
4 64 8192 (5.5)
10299 5 123 o L 1536298731 '
65536 256 ' - R

Pour déterminer le genre de la surface de Riemann I', considérons § comme un
revétement par rapport a u et cherchons ce qui se passe quand v " co. On a
65 93 29487 10299
s 79 602 _ 11 w16
(u0) = “pu’ + Gu 8192 " " 65536
et (oo = =P —Q— R, (V)oo = —3P —3Q — 3R. Posons t = 1, d’'ou
1 /65 93 29487 10299
s 09 3415 4 22, 2410 5
(w,0) = 715 ( Ve 8192 65536

+ termes d’ordre inférieur,

Ceci suggere le changement de cartes suivant : (u,v) — (w = vt®,t = 1). La
fonction

d0(u,v) 195 n 93 6 29487 1 _ 195w? 93 w 29487 1

oo 2 TR T e T 4 T3l 8102 o
étant méromorphe sur la surface de Riemann T', alors le nombre de zéros de 2 %
est égal au nombre de poles de 2. Comme (%)P = —11P, (%) = -11Q,

(%)P = —11R, alors le nombre de zéros de 2% dans la partie affine F\P Q, R est
égal a 33. En tenant compte de l'infini et de la formule de Riemann-Hurwitz, on
obtient g = =3+1+ % = 20. Donc les séries de Laurent du systeme (22) sont donc
parametrées par deux copies I'; et I'_; d’'une méme courbe I' de genre 20.

Soit A la variété invariante,
A:{JL‘:lebl,HQ:bg}, (56)
ol by et by sont des constantes génériques.

THEOREME 5.1. Le systéme (22) se prolonge en un systéme (29) de cing équations
algébriquement complétement intégrable ayant trois intégrales premieres quartiques
(30). Génériquement, la variété invariante B(33) définie par lintersection de ces
quartiques forme la partie affine d’une surface abélienne B. Le diviseur réduit a
Vinfini B\B = C1+C_1 est trés ample et a deux composantes C1 et C_1, d’une courbe
C(32) de genre 7. Les seize fonctions de l'espace LW (34) plongent ces courbes dans
un hyperplan de CP' et ces derniéres ont deux points en commun en lequel Cy est
tangente a C_y.
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DEMONSTRATION. Soit A — C®, (q1, g2, p1,p2) — (21, 22, 23, 24, 25), le mor-
phisme défini sur la variété affine A(27) par

21:(1%, 22 =42, 23 =DP2, Z4={q1P1, Zs:pf—qfqi (5.7)
En utilisant ces variables et les équations (22), on obtient
21 - 2Z47 2':2 = z3, 2'”3 = 22(321 + SZS)’ (5 8)
Z4 = zf + 42125 + zs, Zs = 22124 + 42524 — 2212923. '
Ce nouveau systéme sur C° admet les trois intégrales premieres suivantes :
1 2o, Lo 1, 4
= 5% ~ 1% + 3%~ 1A~ 225,
1
= zg — 2225 4+ 421202324 — zfzg + 2 — 42222 (5.9)

4

2,2 2
s =z125 + 2125 — 23,

et il est completement intégrable. La structure hamiltonienne est définie par le
. H 5 H N
crochet de Poisson : {F,H} = <%—Z, J%—Z> =2 ki1 Jkl%%, ol

OH <8H OH OH OH 8H>T

0z  \ 0z Ozy 0z3 0z4 Ozs
et
0 0 0 221 4zy
0 0 1 0 0
J = 0 -1 0 0 22129 ,
—2z1 0 0 0 225 + 42123
—4zy 0 —2z129 —225 — 42123 0

une matrice antisymétrique a éléments polynomiaux satisfaisant a l'identité de Ja-
cobi. Le systeéme (28) peut s’écrire sous la forme

X T
t=J—, z= (21722,23724725) s

0z

ou H = Fj. Les deux intégrales premiéres F et Fy sont en involution : {Fy, Fo} =0,

tandis que F5 est triviale (fonction de Casimir), i.e., J 88}; 3 = (0. Les solutions de
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Laurent du systéme (29) dépendant de quatre parametres libres, sont de la forme

5= % (A7 + 2D 22 4 208 4D ),
2 = % ( O 42t 42282 4 28 4 20 4 ) :
vy = %2( B O N NP C M )

24:$< S0 4 22 9 B3 L g (W +)
zg,zt%( O 42Dt 4 2082 42080 4 20 +)

On substitue ces développements dans les équations
Z1=2z5 + 22% + Szlzg,
Zo = 32129 + 82;,
s5 = 2181 + 2254 — 2212059,
déduites du systeme (22) et on détermine par induction les z,(cj )(k =1,2,5). On

obtient pour 7 = 0 un parametre libre «, pour j = 2 un autre parametre libre 3 et
pour j = 4 deux parametres libres vy et 6. Explicitement, on a

1 1 o2 3 2 3
=Za-- t— AB) 2 4 yt3 + -
a=ca—sat 4 ft— cca (0 $48) £ 4t 4o
z :isf15a+15a2t—is(fa3+126)t2+0t3+~-
T4 8 32 ’
1 Lo, 1 3 2
%= =558+ gea fﬁs(fa +128) t +30t> + -,
1 1 1 3
- - = 46) t t2
S LR L T G A LR
1 1 1
z5zﬁa2 4t( +45)—|—4a(a +25) ( 2[3—27+4590¢)t+~-,

o ¢ = £1. Donc le systéme (22) admet deux familles de solutions de Laurent
dépendant de 4 parametres libres «, 3,7 et 6. La convergence de ces séries est
garantie par la méthode des fonctions majorantes. En substituant ces développe-
ments dans les équations Fy = ¢1, F» = ¢g et F5 = c3, (¢1, ca, c3 étant des constantes
génériques) on obtient trois relations polynomiales entre «, 3,7 et 6 :

7T o, 1 5
F1 62@ - gaﬁ - 559 Ccy,
1
= 6 (4ﬁ — a3) (4a25 —o® + 64efa — 327) = ca,
_ 1 s 2 13 2 _
F5 = 32a B 4045 3eba” + day = cs.
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Les parametres y et 6 s’éliminent de fagon linéaire et on obtient une courbe d’équation
affine :
C: A, ) =0, (5.10)

ou
A(a, B) = 648° — 160°% — 4 (a® — 320%¢; — 16¢3) B
+ « (3202 — 32a401 +a8— 16a203) .

Les séries de Laurent (25) sont donc paramétrées par deux copies C11, d’une méme
courbe C. Nous allons maintenant calculer le genre de cette courbe. On a

Ala, B) = 643° — 160°3? — 4a°B — o + termes d’ordre inférieur,

3
= H(ﬁ + aja?’) + termes d’ordre inférieur.
j=1

Considérons A comme un revétement par rapport a «. Au voisinage de o = 0o, on
af=—aj®+ -, et (0)c =—P—-Q—R, (B)oc = —3P—3Q—3R. Posons t = I,
alors

Ala, B) = %(64#’&” — 1615882 — 433 — 97) +

Ceci suggere le changement de cartes Suivant s (o, B) — (w =36,t = i) Notons

que la fonction % = 192“’ - 32% — 7% 1+ ..., est méromorphe sur C. Des lors
#zéros de8 = #ples deaA et (%ﬁ) = —6P, (ﬂ)Q = —60Q, (a—A) = —6R,
%ﬁ —6(P+Q+R). Par conséquent, le nombre de zéros de 2 5 2 dans la partie

affine C\{P Q, R} est 18. D’apres la formule de Riemann-Hurwitz, le genre de C
estg=-3+1+ 128 =T.
Soit

B= m {z: F(2) = e} C C7, (5.11)

ou ¢ nest pas une valeur critique, la variété affine définie par l'intersection des
trois constantes du mouvement. Nous allons voir en détail comment completer B
en une variété abélienne. La méthode consiste a trouver une base de ’espace des
fonctions polynomiales des coordonnées

f=f(z,...,25) polynmes
de degré < r, tels que:
LU = flz(t) =tz +...), /[Fe = cr, k=1,2,3],
avec 2(0£0 sur D ou
z(t) est donné par(7.24)
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de telle facon que le plongement D de C; 4+ C_; dans CPY  I'aide de ces fonctions,
satisfasse & la relation : genre géométrique de D) = N, + 2, ot D) ¢ CPV".
Nous allons voir que L®*) fournit un plongement de D™ dans I’espace projectif
(C]P’lS, que le diviseur D@ ainsi obtenu est de genre 17 et qu’il est tres ample. On
a L(l) = {fO,flan}a L(z) = L(l) ) {f3,f47f5,f6}7 L(S) = L(2) S {f77f8af97f10},
LW = L®) & {fia, f13, f14, f15}, o

1 1
fo=1, f1=Z1=¥0¢+~~7 f2=Z2=?tE+~~~,
148 — a3 1
f3:2z5—zf:—§f+..., f4:,23—|—252§:—2—t5a+...,
_ - 1, _ _1 45—0[3
fo=za+ez120 = 270! +.. f6*[f1af2]*15T Ty
_ _ 13 _ _ 1
f7—f1a—2t04 +oee fs—fza—4tsa +--
1 1
f9:z4b:§a3(fa3+4ﬂ)+~--, f10:z5b:f§a4(—a3+4ﬂ)+~',
1 1
fu=fsa=—patto fiz = fifob = —ga’e (o +48) + -,
3 48—
f13:f4f5+[f17f4]:§a5f+“'7
1 .48 —ab
f14=[f17f3]+25[f1’f6]:§QST+"'7
2 o’
fis=fs =2+ 4fi=—— 4,
ou [s;, 8] = $jsk — 5;8 est le wronskien de s; et s;, a = f1 +2efs et b= f35 +

2¢ fs. Notons tout d’abord que les espaces L), L) et L®) ne fournissent pas le
plongement en question car g(D") # dim L") + 1, r = 1,2,3. Plus précisément,
comme le plongement dans CP? via L™ ne sépare pas les feuillets, on passe & L2 et
on constate que le plongement dans CPS est aussi inacceptable puisque g(D(Q)) > 6
et D@ c CP® # CPY"2, ce qui contredit le fait que N, = g(D®) — 2. De la
méme maniere, on utilise les fonctions (fy, ..., fio) de 'espace L®) et on considere
le plongement correspondant dans CP'®. Pour des valeurs finies de « et 3, on divise
le vecteur (fo,. .., fi0) par fa, ensuite on fait tendre ¢ vers 0 et on obtient
145

1
[0:2a:1:—£(48—a®): —a: —ea?: 5(46 —a%)ea?: e

iea?’(élﬁ —a?): —isa4(4,6’ —a?)].

Le point @ = 0 nécessite une attention particuliere. En effet autour de ce point, le
parametre [ se comporte comme suit : 8 ~ 0,i,/c3, —i,/c3. Donc au voisinage de
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o, p) = (0,0), le point correspondant est envoye vers le point
B 0,0), 1 i d ¢ 1 i
[0:0:1:0:0:0:0:0:0:0:0] € CP'?,

lequel est indépendant de e = %1, tandis qu’au voisinage du point (o, 5) = (0,i/c3)
(resp. (a,B) = (0, —i/c3)) on obtient deux points distincts :

[0:0:1: —4ei/e3:0:0:2eiy/c5:0:0:0:0]
(resp.[0:0:1:4eiy/c3:0:0: —2eiy/c3:0:0:0:0]),

en tenant compte du signe de €. Au voisinage de a = 00, la surface de Riemann
(32) possede trois points en lesquels, elle se comporte comme suit :

1279 4, 1 , 1, .
~ 2 2 o3 (1333 - 12 )— (1 12 )
B~ e ( 333 — 1295i/3) , oo (1333 + 1205iV/3
Des lors, en divisant le vecteur (fo,..., fi0) par fig, le point correspondant est

envoyé vers le point
[0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:1] € CP*.

Donc g(D®) —2 > 10 et DG < CPY™ # CPY 2, ce qui contredit le fait que
N, = g(D®) — 2. Considérons maintenant le plongement de D*) dans CP* via
les 16 fonctions fo,..., fi5 de L) (34). On vérifie aisément que que ces fonctions
séparent tous les points de la surface de Riemann (& I’exception peut-étre des points
a=o00et a=LF=0): Les surfaces de Riemann C; et C_; sont disjoints pour des
valeurs finies de a et 5 a’exception de a« = 8 = 0; en divisant le vecteur (fo, ..., fi5)
par fo et en prenant la limite ¢ — 0, on obtient

1 1
0:2a:1: (4B —a’): —a:—ca?: 5(4ﬂ—a3):5a3 : 5042:

isa?’(élﬁ —a%): —i€a4(4ﬁ —a%): —%5044 : —ia3(4ﬁ —a%):
%a (4,8 — a3) cead (4ﬁ — 043) s —2ea0?|.

Comme précédemment, le point @ = 0 nécessite une attention particuliere et le
parametre 8 se comporte comme suit : 8 ~ 0,4,/¢3, —i,/¢3. Donc autour de (a, §) =
(0,0), le point correspondant est envoyé vers le point

0:0:1:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:0] € CP'?,
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lequel est indépendant de ¢ = =+1, tandis qu'autour du point (a,3) = (0,i,/c3)
(resp. (a, 8) = (0,—i4/c3)) on obtient deux points distincts :

0:0:1:—4ei\/e3:0:0:2ei4/c3:0:0:0:0:0:0:0:0:0]
(resp.[0:0:1:4eiy/c3:0:0: —2ei/c3:0:0:0:0:0:0:0:0:0]),

en tenant compte du signe de . Concernant le point o = oo, il est opportun de
diviser par f19; des lors le point correspondant est envoyé vers le point

0:0:0:0:0:0:0:0:0:0:1:0:0:0:0:0] € CP'?,

lequel est indépendant de e. Le genre du diviseur D™ obtenu de cette maniére
est égale & 17 et la condition D) ¢ CP'® = CPY~2, est satisfaite. Soit £ = L(*)
et D = D®W. Nous allons voir que les orbites du champ de vecteur (29) passant
a travers D forment une surface lisse ¥ autour de D telle que : ¥\B C B et
la variété B = BU X est lisse, compacte et connexe. En effet, soit ¥(t,p) =
{z(t) = (#1(t),...,25(t)) : t € C,0 < [|t| < €}, Vorbite du champ de vecteurs
(7.22) passant a travers le point p € D. Soit 3, C CP* un élément de la surface
formée par le diviseur D et les orbites passant a travers p. Posons ¥ = UpepX,
et considérons la surface de Riemann D’ = H N'Y ott # C CP'® est un hyperplan
transversal & la direction du flot. Si D’ est lisse, alors d’aprés le théoreme des
fonctions implicites la surface ¥ est lisse. Par contre, si D’ est singuliere en 0,
alors ¥ doit-étre singuliere le long de la trajectoire (axe des t) laquelle pénetre
immédiatement dans la partie affine B. Donc B est singuliere ce qui est absurde
car B ol ¢, n'est pas une valeur critique, est le fibré d’un morphisme de C® dans
C3, donc lisse. Soient B la fermeture projective de B dans CP°, Z = [Zo : Z1 :
... Zs] € CP° et I = BN {Zy = 0} le lieu a P'infini. Considérons I’application
B C CP° — CPY, Z —s f(Z), ot f = (fo, f1,---, f15) € L(D) et soit B = f(B).
Dans un voisinage V(p) € CP'® de p, on a &, = B et £,\D C B. Sinon, il existe
un élément de surface ¥, C B tel que : ¥, N3, =(axe des t), orbite ¥ (t,p) =(axe
des t)\ p C B, et donc B serait singuliere le long de ’axe des ¢ ce qui est impossible.
Puisque la variété B N {Z, # 0} est irréductible et puisque la section générique
hyperplane Hgen. de B est aussi irréductible, alors toutes les sections hyperplanes
sont connexes et par conséquent I est aussi connexe. Considérons maintenant le
graphe 'y C CP° xCP'® de I'application f, celle-ci et B sont irréductibles. Il s’ensuit
de T'irréductibilité de I q'une section générique hyperplane I'f N {Hgen. X CP'} est
irréductible, dés lors la section hyperplane spéciale T'y N {{Z, = 0} x CP'"} est
connexe et donc la projection projeps{L'y N {{Zy = 0} x CP'®}} = f(I) = D,
est connexe. D’ou, la variété BU X = B est compacte, connexe et admet un
plongement dans CP'® via f. On veut montrer que B est une surface abélienne
munie de deux champs de vecteurs indépendants et commutatifs. Soit ¢™ and ¢
les flots correspondants aux champs de vecteurs Xr, et Xp,. Ces derniers sont
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engendrés respectivement par Iy et Fy. Pour p € D et pour € > 0 assez petit,
¢™ (p), V71,0 < |11] < €, est bien défini et on a ¢™ (p) € B\B. Donc on peut définir
@™ sur B par ¢™2(q) = ¢~ ¢™2¢™ (q), g € U(p) = ¢~ ™ (U (6™ (p))), ot U(p) désigne
un voisinage de p. D’apres la commutativité des champs de vecteurs, on voit que
6™ est indépendant de 71; ¢~ GG (q) = ¢TI G TG 61 67T G2 67 (q).
Nous affirmons que ¢™(q) est holomorphe en dehors de D. Cela est dii au fait que
@™ ¢™(q) est holomorphe en dehors de D et que ¢™ est holomorphe dans U(p)
et applique de manieére bi-holomorphe U(p) sur U(¢™ (p)). Maintenant puisque
les flots ¢™ et ¢™ sont holomorphes et indépendants sur D, on peut utiliser un
raisonnement similaire a celui fait précédemment et montrer que B est un tore
complexe C?/réseau et en particulier B est une variété kithlérienne. Il suffit pour
celd de considérer le difféomorphisme local C2 —s B, (11, 72) — ¢ ¢™(p), ol
p € B est fixé. Le sous groupe additif {(r1,72) € C? : ¢™¢™(p) = p} est un
réseau de C?, donc C? /résean — B est un difféomorphisme biholomorphe et B est
une variété kiahlérienne munie de la métrique (de Kéhler) suivante : dr ® d71 +
dre @ dTo. D’apres le théoreme de Moishezon [15], une variété complexe kéhlérienne
compacte ayant un nombre suffisant (égal a sa dimension) de fonctions méromorphes
indépendantes est une variété projective. Ici, on a B C CP*. Donc B est en méme
temps une variété projective et un tore complexe C? /réseau et en vertu du théoréme
de Chow B est une surface abélienne. O

Nous allons montrer (d’aprés une méthode de Piovan [40]) que la variété A se
compleéte en un revétement cyclique double de la surface abélienne E, ramifié le
long du diviseur C; + C_1. C’est ce qui explique pourquoi les solutions de Laurent
(notamment ¢;) contiennent des fractions du type /2,

THEOREME 5.2. Le systéme (22) est ”généralement” algébriquement compléte-

ment intégrable. La surface invariante A(27) se compléte en un revétement cyclique
double A de la surface abélienne E, ramifié le long du diviseur C1 +C_1. En outre,
A est lisse sauf auzx points doubles d’intersection des courbes Cy et C_y; il s’agit de
points singuliers du type As. L’équation analytique locale autour de ces singularités
est : X4 +¥2 +272 =0, o0 X,Y et Z sont des coordonnées locales appropriées. La

résolution A de A, est une surface ayant comme invariants: X(A) =1 et py(A) = 2.

DEMONSTRATION. Le morphisme

¢ tA— B, (q1,q92,p1,02) — (21, 22, 23, 24, 25),

prolonge le champ de vecteurs (22) en un systéme algébriquement intégrable (29)
et la variété affine A (27) sur la partie affine B (33) d’une variété abélienne B
avec E\B = C; + C_1. Notons que ¢ est un revétement non ramifié. La surface
de Riemann I'(26) va jouer un rdle important dans la construction du compact-

ifi¢ A de A. Soit U une carte affine de I'. (¢ = £1) dans laquelle les séries de
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Laurent (25) sont définies et soit G un groupe cyclique de deux éléments {—1,1}
sur Vi = U x {1 € C:0 < |7| < 6}, out 7 = /2. L’action de G est définie par
(—=1)o(u,v,7) = (—u, —v, —7), et n’a pas de points fixes sur V7. On peut donc iden-
tifier le quotient V7 /G avec I'image de P'application lisse h! : VJ — A définie par
les développements (25). On a (—1,1).(u,v,7) = (—u,—v,7) et (1,—1).(u,v,7) =
(u,v,—7), ie., G x G agit séparément sur chaque coordonnée. Donc, V7 /G>
s’'identifie & 'image de ¢ o h! dans B. Notons que AJ = VJ /G est lisse (excepté en
un nombre fini de points) et 'adhérence de AZ se déduit de celle de V7 et de I’action
de G. Maintenant, on adjoint & A les différentes variétés A7\{quelques points}, on
obtient une variété complexe lisse A laquelle est un revétement double de la variété
abélienne B (construite dans le théoréme précédent) ramifié le long de C; + C_4
et par conséquent peut étre complété en un revétement cyclique algébrique de B.
Pour voir ce qui se passe au niveau des points manquants, on doit examiner I'image
de T x {0} dans UAZ. Le quotient I' x {0} /G est birationnellement équivalent & la
surface de Riemann Y de genre 7 :

65 4 93 4, 3

T = = —— (—9829z* + 26112b;) 2

AL +8192(9899:+6 1) 2%y,
_10299$8_§b Wbt 1536298731\
65536 256 ! 2 52 -

ol y = wv,r = u?. La surface de Riemann Y est birationnellement équivalente

a C. Les seuls points de Y fixés sous (u,v) — (—u, —v) sont les points & l'infini

correspondant aux points de ramifications de Uapplication I x {0} 21 T, (u,v) —
(z,y) et coincident avec les points & l'infini de la surface de Riemann C. Donc la
variété A construite précédemment est birationnellement équivalente au compactifié
A de la surface générique invariante A. Des lors, A est un revétemnt double cyclique
de la surface abélienne B ramifié le long du diviseur C; +C_1, ou C; et C_; ont deux
points en commun en lesquels C; est tangente a C_;. On en déduit que le systeme
(22) est ”généralement” algébriquement complétement intégrable. En outre, A est
lisse sauf aux points doubles d’intersection de C; et C_;. Plus précisément, il s’agit de
points singuliers du type As. L’équation analytique locale autour de ces singularités
s’écrit sous la forme : X 44Y24+27%2=0,0n X,Y et Z sont des coordonnées locales
appropriées. Soient A la résolution de A, X (A) la charactéristique d’Euler de A et
Dg (Z) le genre géométrique de A. Alors, A est une surface ayant comme invariants:

X(A) =1 et py(A) =2, ce qui acheve la démonstration du théoreme. O

REMARQUE 5.1. Soient dty, dto deux 1-formes holomorphes sur B correspondant
respectivement aux champs de vecteurs Xp, et Xg,. Posons ( = 712 et £ = 2L
En utilisant ces champs de vecteurs et les séries de Laurent (31), on obtient les
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différentielles :
B B i 3§ aC B 8
wi=dhle. = 7 (875 T ot df) o o (=48 + a3y
_ _ (=08, o, 2
w2 =dizle. = 5 < oty ) . Caprap ™

ou A = %8% — g—ég—é En outre, le champ de vecteur Xp, est tangent a C; et &
C_1 au point double correspondant & o = co. L’involution o : (21, 22, 23, 24, 25) —>
(21, — 22, 23, —24, 25) sur B agit sur les parametres libres comme suit,
o (ta,B,7,0) — (—t —B,—7,0) et donc C; = oC_1. Géométriquement,
cela signifie que C; et C,l sont déduites 'une de ’autre par une translation dans la

surface abélienne B.

REMARQUE 5.2. On peut déduire les solutions (25) a partir des développements
(31) et du changement de variables : ¢; = /21, g2 = 22, p1 = ;—‘1‘, po = z3. La
fonction z; a un podle simple le long du diviseur C; + C_; et un zéro double le long
de la surface de Riemann de genre 7 définissant un revétement double de A ramifié
le long de C; +C_;.

6 — La toupie de Goryachev-Chaplygin et le réseau de Toda

Nous allons voir dans cette section que le réseau de Toda et la toupie de Goryachev-
Chaplygin sont intimement liés et font partie d’un systeme intégrable de sept vari-
ables. Ce systeéme est algébriquement compléetement intégrable tandis que celui
du réseau de Toda et de la toupie de Goryachev-Chaplygin sont généralement
algébriquement completement intégrable.

— Un systeme intégrable de sept variables

Considérons le systeme differentielles [6] de sept variables x1,...,z7 € C :
i = —8x7, T4 = 4x975 — T7,
.%"2 = 4.’)35, .’1'?5 =T — 4,@2.’1)47 (61)
T3 = 2(3?4.%‘7 — 1‘5376), Tg = —X1T5 + 2T2T7,

i’7 = T1T4 — 2$2$6 — 4$3.
Ce systeme admet les cinq intégrales premieres suivantes :

F) =z — 84 + 422 = 6¢y, Fs = x5+ af + 22 = c3,

6.2
Fy = 2129 + 426 = 202, Fy = 2923 + 2476 + 2527 = 4, (6:2)

2 2
Fs =g+ 27 — 123 = c5,
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ou c1, C2, c3, €4, C; désignent des constantes génériques. Il est complétement
intégrable et la structure symplectique est définie par le crochet de Poisson {F, H} =

OF 7OH\ _ 7 OF 8H
<81 o > = Zk,l:l Ikt 5y D ou

0 0 —A g —Zg B —C

0 0 0 —%.’1?5 411164 —%$7 %.1'6

A 0 0 0 0 —I3T5 T34
J=| —ar 33 0 0 0 0 —sz3 |,

6 —3x4 0 0 0 1xs 0

—-B 51’7 I35 0 —%{173 0 —T2X3

C —%xg —X3x4 5:1;‘3 0 IoX3 0

A =2x427 — 225206, B =x125 + 22027, C = 2124 + 22076,

est une matrice antisymétrique a éléments polynomiaux satisfaisant a l'identité de
Jacobi. Le systéme (35) peut s’écrire sous la forme

.
r=J-—, H=F, = (x,%2,x3,%4,s,%s,27)

ox’

Les deux intégrales F; et Fy sont en involution : {Fy, Fo} = 0, tandis que F3, Fy
et Fy sont des fonctions de Casimir : J% =0, k =3,4,5. Le systeme (35) admet
des solutions de Laurent dépendant de six parametres libres :

2eq

21 = ——% 4202 — 2e(ala® — 2c1) + O)t — (26 + O)at? + o(t3),

2y = _% - % - g(a —2¢,)t — 1(2«£+C)at2 +o(t%),

By = €+ Q)+ 26+ Q) — S(5a — 1) €+ Q) — 8(2esa+ ea))t + olt?),

Ty = —8% + é(aQ —2¢1) + 7(25 + Ot + o(t?), (6.3)
5 = 8% %(a2 —2¢) — 7(25 +30)t + o(t2),

v = 1 + 26— (02 = 2e)a+0) — (26 + 30 + o),

pr = =+ S(a(e? — 20) + Q) + F(2E+ Ot +of2),

olt € = 44, () = 20 —3cia+cy et les parametres «,  appartiennent & une courbe
hyperelliptique de genre 2,

H: ¢ = (20° = 3cia+ ¢9)? — 4(4eza® + dega+ cs). (6.4)



58 A. LESFARI [32]

La convergence des séries (37) est garantie par la méthode des fonctions majorantes.
Les séries de Laurent du systeéme (35) sont donc paramétrées par deux copies Hy;
et H_; (respectivement pour € = i et ¢ = —i) d’une méme courbe hyperelliptique H
(38) de genre 2. En utilisant un raisonnement similaire & celui fait précédemment,
on montre que le plongement D de H; + H_; se fait dans un hyperplan de I’espace
projectif P15(C) via les fonctions de I’espace

L2(H; +H_;)) ={1,21, 22, 3, T4, Tg, T3, T9, T10, 14} B {T5, T7, T11, T12, T13, T15},

ou x1, o, T3, T4, Ty, T, L7, Sont données ci-dessus et

(§+) = Tal§ +0) +o(1),

8 = a2ty = 16t2

T9 = 3103 = 4t2 (§+C)**0¢ (€+¢) +o(1),

T10 = T1%4 + 22976 = *%Of - 27t(§+ Q) +o(1),

r11 = 2[5617582] = x1@5 + 2wo7 = 2? + % +o(1),

T12 = %353 = —T5Te + T4y = 16t2 (€+¢) +o(1),

T13 = %[5627333] = TaT12 — 2x375 = 16t2 a(l+¢)+o (1) ,
P =)= (€4 O e a(€ + 0% + (1),

64152 32t

1 € 1
Ti5 = 5[11@3] = 11712 + 423707 = —ﬁaz(f +¢)+o (t> )

ou [sj, k] = S;sk — 8,5k est le wronskien de s; et s;. En plongeant les courbes
H; et H_; dans un hyperplan de P!*(C), on constate qu’elles ont un seul point
en commun en lesquel H; et tangente & H_;. Au voisinage de o = oo, la courbe
H posséde deux points en lesquel : & + ¢ = 4a® + o(a), en choisissant le signe

2 . Y . .
4+ pour ( et £+ ( = 403@'2% + termes d’ordre inférieur, en choisissant le
signe - pour (. Des lors, en choisissant le signe 4+ pour ¢ et en divisant le vecteur
(1,21,...,215) par 14 = 3, le point correspondant est envoyé vers le point [0 :

: 1 : 0] € P(C), lequel est indépendant de . Le choix du signe - pour ¢
meéne a deux points différents, en tenant compte du signe de . Par conséquent,
le diviseur D obtenu est de genre 5 et donc 2D est de genre 17 satisfaisant ainsi a
la relation : genre géométrique de 2D = N + 2, c-a-d., 2D C P(C) = P9=2(C).
Comme précédemment, on montre que la variété affine

B= n {x: Fu(2) =} C CT, (6.5)
k=1
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définie en égalant les invariants Iy, Iy, I3, Iy, F5, a des constantes génériques, se
complete en une variété abélienne B par ’adjonction du diviseur D = H; + H_;.
La variété B est munie de deux champs de vecteurs commutants et linéairement
indépendants en chaque point. Soient dt; et dtz deux 1-formes holomorphes sur
B correspondant respectivement aux champs de vecteurs Xp, et Xp,. En posant

Y1 = %7 Yo = é, A= %% - g—?jjg—?ﬁ, on obtient les formes différentielles

1 /0 0
w1 = diyy, = (yldy 2 dyl):aad%

A\oty 72 Oty ¢
_ _ 1 8y1 6y2 _ b
Wy = dt2|’HE = _A <8t1 dyg — 8151 dy1> = CdO&,

ou a et b sont des constantes. Les points ol le champ de vecteurs Xp, est tangent
aux courbes H; et H_; sur B sont fournis par les zéros de la forme ws. Le champ X g
est tangent a H; et H_; au point double en lequel les courbes H; et H_; se touchent;
ce point correspond & o = oco. L’involution o : (z1,z2, 3,24, 25, Te, T7) —
(z1, 22, 23,24, —T5, 6, —x7) sur B agit sur les parametres libres comme suit o :
(t,a,(,e,c1,c0,C3,¢C4,C5) —> (—t,a,(,—€,c1,Ca,C3,¢C4,C5). Dou H; = oH_; et
géométriquement cela signifie que H; et H_; sont déduites I'une de 'autre par une
translation dans la varété abélienne B. Par conséquent, on a

PROPOSITION 6.1. Le systéme différentiel (35) est algébriquement complétement
intégrable. La variété affine B (39) admet un plongement dans un hyperplan de
Uespace projectif complere P15(C). Génériquement, cette variété forme la partie
affine d’une surface abélienne B. Le diviseur réduit a linfing E\B =H;,+0H_; a
deux composantes H; et cH_; d’une méme courbe hyperelliptique H (88) de genre 2
et ces dernieres ont un seul point en commun en lesquel H; est tangente a o H_;

— La toupie de Goryachev-Chaplygin

Dans le cas particulier ou ¢4 = ¢5 = 0, on obtient le systeme différentiel décrivant
la toupie de Goryachev-Chaplygin

my = 3mams, 1 = 4m3ys — ma73,
m2 = —3m1m3 — 4")/37 ;)/2 =mi7y3 — 4m3717 (66)
m3 = 47, Y3 = ma7y1 — M1z,

et admet les quatre invariants suivants :
H, = m% er% +4m§ — 871,
Hy = (m? +m3)ms + 4my s,
Hy = +75 + 73,
Hy =may1 +mavya + msys.
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En effet, considérons le morphisme

($2,x3,x4,$57$6,1’7) ? (m17m27m33717727’y3)3

N €T xT
ou vz = /T3, m; = 7—?, Mo = 7;, m3 = X2, Y1 = T4, Y2 = &5. Notons que x3 a

un poéle simple sur le diviseur D = Hy; + H_; et un zéro double sur une courbe
hyperelliptique de genre 2 définissant un revétement double de B ramifié le long
de D. Puisque c¢5 = 0, 'invariant F5 = 0 devient z173 = 22 + 22. Or 23 = 73,
x6 = m17y3 et T7 = maoyy3, donc 1 = m3 + m3. La transformation inverse s’écrit
explicitement

(1,...,27) = (mf + m§7m3,7§a71,’72,m173, may3). (6.7)

En remplagant ces variables dans les équations I} = 6¢1, Fo = 2¢co, F3 = c3, Fy = ¢4
(36), on obtient

F1=1:1—81:4—|—41:§:601<:>F1=mf—|—m§—|—4m§—871:H1,
Fy = 1129 + 416 = 2c9 <= Fy = (m? +m32)ms + 4myvyz = Ho,
Fg:z3+xi+x§:03<:>F3:7f+'y§+7§:H3,

Fy = mox3 + 2476 + x507 = €4 < Fy = y3Hy,

2 2 2 2 2 2 2 2\, 2
Fs =x;+ a7 —xix3 = c5 <= F5 = miys + m3v; — (m] +m3)y; =0.

Par hypothese Fy = c4 =0 et F5 = ¢; = 0. On a vu ci-dessus que F5 = 0 et comme
Fy = v3Hy, alors on a aussi (en dehors de v3 = 0), H4 = 0. On a donc obtenu les
invariants pour la toupie de Goryachev-Chaplygin. En utilisant les variables (41)
et les équations (35), on obtient

Ty = dws < 13 = 479,

I3 = 2(x4T7 — T5Tg) < Y3 = May1 — M17Y2,
Ty = dxox5 — T7 <= Y1 = dmzys — Ma7s,
5 = Tg — 4T2T4 = Yo = Mm17y3 — dmz,

3
Tg = —X1T5 + 2Tox7 <= M1 = 3Maoms car E m;y; = 0],
j=1
3
T7 = T1X4 — 2006 — dx3 <= 1ho = —3mimg — 43 car E m;v; =0
j=1

Et ces équations ne sont autres que celles décrivant le mouvement dans le cas de la
toupie de Goryachev-Chaplygin. Le systeme de Goryachev-Chaplygin admet deux
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familles de solutions de Laurent dépendant de quatre parametres libres :

U 3uv  3ev + 3bu? — 15u?v? 1/2 3/2
mlzm—m—‘r o t +O(t ),
eu 3w g(3bu? —15u0*) fu 3/2
mQ——m—m— 2 t +O(t ),
16b 4 2
m3:—£+v+5(bl 721}2)15776 su_+ 50 24,
_ L by — 202 16bsu® — 3v2t n
R 4 8u2 ’
e e(by — 202 16bsu* + 5v?
Ny = (1 U)_ 3U Ut+---,
8t2 4 Seu?
e = — v %tlﬂ _ e(biv — 11v°) + 16b3u2t3/2 T
2utl/2  2eu deu
ou € = £i. Soit A la variété invariante
A= {x . Hl(x) = 6b1,H2(.1‘) = ng,Hg(x) = b3,H4(33) = O}, (69)

définie par l'intersection des constantes du mouvement ou by, bs, bz sont des con-
stantes génériques. En substituant ces développements dans les équations définissant
la varété A, on obtient une courbe C de genre 4 :

C : 16bzu* + eu?(by + 6byv — 160°) — v = 0.

Les solutions de Laurent du systéme (40) sont donc paramétrées par deux copies C;
et C_; d’une méme courbe C de genre 4. Des lors, [40] :

THEOREME 6.1. Pour la toupie de Goryachev-Chaplygin, la surface invariante
A(43) se compléte en un revétement double cyclique, noté A, de la variété jaco-
bienne d’une courbe de genre 2 ramifié le long du diviseur H; + H_; ot H4; est
birationellement équivalent a la courbe hyperelliptique H (38) de genre 2. En outre,
A est une surface lisse sauf au point double (un tacnode) d’intersection des courbes
H; et H_;. L’équation analytique locale autour de cette singularité du type As est
2?2492 +2* =0 ot x, y, z sont des coordonnées locales appropriées. La résolution A
de A est une surface de type général ayant les invariants suivants : charactéristique
d’Euler de A =1 et genre géométrique de A = 2.

— Le réseau de Toda

On consideére le hamiltonien du réseau de Toda [43] sous la forme

13 3
2 P .
H= 3 E yi + g eTiTEITL . pgy =z,
=1 =1
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En utilisant les transformations de Flaschka [9] : z; = %~ %it!, 2z, = —y;, le
systeme de Toda s’écrit explicitement

Z1 = z1(25 — z1), 24 = 23 — 21,
Z'Q :22(26725)7 Z.5 = Z1 — 29, (610)
23 = z3(24 — 26), Zg = z2 — 23,

et admet les quatre intégrales premieres suivantes :

G = 212223 = a1,

Go =24+ 25+ 26 = ag =0,
(6.11)

1
G3:721722723+§(zz+z§+zg):a3,

Gy = 2126 + 2024 + 2325 + 242526 = Q4.

Notons que sans restreindre la généralité, on pourra choisir as = 0. Le systéme (44)

est completement intégrable et la structure hamiltonienne est définie par le crochet
_ /OF 7oH\ _ 6 OF 9H

de Poisson {F, H} = (3£, J91) = > oki=1 Ikl 5 5z, O

0 0 0 —z1 21 0
0 0 0 0 —2Z9 zZ9
J= 0 0 0 z3 0 —Z3
z1 0 —z O 0 0 ’
—Z1 ) 0 0 0 0
0 —Z2 zZ3 0 0 0

une matrice antisymétrique a éléments polynomiaux satisfaisant a l'identité de Ja-
cobi. Le systéme (44) est algébriquement intégrable et admet des solutions de
Laurent dépendant de cinq parametres libres :

1°¢ famille de solutions en séries de Laurent méromorphes :

1 U+ v
A= tws et zg=ut —u(f -2 +---,
1 u—+ 5v
zz=vt+v(B -2+, 24:¥+ﬁ—wt—|— 3 2,
1 )
=—T+Btwt— u+vt2+---,

uU—v
2

2+ + -

o=+ (u+v)§7—ﬁ)t3
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(xx) 2°™¢ famille de solutions en séries de Laurent méromorphes :

1 u+v
a=vtHoB-+-, =g tw- to
u—v
zz=ut —u(B -2+, 24 =7+ 5 24
1 1
z5:¥+ﬁ—wt+~-~, 26:—¥+5—|—wt+---

(* % ) 3®m¢ famille de solutions en séries de Laurent méromorphes :

n=ut—uB -2+, m=vt+o(B -t +---,
1 1
Z37t72+w+“'7 2477¥+ﬂ+wt+...7
U—70 4 1
z5 =7+ 5 e+ 26:¥+ﬂ*Wt+"'

En substituant ces développements dans les équations (45), on obtient trois copies
Dj, j = 1,2,3 (correspondant chacune & une famille de solutions ci-dessus) d’une
courbe hyperelliptique de genre 2, avec

C C
u=— =P, PO =7"-2+2F )y, v=
1 1 2 -
ﬂ:cQ—i’% w:1v2763)27+02303’ u+tov=+ P2(7)+401

Les séries de Laurent ci-dessus sont donc paramétrées par trois copies D1, Dy et
D3 d’une courbe hyperelliptique de genre 2. Il n’est pas difficile de montrer que les
équations (44) se linéarisent sur la variété jacobienne d’une courbe hyperelliptique
de genre 2 et que la variété affine définie par les constantes (45) se compléte en cette
variété jacobienne par ’adjonction des trois copies D; de cette courbe hyperellip-
tique de genre 2. Ces courbes ont chacun un point double en commun (tacnode)
avec 'autre et le flot (44) est tangent en ce point & chaque courbe D;. En outre
Pinvolution (21, 22, 23, 24, 25, 26) — (22, 21, 23, 26, 25, 24) sur la variété invariante
agit sur les parametres libres comme suit : (u, v, w,t, 8,7) — (—v, —u,w, —t, 5,7),
(D1, D3, D3) — (D2, D1, D3) et se ramene a une reflexion autour de origine sur la
variété jacobienne. Le plongement de cette variété jacobienne se fait dans ’espace
projectif P¥(C) & I'aide des fonctions de £(D; + Da + D3) dont une base est fournie
a 'aide des solutions de Laurent par

(1, 25, 26, 21 + 2425, 22 + 2526, 2224 — 25(21 + 2425), 2122, 2223, 2123).

Considérons maintenant le cas particulier ¢z = ¢4 = 0 du systéme (36). En vue
de voir la relation avec le systéme correspondant au réseau de Toda, considérons le
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changement de variables suivant :

i 1
T1 = 21 + 2425, T2 = Tofe T3 T TypFetss
1 i
Ty = —g(zz +23), x5 = §(22 — 23), (6.12)
i 1
Te = —§(2224 +2325), w7 = —§(22Z4 — 2325),
et on peut évidemment exprimer les variables zi,..., 2, de maniere rationnelle
en termes de z1,...,x7 (voir ci-dessous). En remplagant ces variables dans les

constantes (36), on obtient

1
Fi =21 —8x4 —|—4ZIJ% <— N =-G3+ 5(2’4 + 25 —ZG)GQ,

1
Fy =229 + 4 < Fy = —561'47
F3:x3+xi+x§<:>F3:O,

)
Fy = xox3 + 2426 + 507 < F4 = 33G2,

1
Fy :.’,Egﬁ’fﬂgfl'll’g < F5 = TGGl

Par hy_pothése F3=c3=0et Fy =c¢4 =0. On a vu ci-dessus que F3 = 0 et comme
Fy = 35G2, on doit avoir aussi, G = 0. Dés lors,

G1 = 16F5 = 1665, G2 = —32iF4 = O,
G3 = —F1 = —6017 G4 = 2iF2 = 4iCQ.
On a donc obtenu les invariants pour le réseau de Toda. Les équations différentielles

décrivant ce probleéme s’obtiennent & I’aide de la transformation inverse de (46), c-
a-d.,

Cs . . T7 —1iTg T7+ 1T .
(z1,...,26) — | ——, —4(x4 + ix5), —4(x4 — ix5), — — 24z | .
T3 T4 + 175 T4 — 1T5

7 — La toupie de Kowalewski

Les équations décrivant ce probleme [1, 5, 22, 23] s’écrivent sous la forme du champ
de vecteurs hamiltonien suivant :

‘fb:Jia .’L':(ml,mg,mg,’}/17’72,’}/3)T, (71)

Ox
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avec H = 3 (mf +m3) + m3 + 271, Uhamiltonien et

0 -—m3 ma 0 =7 7
m3 0 -m 3 0 -
J—| M2 m 0 -7 m 0
0 73 e 0 0 0
V3 0 -n 0 0 0
-7 m 0 0 0 0

Ce systeme différentiel admet quatre intégrales premieres

Hl = H,
Hy = mqvy + may2 + m3ys,
Hs =7+ +73,

Hy = <(mlzlm2)2 —(m+ iw)) <<ml_22m2>2 —(n - i%)) :

Le second champ de vecteurs

T = J@Ta Tr = (mlamQam3771572a,y3>T7 (72)
est quartique. Les intégrales premieres H; et H4 sont en involution, tandis que Hy
et Hg sont triviaux. Soit M, la variété affine définie par I'intersection de ces quatre
constantes du mouvenent, c-a-d.,

4
MC:ﬂ{xe(Cﬁ:Hk(x):ck}, c3=1.
k=1

En étudiant 'intégrabilité algébrique du systeme hamiltonien de Kowalewski, on
obtient les résultats suivants [23] :

a) Le systeme (47), admet deux familles de solutions en séries de Laurent
méromorphes

M=) M® =3 TR
k=0 k=0

dépendant de cing parametres libres tels que : les coefficients M (9 et T'(©) satisfont
au systeme non-linéaire

MO 4 [M“J),AM(O)} + [F“%L} =0,
(7.3)
21 1 [F(O),AM(O)} —0,
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et dépendent d’une variable libre . Tandis que M*) et I'*) satisfont aux systémes
linéaires

0 si k=1

k—1
M (k) -3 M@ AN K=D)
()= TS s

-3 (r(i)’AM(kfi))
i=1
ol M est la matrice jacobienne de (49). Ces systémes fournissent une variable libre
a chacun des niveaux k = 1, 2,3 et 4. Explicitement, on a
(%) 1°™ famille de solutions en séries de Laurent méromorphes :

m() =% +i(0? =2 fHolt),  m()=gm+ol),
ma(t) =5 —aB4o(t),  (t)= 55 +o(),
mg(t):;+aﬂ+o(t), ’)/3(15):?4—0@).

(%) 2°me famille de solutions en séries de Laurent méromorphes :

()= i@ =2 Brot), () =g +ol),
ma (1) = == —a?B+o (1), 12 () = —55 +o(),
my (1) =~ +af +o(0), ()= 400,

Les diviseurs des poles des fonctions M et I' sont deux surfaces de Riemann
D : B (a®—1)° = (12 —2ec2B —1) (a® = 1) + 4 =0, € = -1,
irréductibles isomorphes et chacune de genre 3. Ce sont deux revétements
D. —D°, (a,u,B) — (u,B), (7.4)
doubles ramifiés en quatre points de courbes elliptiques :
DS cu? = (6152 — 2ecyf — 1)2 — 4eq B2

b) Posons D = D.—; + De——_;. Alors l'espace L (D) des fonctions ayant au plus un
pole simple est engendré par les huit fonctions suivantes:

fo=1, fi=mi, fa=ma, fs=ms, fi=73, f5=fi+ f3

(7.5)
Jo =4f1fa— fsfs, fr=(for1 — f172) f3 + 2fara.
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En outre, I'application D — P7(C), définie par
p= (e, B) — lmt(L, i(p), . f20) = (0,10 w). . 7).

plonge D dans P7(C) de telle facon que D.—; intersecte D.__; transversalement
en quatre points a 'infini (a =41, u=+p2/c} —4cy, B = oo) et que le genre
géométrique de D est 9.

¢) Les orbites du champ de vecteurs (47) passant & travers D forment une surface
lisse ¥ tout le long de D tel que : ¥\D C M,.. En outre, la variété J\/ZI:C =M. UX
est lisse, compacte et connexe.

d) Le diviseur 2D est projectivement normal et posséde un plongement lisse dans
P'7(C). En particulier, les séries solutions convergent partout.

e) Les champs de vecteurs (47) et (48) se prolongent de fagon holomorphe et
demeurent indépendants sur la variété Z\Z La variété ]\Afc est une surface abélienne
sur laquelle les flots hamiltoniens (47) et (48) se linéarisent.

f) 11 existe sur la surface abélienne ]\Z deux différentielles holomorphes dt; et
dty telles que :

2 2

dtllDE — Wy = ]{1 (Oé 1) ,8 dﬂ’ dt2‘D€ = wy = kzdﬂ’
au au

ou ki,ky € C et wy,wsy sont des différentielles holomorphes sur D.. Le champ de

vecteur (47)(resp. (48)) est régulier le long du diviseur D, transversal en tout point

B # 0 (resp. B # o0) et doublement tangent en 8 = 0 (resp. 5 = o0). L’espace

des différentielles holomorphes sur le diviseur D est { fl(o)wz fQ(O)wQ, cee f7(0)w2} ®

{w1,ws}, 0l fl(o), 2(0), . f7(0) sont les premiers coefficients des fonctions f1,f2, ..., f7
€ L(D) (51) et le plongement de D dans P7(C) est & deux différentielles holomorphes
pres le plongement canonique p=(a, u, ) €Dr— {wg, fl(O)LUQ, 2(0)(,«}2, R f7(0)w2} €
P7(C).

g) La surface abélienne M, est caractérisée comme étant la duale de la variété
Prym (D./D?) du revétement double (50).

8 — Flot géodésique sur le groupe SO(n) pour des métriques invariantes
a gauche

Considérons le flot géodésique sur le groupe SO(n) pour une métrique invariante a
gauche. Rappelons que pour n = 3, on obtient le corps solide d’Euler et ce cas est
toujours algébriquement completement intégrable. Déja pour n = 4, les choses se
compliquent. Les équations de Kirchhoff décrivant le mouvement d’un solide dans
un fluide parfait sont un cas particulier des équations d’Euler-Arnold associées aux
flots géodésiques sur les groupes de Lie pour une métrique invariante a gauche. 11
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s’agit du flot géodésique sur le groupe E(3) = SO(3) x R? des déplacements de
I’espace euclidien a trois dimensions. Le probleme du mouvement d’un solide dans
un fluide parfait est un cas limite du flot géodésique sur SO(4), ce qui suggere
que les cas intégrables de Clebsch et Lyapunov-Steklov soient limites de situations
intégrables sur SO(4). Par un éclatement de SO(3), on peut obtenir le groupe E(3)
a partir de SO(4) = SO(3)®S0(3). L’énergie cinétique du systeme est la somme de
I’énergie cinétique du corps solide et de I’énergie cinétique du liquide entrainé par le
corps. Des lors, il est plus intéressant de considérer les coordonnées u = (z1, z2, T3),
v = (24,25, T6) avec uBv € so(4) ~ so(3) @ so(3). Les équations du flot géodésique

s’écrivent
U= |u 8—H v=|v 8—H
- b 8” b - ) 6’[} b)

pour la métrique définie par la forme quadratique

6 3
1
H = 5 Z )\]l‘? + Z MiTiT 543,
j=1

Jj=1

ol A1,..., Ag, fh1, 2, 3 € C et Mooz As1 s AseAeapiipiopis 7 0 avec Ajp = Aj — A
Explicitement, les équations ci-dessus s’écrivent

dZE1
o A32T2T3 + [I3T2T6 — [L2T3T5,
dl‘g
o M3T3T1 + (1 T3T4 — (3T1T5,
dl‘g
e A21T1T2 + [2T1T5 — [H1T2T4,
dl‘4

o A65T5T6 + P3T3T5 — [L2T2T6,
d$5

T A46TeTa + (11T1T6 — (33T 4,
d&CG

o A54T4T5 + [l2T2T4 — (1T1T5.

En plus de l'énergie Hiy = H, le systeme ci-dessus admet les deux intégrales

premieres triviales (invariants d’orbite) suivantes :
2 2 2 2 2 2
Hy = 27 + 25 + 23, Hsz = 23 + x5 + 5.
Lors de la classification des métriques invariantes & gauche sur SO(4) pour lesquels

le flot géodésique est algébriquement complétement intégrable, M. Adler et P. van
Moerbeke [3] ont montré qu’il y a trois types de telles métriques :
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a) La forme H est la métrique de Manakov,

4
1
H=1 3 A

jk=1
i<k

ol z,, sont des coordonnées dans so(4) et Aj; des coefficients satisfaisant & Aj;, =
B]_ﬁk

Qj— Qg ?
rapport aux ;) donc également quadratique. Pour ce cas, le systéme se linéarise

(cj, B € C). Le systeme possede un quatrieme invariant Hy (diagonal par

sur une surface abélienne A = C?/Lq de réseau défini par la matrice des périodes

2 0 a c a c
Q:( 4 e b>’1m<c b>>0, (a,b,ce C),

avec

.ﬂ {z e C® : Hj(z) =¢;} = A\D,

ou D est une courbe de genre 9 tracée sur A. En outre, la variété A peut-étre
identifiée & une variété de Prym [13]. Le probléme du corps solide dans un fluide
pour le cas de de Clebsch est un cas particulier de cette métrique.

b) La forme H satisfait a la condition

2 2 oy A2AesAsiAasAsees [((A2s — Asg)? (As1 — Aea)? (A2 — Ags)?
(Man/Qa ) - )

Hs ()\4(;)\32 — )\65)\13)2 >\23)\56 ’ >\31)\64 ’ >\12/\45
e A12A23A31 Ag5A56A
12A23A31A45A56 64
p1p2ps = (A12 — Aa5)(A23 — As6) (A31 — Aea),
(Ma6Aa2 — AesAis)’
une fonction rationnelle de Ay, ..., Ag ce qui détermine son signe. M. Adler et P. van

Moerbeke [3] ont montré que le flot géodésique possede aussi un quatrieme invariant
H, quadratique et qu’en outre le systéme en question se linéarise sur une variété
jacobienne Jac(C) d’une courbe hyperelliptique C de genre 2 avec

M {weC s Hy(@) = e;} = JaclC)\D.

ou D est un diviseur de genre 17, contenant quatre translatés de la courbe C tracée
sur la jacobienne (©-diviseur). Le probléme du corps solide dans un fluide pour le
cas de Lyapunov-Steklov est un cas particulier de cette métrique.
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¢) La forme H satisfait a la condition

1 1 1
4 4 4
- :)\ )\ )\ A )\‘ )\ :
(11, 13, 13) 13A16A21 A54A32 A65 (/\32>\657>\13)\467)\21/\54>

Les quantités ¢, & et n définies par (? = )‘fg, =3 = ’\gz, satisfont aux
relations quadratiques (¢ +&n+n(+1 =0, 3¢n+n—&+1 = 0. Pour ce cas,
M. Adler et P. van Moerbeke [3] ont montré qu’ici le flot géodésique posséde un
quatrieme invariant Hy cette fois-ci quartique et qu’en outre le systeme en question
se linéarise sur une variété abélienne A = C?/Lq, de réseau défini par la matrice des

périodes

>
>

2 0 a c a ¢
Q:(O 19 ¢ b)’lm(c b)>0’ (a,b,c € C),

avec

m {reC’ :Hj(x)=¢;} = A\D,

ol D est une courbe de genre 25 ayant huit points singuliers. D est tres ample
et projectivement normal, c’est un revétement de degré quatre non ramifié d’une
courbe de genre 7. La version lisse de cette derniére est une courbe C de genre 5
et c’est un revétement double ramifié en quatre points d’une courbe hyperelliptique
H de genre 2. En outre, il existe une courbe elliptique £ telle que : AP E =
Prym (C/H).

Nous avons vu que si le systeme des équations a étudier est algébriquement
compltement intégrable, alors il possede une famille de solutions en séries de Lau-
rent dépendant d’un nombre suffisant de parametres libres. Or lors de ’étude du
flot géodésique sur le groupe SO(n) pour n > 5, ceci conduit & des calculs insur-
montables méme avec I'aide d’un ordinateur! L. Haine [14], a résolu ce probléme
dans le cas de métriques diagonales invariantes a gauche en utilisant la méthode
suivante : si le flot est algébriquement completement intégrable, alors les solu-
tions complexes des équations différentielles sont univaluées pour toutes les données
initiales. Exprimer ce fait au voisinage des données initiales correspondant aux
différentes copies de so(3) dans so(n), suffit alors a caractériser les flots géodésiques
algébriquement complétement intégrable sur SO(n) pour une métrique diagonale
invariante a gauche. Plus précisement, les flots géodésiques

dX

e [X,AX], X =(Xji) € so(n)
sur le groupe SO(n) pour des métriques diagonales invariantes & gauche A.X =
(M jxXjk), sont algébriquement compléetement intégrables si et seulement si Aj, =
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53:’2’;, aj,B; € C, Hj<k(ozj — ay) # 0. Autrement dit, si et seulement si [X, 5] +
[a, A.X] =0,VX avec o = diag(aq, ..., ayp), B = diag(B1, ..., Bn), Hj<k(06j—0(k) *
0 ou encore ceci est équivalent a dire que pour n > 5, les seuls flots géodésiques
algébriquement completement intégrables sont ceux obtenus par M. Adler et P. van
Moerbeke par la méthode des orbites de Kostant-Kirillov appliquée aux algebres de

Kac-Moody et pour n = 4 par la méthode des développements asymptotiques.

9 — La toupie de Lagrange

Les équations différentielles qui régissent le mouvement de la toupie de Lagrange
[3, 5] s’écrivent explicitement sous la forme

Ay = Ai(Ag — A)mams — 7, Y1 = Azmzy2 — Aimas,
Ay = A1(AL — Ag)mamg + 71, Y2 = Aimiy3 — Azmai,
g =0, I3 = A1(may1 — miv2).

Montrons que ce systeme est généralement algébriquement compléetement intégrable.
Ce systeme admet les quatre intégrales premieres suivantes :

A1 3
mg—’YSa H2:712+’Y§+7§a

M, o 2
H, = 7(7”1 +m3) +
Hs = A1 (myvy1 + maye + msys), Hy = Asmg,

et forme un champ de vecteurs hamiltonien intégrable au sens de Liouville. La
strucure de Poisson est donnée par {m;,m;} = —exmi, {mi, v} = —€ijpv,
{vi,7} =0, ou 1 < 4,5,k < 3 et ¢ est le tenseur antisymétrique total pour
lequel on a €5, = 1. Soit

M, = {(m1, ma, m3,71,72,73) € C®: Hy = ¢, Hy = 1, Hy = c3, Hy = ¢4},

la variété affine définie par 'intersection des constantes du mouvement et soit C* ~
C/2miZ le groupe des rotations défini par le flot du champ de vecteurs engendré par
H47

my =mo, Mmog=-my, m3=0, Y =%, Yo=-71, 73=0.

On sait que le quotient M,./C* est une courbe elliptique. On montre que générique-
ment, la variété algébrique M, n’est pas isomorphe au produit direct de la courbe
M,./C* et C*. Pour des constantes génériques c;, la variété invariante complexe M,
est biholomorphe & une partie affine de C2/A ot A C C? est un réseau de rang 3,

. 2w 0 T
rez( 5 Yoz 2 Yoz (1), nem<o
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Des lors, C2/A est un groupe algébrique non compact et peut étre considéré comme
une extension non triviale de la courbe elliptique C/{2miZ& 1 Z} par C* ~ C/2miZ,

0 — C/2miZ — C?/A 55 C/{2miZ ® Z} — 0, (21, 22) = 21.

Le groupe algébrique C/2miZ est la jacobienne généralisée d’une courbe elliptique
avec deux points identifiés a l'infini. La toupie de Lagrange forme un systeme
généralement algébriquement completement intégrable.

10 — Le réseau périodique de Kac-van Moerbeke

Le réseau périodique de Kac-van Moerbeke formé de 5 particules est défini par le
champ de vecteurs suivant :

ij:SCj(l‘j_lf.Ij_i_l), j:17,5

ot (z1,...,x5) € C° et z; = x;45. Ce systeme forme un champ de vecteurs hamil-
tonien pour la structure de Poisson {z;,zr} = xj2k(0j k+1 — 0j+1,%), L < j,k <5
et admet trois intégrales premieres indépendantes

Hy = 123 + voxy + 2375 + 2471 + 522,
Hy =2y + 22 + 23 + 24 + 5,

H3 = T1X2X3T4T5.

Montrons que ce systeme est algébriquement compléetement intégrable. On vérifie
aisément que H; et Hs sont en involution tandis que Hs est un Casimir. Le systeme
en question est donc intégrable au sens de Liouville. En outre, on montre que la
variété affine

3
({z € C°: Hj(x) = ¢;}, (c1,c2,¢3) € CP, 3 #0

j=1

définie par l'intersection des constantes du mouvement est isomorphe a Jac(C)\D
ol

C={(z,w) € C?:w? = (2% — 12% + c22)% — 42},
est une courbe lisse de genre 2 et D est constitué de cing copies de C dans la variété

jacobienne Jac(C). Les flots engendrés par Hy et Hs se linéarisent sur Jac(C) et le
systeme en question est algébriquement complétement intégrable.
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11 — Systémes de Toda périodiques généralisés

Le probleme suivant concerne les systemes de Toda périodiques généralisés. Soient
€o,...,e des vecteurs linéairement dépendants dans l’espace vectoriel euclidien
(R ()Y, 1> 1, tels qu’ils soient [ & [ linéairement indépendants (c-a-d., pour
tout j, les vecteurs eg,...,€;,...,¢e sont linéairement indépendants). Supposons
que les réels non nuls &, ... ,fl satlsfalsant a Z j=0&i€; = 0 sont de somme non

nulle; c-a-d., Zé‘:o & # 0. Soit A = (ai;)o<i,j<i la matrice dont les éléments sont
définis par

eile;
aij:2< il J>, 0<i,j<lL
(ejles)
On considere le champ de vecteurs X 4 sur (CQ(H‘U,
Jr=ay
Xa: { = Az
ott z,y € C*! et .y = (2oYo,---,7y1). En utilisant la méthode décrite dans ce

chapitre, on montre que si X4 est un champ de vecteurs intégrable d’un systeme
algébriquement complétement intégrable irréductible, alors A est la matrice de Car-
tan d’une algebre de Lie affine éventuellement twistée.

12 — Le systéme de Gross-Neveu

Le systeme hamiltonien de Gross-Neveu joue un réle important en physique des
particules et s’écrit sous la forme

: O0H . O0H
Tj= 7 Yy = —%5>
8yj J 6,Tj
avec j =1,...,net
SOOI LS
a€eR
ol ¢ est une constante, o = (ayq, .. .,an) et (a,x) = >0 ) ;. La somme sur o

ci-dessus se prolonge au systeme de racines d’une algebre de Lie £. Montrer que :
a) Le systéme hamiltonien ci-dessus pour j =1,2,3, £ = sl(3) et

zy] + Z z(xjfzk

7,k=1

avec des fonctions abéliennes y;, e”f, 1 < j < 3, n’est pas algébriquement complete-
ment intégrable.
b) Méme conclusion pour le systéme hamiltonien dans a) ot j = 1,2,3,4 et

L =sl(4) ~ o(6).
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13 — Le potentiel de Kolossof

Etudions 'intégrabilité du systéme hamiltonien de Kolossof suivant

. OH . oH
q1 8]?1 ) D1 3q1 )
o oOH o 0H
qz 78p2 ) P2 78q2 )

d’hamiltonien

1 1
H:§(p%+p§)+r+;—acos9, a € R,

ol q =rcosf et go = rsinf. Ce systeme décrit le mouvement d’une particule de
masse unité dans le plan (g1, ¢2) sous leffet du potentiel de Kolossof

1
Vigi,q2) =r+ - —acosf, acR.
T

Le systeme de Kolossof admet une seconde intégrale premiere

F = —(a*+@)p}+ (g1 — a)(22p1 — q1p2 +ap2)p2 — 2a(q1 — a)(agr — 1) (¢ +¢3) /2,
et il est intégrable au sens de Liouville (mais il n’est pas algébriquement compléte-
ment intégrable). Soit

MC = {(Q17q27p17p27z) S (C5 cH = CI7F = 02761% +(]§ = 2272 7é 0}7

(ot ¢ = (c1,¢2) n’est pas une valeur critique), la variété affine invariante par le flot
de Kolossof. Posons

P(u) = —2u® + 2c1u* — 2(1 — a®)u + co.

On montre que si le polynéme (u? — a?)P(u) n’a pas de racine double, alors la
variété M, est lisse et biholomorphe & la variété complexe M, \D ol M, est une

variété abélienne et D un diviseur sur M En outre, M est un revétement double
non ramifié de la variété jacobienne Jac(C) d’une courbe C de genre 2 définie par

C:w? = (u* — a®)P(u).

Les trajectoires du flot hamiltonien engendré par H dans M, sont des droites,
toutefois le mouvement est non linéaire. Les trajectoires du flot engendré par H +
sI", s # 0 dans M, ne sont pas linéaires. Par conséquent, les flots engendrés par H
et F' ne se linéarisent pas sur M..
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