Analisi Matematica II- Birindelli, Capuzzo Dolcetta
a.a. 2013/2014 Seconda prova in itinere.

NOME e COGNOME: ..o

Esercizio 1 Pern =1,2,..., si denota con [%, l]g linsieme dei numeri razionali compresi

tra 1/n e 1. Si consideri poi Uinsieme A, = (0,+) U [£, 1]g.

e Determinare se A, ¢ misurabile secondo Lebesque e, se lo ¢ , calcolarne la misura.

Siccome A,, € 'unione di un aperto con un insieme numerabile di punti ¢ misurabile e

[Anl = 1(0, )] = ;-

e Calcolare la misura di A :== () —, An. Siosserviche A = (0,1]g. Infattise z € (0,1)\Q
allora © & AH“ e dunque x ¢ A, mentre se z € (0,1]p allora z € A, per ogni n.

Dunque A ¢ numerabile e |A| = 0.
e Per ogni k € N, sia fi(z) = [kx].
Calcolare [,  fuy1(v)de. Si osservi che [, fun(z)de = fj[(n + 1)z]dx. Ma

n+1)z] =0perz €0, -) e[(n+1)z] =1 per z € [-1=, 1]. Abbiamo ottenuto che
n+1 n+1l’n

fA" fn+l($) dr = % o nL-i-l - n(nl-i-l)'

Esercizio 2 Sia Q) il quadrato [0, 7] x [0,7]. Calcolare il minimo ed il massimo di
f(z,y) =€"siny su Q

La funzione e derivabile e V f(z,y) = e*(siny, cosy) che non si annulla mai, dunque f non
ha punti critici, se ne deduce che i valori estremali di f sono raggiunti sul bordo del dominio.

f(0,y) = siny che, per y € [0, 7], ha massimo f(0, ) = 1 e minimo f(0,0) = 0, similarmente
,y) = €7 siny che, per y € [0, 7] ha massimo f(7,%) = €™ e minimo f(7,0) = 0. Mentre

f(z,0) = f(z,7) = 0.

=
S

Abbiamo ottenuto maxg f = f(7,5) = €™ e ming f = f(0,0) = 0.

In alternativa si poteva osservare che, per y € [0, 7], 0 < e” siny < e”. Ora e” & una funzione
monotona crescente quindi per = € [0, 7], 1 < e” < ™. Dunque ming f(z,y) = 0 = f(0,v),

maxg f(z,y) = €™ = f(n,7/2).

Esercizio 3 Calcolare

/ / e’ dxdy
P

1



dove P ¢é il quadrilatero di R? di vertici (1,1),(5,2),(4,7),(0,6)

I lati del quadrilatero giacciono sulle rette vt —4y = —3, xr—4y = —24, bx+y = 6, br+y = 27.
Quindi se consideriamo la trasformazione (u,v) = S(z,y) definita dau = x—4y e v = bz +v,
allora S(P) = [—3,—24] x [6,27]. D’altra parte (z,y) = S~ (u,v) ¢ data da = = 5;(u — 4v)
¢y = 5:(—bu+v) e lo Jacobiano vale 5-.

Quindi
1
// e’ drdy = // e21( ) — gy dy
P (—24,—3] x [6,27] 21
1 -3 o,
= — em“du/ e2t’dv
21 ), ‘
Esercizio 4 Sia T'" [ellisse {(x,y) € R? : @ + yﬁ—Q = 1} percorsa in verso antiorario ed

F il campo vettoriale di componenti Fy(x,y) = zy e Fy(x,y) = 2% +y. Calcolare

/ (F,)dS e / Fidx + Fydy.
r+ r+
Per il teorema della divergenza
/ (F,7)dS = / div(F)dxdy = /(y + 1)dxdy = |E| = 2v/37.
r+ E B

dato che y & dispari in E che ¢ simmetrico rispetto all’asse x, e dunque | pydrdy = 0.

Per il teorema di Stokes:
/ Fidz + Fody = /(amFQ — Oy F)dzdy = / xdxdy =0
I+ E E

sempre per motivi di simmetria.



