
FUNZIONI 3.

Esercizio 1 Determinare un aperto convesso di R2 dove è convessa la funzione f(x, y) = sin(x2 +
y2).

Esercizio 2 Sia A un aperto convesso di Rn. La funzione distanza da A è definita da

dA(x) = inf
xo∈A

|x− xo|.

Determinare se f(x) = −dA(x) è una funzione convessa.

Esercizio 3 Sia Bo il disco unitario di centro l’origine e B1 il disco unitario di centro il punto
(3, 3). Sia C = Bo ∪B1, determinare se dC è convessa.

Esercizio 4 Determinare la matrice Hessiana della funzione f(x, y) =
∫ x+2y
0 et

2
dt.

Esercizio 5 Il principio del massimo debole. Sia g una funzione C2(RN ), e sia A un aperto
connesso limitato di RN definito da A = {x ∈ RN , g(x) < 0} e ∂A = {x ∈ RN , g(x) = 0}. Sia u
una funzione C2(A), si ricorda che

∆u :=

N∑
i=1

∂2xi
u.

• Dimostrare che se ∆u > 0 in A allora max
A

u = max
∂A

u.

• Dimostrare che se ∆u ≥ 0 in A e v(x) = u(x) + εeax1 allora ∆v > 0

• Dimostrare che se ∆u ≥ 0 in A allora max
A

u = max
∂A

u (usare le domande precedenti).

• Dimostrare che se ∆u = 0 in A allora max
A

u = max
∂A

u e min
A
u = min

∂A
u.

• Sia una matrice B simmetrica tale che esistano 0 < λ < Λ per i quali

λI ≤ B ≤ ΛI.

Dimostrare che se u verifica
tr(BD2u) = 0 in A

( ”tr” indica la traccia della matrice, si ricorda che trM =
∑N

i=1〈Mei, ei〉 dove (e1, . . . , eN )
è una base ortonormale di RN ) allora max

A
u = max

∂A
u e min

A
u = min

∂A
u.
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