MISURA E INTEGRAZIONE

Esercizio 1 Sia F un insieme di misura nulla e D tale che DUFEF ¢ misurabile. Dimostrare
che D ¢ misurabile.

Esercizio 2 Sia F un insieme di misura nulla e sia D tale che D C F ¢ misurabile. Di-
mostrare che D ¢ misurabile e |D| = 0.

Esercizio 3 Sia il quadrato Qi(a,b) = [a — La+ 1] x [b— £,b+ L], sia la croce cen-
trata Ry(a,b) = ((a—L,a+ L) x[b—5,b+L) U ([a—L a+ 5] x (b—L,b+ L)) Definiamo
la sequente successione di chiusi
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K, € composto da 4 quadrati, per ognuno di essi togliamo la croce centrata corrispondente e
ottentamo
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Ky e composto da 4 quadrati, per ognuno di essi togliamo la croce centrata corrispondente e
otteniamo

Ko =K\ <U§‘:1R%(P,-)) , con P, = (
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e cosi via, dai quadrati che compongono K, togliamo le croci centrate corrispondenti:

Ky = Ky \ (uj};RS%(Pi)) . con P = (

Ky = K, \ (u;ﬁ[l}z#(ﬂ)) .
gn—1

Dimostrare che gli insiemi K; sono misurabili. Calcolare |K;|. Dimostrare che K = N2 K
¢ misurabile e calcolarne la misura.

Esercizio 4 Pern =1,2,...., sia con
e 1. Si consideri poi l'insieme A, = (

=

, g Uinsieme dei numeri razionali compresi tra 1/n
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e Determinare se A, ¢ misurabile secondo Lebesque e, se lo ¢ , calcolarne la misura.
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e Calcolare la misura di A ==, Ay.

o Caleolare [, = foi1(2)dx per fi(x) = [kz].

Esercizio 5 Usando la definizione di misura di Lebesgue calcolare la misura del triangolo
chiuso di vertici (—1,0), (1,0), (0,2).

Esercizio 6 Sia f, una successione di funzioni continue e positive in [0,1]. Sia C, =
{(z,y), tali che z € [0,1], 0 <y < f.(x)}. Dimostrare che C,, é misurabile. Dimostrare
che se la successione ¢ monotona decrescente C' = N, C,, € misurabile e |C| = lim, o |Chy|.

Esercizio 7 Sia R il rettangolo [a1,b1] X [ag, bs]. Calcolare la misura bidimensionale dei
sequenti insiems
MR={ycR?:y=Mz,v € R}

JR={yecR*:y=Mzx,zc R}
dove M e la matrice diagonale
A0
0 p

con A >0, >0 e J la matrice simplettica
0 1
-1 0
Esercizio 8 Sia R il rettangolo [ay,b1] X [az,bs] € M ¢é la matrice diagonale
A0
0 w
Determinare valori di aq,by, as, by, A, tali che |MR| = 0.

Esercizio 9 Sia R il rettangolo a1, b] X [az, bs] € A la matrice

aixz a2
21 QA22

Determinare 'insieme immagine AR e calcolare la sua misura |[AR)| .

Esercizio 10 Sia R il rettangolo [a1,b1] X [az, by] e A la matrice

aix a2
a21 A2

Determinare l'insieme immagine AR e calcolare la sua misura |[AR)| .



