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Esercizio 1. Si provi per induzione che

! 1—g! 4 nn+1) 4 1
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perogni g # 1 e per ognin € N.

Esercizio 2. Dire per quali x € R sono verificate le seguenti condizioni

Ixl <2,

1< 1 222 =1 < ¥+ 1= ¥

x=2|x|+2 >0, x| = 1] <1, {

Esercizio 3. Per quali x,y € R vale la relazione |x + y| = |x| + |y|?
Esercizio 4. Dire quali tra 1 seguenti insiemi sono limitati e quali non lo sono

{0y U {1}, (=0,0) U [1,2], [-1,1] U [0, +00), N.
Esercizio 5. Dire quale tra i seguenti insiemi ¢ limitato e quale ¢ un intervallo

A={xeR : |x| =1}, B={xeR : |x| £2}, AUB, ANB.
Esercizio 6. Dire quale tra i seguenti insiemi ¢ limitato e quale ¢ un intervallo
C={xeR:x"-120,, D={xeR:2x-2/<3}, CuUD, CnD.
Esercizio 7. Determinare 1’estremo superiore e 1I’estremo inferiore degli insiemi
A={xeR:2+x-x">0, B={xeR:x>1}, AUB,  ANB.

Esercizio 8. Determinare 1’estremo superiore e 1’estremo inferiore dell’insieme

1
E::{ *m : m,neN}.
1+n

Indicare se si tratta di massimo e minimo.

Esercizio 9. Determinare per ciascuno dei seguenti insiemi se ¢ limitato e, in caso affermati-
vo, calcolarne gli estremi superiore ed inferiore, indicando se si tratta di massimo e minimo,

rispettivamente
10
(xeR : [x+2> 4], (xeR : [x+1]<3), NU(—?,S),
{xeR : |x]-1] <2}, {(xe€R : |x+2|<4, x*—5x+4>0}.

Esercizio 10. Siano A, B C R due insiemi limitati € non vuoti. Dimostrare che, se A C B, allora

inf B<infA <supA <supB.



Esercizio 11. Siano A, B C R due insiemi limitati e non vuoti. Dimostrare che
inf (A U B) = min{inf A, inf B} < sup (A U B) = max{sup A, sup B}.

Osservazione: il risultato di questo e del precedente esercizio continuano a valere anche se
gli insiemi sono illimitati purché si scriva sup E = +o0 se E C R ¢ illimitato superiormente e

inf £ = —co se E C R ¢ illimitato inferiormente.

Esercizio 12. Ricordata la definizione di insieme A C R limitato superiormente, scrivere la
definizione di “insieme non limitato superiormente” che diremo anche “insieme illimitato supe-
riormente’.
Osservare che D := {2n + 1, Vn € N} ¢ I'insieme dei numeri dispari. Dimostrare che D
¢ illimitato superiormente.
Analogamente si dia la definizione di insieme illimitato inferiormente e quella di insieme illi-
mitato.
Rispondere poi al seguente questionario:
Sia E C R un qualsiasi insieme illimitato. Allora

(1) E e illimitato superiormente

(2) E ¢ illimitato inferiormente

(3) E ¢ illimitato superiormente e/o inferiormente

<l<ll<]<
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(4) E ¢ illimitato superiormente e inferiormente

Esercizio 13. @ Dimostrare, usando I’ Assioma di Archimede, la seguente affermazione:

Ya,be R dxe€Q taleche x¢€(a,b).

Esercizio 14. © Sia E = {x € R : x? < 2}. Dimostrare che E ¢ superiormente limitato e che
il suo estremo superiore A := sup E & tale che A? = 2.



