Analisi Matematica I — Prova scritta del 14/06/2011
COGNOME: | | | | | y v vy 0 0y NOME: | | y v v v v v vy
CANALE{ | A-H (Pacella) [ ]I-Z (Crasta)

PROVA ORALE{ | giugno [ ]luglio

RECUPERO ESONERO: [T (Es. 1,2,3) [ _]1II (Es. 4,5,6,7)

Un esercizio si considera risolto se le risposte sono corrette e sono giustificate in maniera chiara e completa.

Esercizio n. 1 — (6 pt) Stabilire se esiste il limite, ed eventualmente calcolarlo, delle successioni

3
<n2+1ogn n—|—sinn> Tpy1 == — 27 %

2
41 7

1‘0:0.

Soluzione: (a) z, — 0, y, — +00; la successione diverge a co. (b) La successione & monotona crescente e converge a 1.

Esercizio n. 2 — (4 pt) Stabilire se la funzione

f(z) =z logr + 2z
¢ uniformemente continua negli intervalli (0, 1], [1, +00), (0, +00).

Soluzione: La funzione puod essere prolungata con continuitd nell’origine, quindi & unif. cont. in (0,1]. Inoltre f €
CL((0,4+00)) e lim, o f/(¥) = 2, quindi f’ & limitata in [1,+00). Di conseguenza f & Lipschitziana e dunque unif.
cont. anche in [1, +00). Infine f & unif. cont. in (0, +o00) = (0,1] U [1, +00).

Esercizio n. 3 — (4 pt) Trovare i punti interni e i punti di frontiera dell’insieme

+oo
E=|]J@n, 2n+1).

n=1

Soluzione: FE ¢ unione di intervalli aperti, quindi ¢ aperto, cioé¢ E° = E. Inoltre 0F = {2,3,...} =N\ {0,1}.

Esercizio n. 4 — (6 pt) Determinare insieme di definizione, asintoti orizzontali e verticali e intervalli di monotonia della
funzione integrale

F(z) = /OI Vie tdt.

Soluzione: La funzione integranda f(t) ¢ continua in R, quindi domF =R, F & derivabile e F'(z) = f(x). Di conseguenza
F’ < 01in (—o0,0), mentre F’ > 0 in (0, +00). L’origine ¢ un punto di minimo assoluto e F'(0) = 0. Poiché f non ¢ integrabile
in senso generalizzato in (—oo,0) avremo che lim,_,_ F(z) = +o0; f ¢ invece integrabile in senso generalizzato in (0, 4+00),
quindi esiste finito limg_, o F(z).

Esercizio n. 5 — (4 pt) Per ogni n € N, sia f,,: [0,1] — R la funzione definita da

0, se x € [0, z,], 1
Jn(z) = con xy, i=1-—.
NI — T, sex € (Tp,1], n

Stabilire se la successione di funzioni (f,,) converge puntualmente e uniformemente in [0, 1].

Soluzione: Abbiamo che lim,, x,, = 1. Di conseguenza, se x € [0, 1), avremo che z,, > x definitivamente e dunque f,(z) =0
definitivamente. Poiché f,(1) = 1/y/n — 0, concludiamo che f converge puntualmente in [0, 1] alla funzione identicamente
nulla f = 0. Si verifica che, per ogni n, f, ¢ non negativa e monotona crescente; di conseguenza sup,¢o 17 |fn(z) — f(2)] =
fu(1) =1/y/n — 0 per n — +o0, quindi la successione converge uniformemente in [0, 1].

Al



Esercizio n. 6 — (4 pt) Determinare gli insiemi di convergenza puntuale e totale della serie di funzioni
3L in (2)
—Vn n/

Soluzione: Abbiamo che, per ogni z € R, f,(z) ~ x/n3/2, dunque la serie converge assolutamente per ogni xz € R.

Dal momento che sup,cp |fn(z)| = 1/4/n, la serie non converge totalmente su tutto R. Per ogni a > 0 si ha invece

SUP|y<q [fn(@)] < a/n?'?, dunque la serie converge totalmente sugli intervalli del tipo [—a, a].

Esercizio n. 7 — (5 pt) Determinare la soluzione del problema di Cauchy

, y+log1’ 0,

y(l)io- '

Soluzione: Integrale generale: y = cx+1+1log |z|, nelle semirette (—o00,0) e (0, +00). Soluzione del PAC: y = —z+1+logz,
x € (0,+00).
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Un esercizio si considera risolto se le risposte sono corrette e sono giustificate in maniera chiara e completa.

Esercizio n. 1 — (6 pt) Stabilire se esiste il limite, ed eventualmente calcolarlo, delle successioni

2z,
142,

( Vn4+n+2 2+cosn> Tpt1 =

1+log(n+1)" n2+1 2o =2

Soluzione: (a) x,, — 400, y, — 0; la successione diverge a co. (b) La successione ¢ monotona decrescente e converge a 1.

Esercizio n. 2 — (4 pt) Stabilire se la funzione
f(z) = 2 logx + 322

¢ uniformemente continua negli intervalli (0, 1], [1, +00), (0, +00).

Soluzione: La funzione puo essere prolungata con continuita nell’origine, quindi € unif. cont. in (0, 1]. Inoltre lim,_, 4o f(x)/z
~+00, quindi f non & sub-lineare e dunque non puo essere uniformemente continua né in [1, +00) né su (0, +00).

Esercizio n. 3 — (4 pt) Trovare i punti interni e i punti di frontiera dell’insieme
_J,._P . + A
E=<Sxz==: p,qe N7, ¢gdispari, .
q

Soluzione: Poiché E C Q, E° = (). Piu precisamente, E contiene tutti i razionali in [1,+00) con denominatore dispari, che
sono densi in [1,400). Di conseguenza £ = 0F = [1, +00).

Esercizio n. 4 — (6 pt) Determinare insieme di definizione, asintoti orizzontali e verticali e intervalli di monotonia della
funzione integrale
x et
F(z) = / dt.

Soluzione: La funzione integranda f(¢) non & integrabile in senso generalizzato in un intorno di ¢ = 1, dal momento
chef(t) ~e/(t—1) pert — 1. Di conseguenza domF = (—o0, 1). Poiché f & continua in (—o0, 1), avremo che F & ivi derivabile
e F'(z) = f(z) per ogni z < 1; di conseguenza F’(z) < 0 per ogni z < 1. Per quanto gia detto, lim,_,;- F(x) = —oo; inoltre,
dal momento che f ¢ integrabile in senso generalizzato in (—oo, 0), esiste finito lim,_, o F'(z).

Esercizio n. 5 — (4 pt) Per ogni n € N*, sia f,,: [0,1] — R la funzione definita da

0, se x € [0, ], 1
fulx) = con p i==1——.
nx —x,, sez € (x,,1], n

Stabilire se la successione di funzioni (f,,) converge puntualmente e uniformemente in [0, 1].

Soluzione: Abbiamo che lim,, ,, = 1. Di conseguenza, se x € [0, 1), avremo che z,, > x definitivamente e dunque f,(z) =0
definitivamente. Poiché f,(1) = 1/¥/n — 0, concludiamo che f converge puntualmente in [0, 1] alla funzione identicamente
nulla f = 0. Si verifica che, per ogni n, f, ¢ non negativa e monotona crescente; di conseguenza sup,¢o 1y |fn(z) — f(2)] =
fn(1) =1/¥/n — 0 per n — 400, quindi la successione converge uniformemente in [0, 1].

Esercizio n. 6 — (4 pt) Determinare gli insiemi di convergenza puntuale e totale della serie di funzioni



Soluzione: Abbiamo che, per ogni z € R, f,(z) ~ |z|/n*/?, dunque la serie converge assolutamente per ogni z € R. Dal

momento che sup, g | ()| = +00, la serie non converge totalmente su tutto R. Per ogni a > 0 si ha invece sup <, | f»(2)] <

3/2 dunque la serie converge totalmente sugli intervalli del tipo [—a,a].

a/n
Esercizio n. 7 — (5 pt) Determinare la soluzione del problema di Cauchy

1
Yy +y cosx — 3 sin(2z) =0,
y(0) =2.

Soluzione: Integrale generale: y = ces"® +sinx — 1, x € R. Soluzione del PAC: y = 3e5"* +sinxz — 1, z € R.
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