Analisi II, a.a. 2017-2018 — Soluzioni 2
© —1) Sia f la funzione di due variabili definita da

|zy|
f(x,y) = < (senz)? + 2(seny)? per (z,y) # (0,0),
0 in (0,0)

dove a > 0 & un parametro reale fissato. Determinare I'insieme di definizione di f. Inoltre determinare per
quali valori di « la funzione & continua in 0, per quali valori e derivabile in 0, per quali valori ¢ differenziabile
in 0.

La funzione ¢ definita nell’origine e in tutti i punti in cui il denominatore non si annulla. I1 denominatore si
annulla per
(senz)? +2(seny)? =0 <= senx =seny = 0
cioe nei punti
r=40m, y=mm, {meZ.
In conclusione I'insieme di definizione &
{(0,0)} U (R*\ {(¢m,mm): {,m € Z}).

Continuita in 0: utilizziamo la disuguaglianza

|senz| < |z|
vera per tutti gli x, e la disuguaglianza

[senz| > ¢|z]
vera per una qualunque fissata costante ¢ < 1 purché z sia sufficientemente vicino a 0 (ad esempio |senz| >

2|z|/m & vera per tutti gli  tali che || < 7/2). Possiamo scrivere allora, per (z,y) vicino all’origine,

lzy|* |zy|® |zy| < 1 9a o
(senz)? 4 2(seny)? ~ c2(x? 4+ 2y?) — A(x?+y?) ~ &2
e quindi vediamo subito che f — 0 quando (z,y) — 0 non appena « > 1. Se invece 0 < « < 1 otteniamo,
sui punti del tipo (z, )

‘x|2a

f(xa x) -
che non tende a 0 quando z — 0 (infatti tende a 1/3 per o = 1, e tende a 400 per @ < 1). In conclusione f
& continua in 0 se e solo se o > 1.
Derivabilita in 0: se o > 0, abbiamo f(z,0) = f(0,y) = 0 per tutti gli ,y vicini a 0, quindi i rapporti
incrementali nell’origine sono entrambi identicamente nulli e la funzione ¢ derivabile in (0,0) con

Invece quando o = 0 la funzione diventa (per (z,y) # (0,0))
1
flay) = (senz)? + 2(seny)?

che non puo essere derivabile né rispetto a x né rispetto a y (perché?).
Differenziabilita in 0: se esiste, il differenziale in 0 deve essere L = df(0,0) = 0 dato che le derivate parziali
sono nulle. Si tratta allora di capire quando & vero che

im f(h7 k) B f(oa 0) B L(h’ k) lim f(ha k)
(h,k)—0 [(h, k)| (hk)—0 |(h, k)|

3(senx)?

Scrivendo esplicitamente 'espressione (|(h, k)| = v'h? + k?), vogliamo sapere per quali valori di « si ha
m |hk|« 1 0
(h.k)—0 (senh)? + 2(senk)? \/h2 + k2

Come prima, possiamo scrivere subito

k] L1
(senh)? + 2(senk)? VhZ + k2 — 2

1




dato che VRZ + k2 = r. Quindi per « > 3/2 il limite & zero e la funzione ¢ differenziabile nell’origine. Se
invece 0 < a < 3/2, proviamo a fare il limite per punti del tipo (h, h); ’espressione precedente diventa
L S )
3(senh)? |h|  3(senh)?
ed esattamente come prima vediamo che il limite non & zero se 0 < a < 3/2, quindi la funzione non &
differenziabile in 0 per tali valori del parametro.

‘h|2a—3

© - 2) (i) Siano f,¢,g : R> — R tre funzioni, supponiamo che f e g siano differenziabili nell’origine 0 con
f(0) = g(0), e che si abbia f(x,y) < ¢(z,y) < g(z,y) per tutti gli (z,y). Dimostrare che allora anche ¢ &
differenziabile in 0 e che df (0) = d¢(0) = dg(0).

(ii) Siano f,g : R® — R due funzioni, f differenziabile nel punto 0 con f(0) = 0, g soltanto continua.
Dimostrare che il prodotto f(x)g(z) ¢ differenziabile in 0 e d(fg)(0) = g(0)df(0).

(i) Anzitutto la funzione v = g — f non ¢ mai negativa e vale zero in 0, cioé ha un minimo in 0. Quindi la
funzione u(z, 0) ha un minimo per z = 0 ed essendo u derivabile otteniamo Dy (0,0) = 0 = D;g(0)— D1 f(0).
Analogamente studiando (0, y) otteniamo Dou(0,0) = 0 = Dog(0) — D2 f(0). Quindi f e g hanno lo stesso
gradiente nell’origine ed essendo esse differenziabili i loro differenziali coincidono in 0: df(0) = dg(0) = L.
Dimostriamo infine che L & anche il differenziale di ¢: infatti si ha

f(hv k) — f(O, O) — L(h7 k) < (b(ha k) — (;5(0, 0) _ L(h7 k) < g(h, k) — g(oa 0) — L(h7 k)

|(h, k)] - |(h, k)| - |(h, k)]

(notare che f(0) = ¢(0) = g(0)) e dato che il primo e I'ultimo termine tendono a 0 per (h,k) — 0, ne segue
che anche il termine centrale tende a zero ossia la tesi.
(ii) Sia L il differenziale di f nell’origine. L’esercizio chiede di dimostrare che g(0)L ¢ il differenziale di fg
nell’origine, ossia che il rapporto

(fg)(ha k) — (fg)(ov 0) — g(O)L(h, k) (fg)(h7 k) — g(O) L(h» k)
|(h, k)| |(h, k)]
Riscriviamo il tutto come somma di due termini:

(f9)(h, k) = g(0) L(h, k) _ f(h,F) —L(h,k)g(h k) + L(h, k)
|(h, k)] |(h, k)| ’ |(h, k)]

Il termine I tende a zero perché g(h, k) — g(0) (g & continua) mentre
f(h,k) — L(h,k
(h)0 : ()h7 k)( )
dato che L ¢ il differenziale di f in 0. Nel secondo termine I7 il fattore g(h, k) — g(0) tende a zero dato che
g & continua; quindi basta dimostrare che il fattore L(h, k)/|(h, k)| & limitato. Ma questo & evidente perché

(g(h,k) —g(0)) =TI+ I1I.

=0

L(hk) h k
iy~ 2 O P O
da cui
T < DU+ D2f O)

e quindi anche il termine I tende a zero.

© - 3) Siano u,v : R?> — R due funzioni. Possiamo allora definire una funzione f : C — C ponendo
f(z) = f(z +1iy) = u(x,y) + iv(z,y). Dimostrare che se esiste il limite in zo = z¢ + iyo

z—20 Z— 2y
allora le due funzioni sono derivabili nel punto (xg,yo) e devono valere le relazioni di Cauchy-Riemann nel
punto (xg,yo), ossia

Diu(zo,yo) = Dav(z0,%0), Dsu(xo,y0) = —D1v(z0, yo)-

11 limite non dipende dal modo in cui la variabile z = x + iy tende al punto zo + iyg. Ad esempio possiamo
considerare punti del tipo
z=x+iy=(xg+h)+iyy, h—0



(h reale) e allora otteniamo

bt i) — . bt i) — .
F(2) = lim flzo+h+ zyo) f(@o Jrilyo) ~ im f(wo +h+iyo) — f(wo + Zyo).
h—0 (20 + h) + iyo — (o + iyo) h—0 h
Dire che questo limite (di numeri complessi!) esiste equivale a dire che esistono i limiti sia della parte reale

che della parte immaginaria. Allora se prendiamo la parte reale otteniamo (ricordando che f = u + iv)

u(zo + h,y0) — u(xo,Yo)

Re f’ = li =D
e f'(zo0) lim o 1u(o, Yo)
mentre se prendiamo la parte immaginaria otteniamo
h _
Imf/(Zo) — lim U(mo + 7y0) U(:L'O?yO) = Dlv(%,yo)
h—0 h

Ora invece scegliamo di avvicinare la variabile z al punto zy nel modo seguente:
z=x+iy=1x0+1i(yo+h), h—0
e stavolta si ha
o) = P ) i)
Attenzione alla differenza: adesso c’¢ i a denominatore quindi
f(zo +iyo +th) — f(wo +iyo) _ _iu(ﬂﬁmyo + h) — u(zo, yo) n v(xo,yo + h) — v(xo, yo)

ih h h
Prendendo la parte reale otteniamo

. v(xo,y0 + h) — v(zo,
Re f'(20) :}Ile (0, 4o f)L (%o, %0) = Dav(z0,Y0)

—0

mentre se prendiamo la parte immaginaria otteniamo

. u(xo,yo + h) —u(xo, yo)
Im f/ =-1
mf(z0) = - i h
Uguagliando i due risultati otteniamo finalmente

Dyu(zo, yo) = Re f'(20) = Dav(z0, o)

= —Dyu(xo, o)

Dyv(zo,y0) = Im f'(20) = —Dau(xo, o).

® — 4) Una funzione f : R™\ {0} — R si dice positivamente omogenea di grado « se per ogni x € R™ \ {0}
e per ogni t > 0 si ha f(tx) = t*f(x). Dimostrare il Teorema di Eulero: sia f differenziabile, allora f &
positivamente omogenea di grado a se e solo se x - Df(x) = af (x) per ogni x # 0.

Sia f positivamente omogenea. Allora derivando l'identita
[f(tz) = 1% f(x)
rispetto a t otteniamo
21Dy f(t2) + -+ + 2 D f(t2) = ot~ f ()

e scegliendo ¢ = 1 otteniamo la tesi. (Notare che questo vale anche per oo = 0).
Viceversa, supponiamo che valga l'identita = - D f(z) = af (z), e consideriamo la funzione

o) = T2
per un x # 0 fissato. La funzione e chiaramente ben definita e derivabile per ¢ # 0, e la sua derivata &
¢ (t) = —at™ L f(tx) + %2 - Df(tz)
ma l'identitd x- D f(z) = af (z) implica che (tz)-Df(tx) = af(tz) ossia - D f(tz) = t Laf(tz), e sostituendo
() = —at " f(te) 7t Laf(te) = 0.
Ne segue che la funzione ¢ costante: ¢(t) = ¢(1) cioe

f(tr)
ta

= f(x).



o 5) Determinare, se esiste, a in R tale che sia continua su R? la funzione

sen(y—sen(z))

a se y < sen(x)

se y > sen(x)

Gli unici punti nei quali la funzione pud non essere continua sono i punti sul grafico della funzione y = sen(z).
Dal momento che se (x,y) — (zq,sen(zg)) con y < sen(x), il limite vale a, non resta che calcolare

sen(y — sen(x))

(2.9) = (z0,sen(z0)) y>sen(z)  eV—sen(®) —1

Con la sostituzione z = y — sen(z), si tratta di calcolare
sen(z)

=1
z—0t e — 1

e quindi a = 1.
© - 6) Studiare continuita, derivabilita e differenziabilita in R? della funzione

y sey> x>

Ragionando come nell’esercizio precedente, gli unici problemi si hanno per i punti (z,y) sulla curva y = z3.

Usando la definizione di f, si ha

f(xvy):x()v lim f(may):xga

(ryy)—>(£oﬂ:8 y<a?) (r,y)%(mo,zg wy>zd)

e quindi f & continua solo in (—1,—1), (0,0) e (1,1). Per quanto riguarda la derivabilita, & facile verificare
che in nessun punto della curva y = 2 esistono le derivate parziali, e quindi f ¢ derivabile solo fuori da tale
curva. La dove & derivabile, & anche differenziabile (le derivate) parziali sono continue.

©O - 7) Dimostrare che sono definite e differenziabili su R? le funzioni

f(:ﬁ,y)=/y sen({) dt, g(w,y)=/y Los(t)dt-

t 2 t%

La funzione h(t) = sen(t)/t, posta uguale ad 1 nell’origine, ¢ continua e quindi integrabile su ogni intervallo
di R. Pertanto, f & be definita su R2. Per il teorema fondamentale del calcolo, si ha

fw(xay) Z—h(l‘), fy(x’y) :h(y)
1—cos(t)

Essendo le derivate parziali continue, f ¢ differenziabile su R?. La funzione k(t) = = non e prolongabile
t2

per continuita nell’origine, ma, dal momento che ha un andamento asintotico uguale a t_%, ¢ integrabile in
senso improprio. La funzione g ¢ pertanto ben definita. Se x e y sono diversi da zero, si ha (per il teorema
fondamentale del calcolo integrale),

cos(z?) — 1

cos(y?) — 1
x? '

9o (,y) = —2 ;o gy(zy) =2 i

Se, ad esempio, x = 0, e vogliamo calcolare la derivata parziale rispetto ad z in (0, yo), dobbiamo calcolare
" 1 - cos(s)
— cos(s
lim — / Lo cosls) gs.
h—0 0 S2

Usando il teorema di de 'Hopital, tale limite vale —1, che esattamente il limite di g, (z,y) per (z,y) tendente
a (0,70). Lo stesso ragionamento essendo ripetibile per ogni altra derivata, si ha che le derivate parziali sono
continue su R?, e quindi f ¢ differenziabile.

©- 8) Studiare continuitd, derivabilitd e differenziabilita in R? di

|2[* [y|® 2|
f(.’L',y,Z): zzﬂylﬁ (xay7z)7é(07070) Q, 57 ’Y>0
0 (x,y,z) = (07070)



Usando il fatto che |z| < /22 +y? + 22, e le analoghe per |y| e |z|, & facile vedere che f & continua s@
a+B8+7v>2 Sea+ p+ v =2, e sufficiente calcolare il limite sulle rette x = lt, y = mt, z = nt per
rendersi conto che dipende dalla retta scelta. Se, poi, a + 8 + v < 2, la funzione ¢ illimitata superiormente
in un intorno dell’origine, e quindi non ammette limite zero. Essendo o > 0 (cosi come 3 e ), le derivate
parziali di f nell’origine sono tutte nulle. Per la differenziabilita, si tratta di verificare quando
|| K1 2]
(he,)—(0,0,0) (R + k2 4 12)3

)

ed ¢ facile vedere che cio accade se e solo se a+ 8+ v > 3.

©0O - 9) Per quali valori del parametro reale « la funzione f(z,y) & continua in R?:

ety (1,) £ (0,0)

(z2+arctan? y)o

0 (z,9) = (0,0) .

flx,y) =

La funzione f(z,y) per ogni « e’ continua in R? \ {(0,0)}, inoltre sara continua nell’origine se e solo se :

: xlog(l+y)
(2.9)—(0,0) (22 + arctan® y)@

= £(0,0) =0.
Per y vicino a zero si ha log(1 + y) = y + o(y) e arctan(y) = y + o(y) dove o(y) & un quantitativo tale che
lim,_,0 0(y)/y = 0. Da cio segue che:

, zlog(1+7v) . zy + zo(y)
lim 5 = lim 5 3 5 =
(z,y)—(0,0) (2 + arctan® y)®  (2,5)—(0,0) (22 + y2 + o(y?))™

passando a coordinate polari:
2 : 2Y /2 : 2Y /2
iy 220080500 0()/?) g (cosOsind £ o(p?)/ )
p—0 (P2 + o(p?))™ p—0 (1+o0(p?)/p*)

se e solo se 2 — 2a > 0 cioe se a < 1. Per a < 0 la continuita’ era in realta immediata.
© - 10) Studiare la continuita e la differenziabilita in R? di:

=0

#L (@y) # (0,0)

0 (z,y)=1(0,0) .

flz,y) =

La funzione f(z,y) e continua in R? \ {(0,0)}, inoltre sara continua nell’origine se e solo se
2

. 7y
lim ———— = f(0,0)=0.
(@,9)—(0,0) T2 + [y| 10.0
Passando a coordinate polari si ha:
2%y , p3(cos? 6 senf) . p?cos? 0 senf

lim = lim =lim ——F—— =
(z,9)—(0,0) 22 + |y|  p—0 p2cos? b+ p|sinh|  »—0 pcos? 6 + |sin 6]
indipendentemente da #. Quindi f & continua in R?. Per dimostrare la differenziabilita di f in R?\ {(0,0)},
utilizzeremo il teorema del differenziale totale, che ci permette di dedurre la differenziabilita in un punto a
partire dalla continuita in un intorno delle derivate prime di f, che possono essere calcolate facilmente:

OF (4.4 = 22uly
Ox 770 (@ + [yl)?

Y= s
oy Y T @)



&ssendo le stesse continue in R \{(0,0)}, se ne deduce che f & differenziabile in R?\ {(0,0)}. Per dimostrare
la differenziabilita di f nell’origine, dobbiamo calcolare le derivate parziali di f nell’origine come limite di
rapporti incrementali:

5:10.0) = iy PR I0T o 252 <o
of _ 4 f(0.h) = f(0,0) .. 0-0 _
0.0 = i LOAIOD i 270 o,
e verificare che )
z?y
2
lim ;‘ml —
(z,9)=(0,0) (22 + y?)2
Passando in coordinate polari il precedente limite diventa:
p3(cos? 0 senf)) ) pcos? 6 senf)

= 111m =
p—0  p3cos? 0+ p?|sinf|  p—0 pcos? + |sin |
Anche quando |sin @] = 0, cioé muovendosi lungo i punti dell’asse x, si verifica facilmente che il limite & 0.
Quindi f risulta differenziabile (e continua) in R2.



