Disuguaglianze di Sobolev

L’appartenenza di una funzione a uno spazio di Sobolev implica che essa pos-
siede un certo grado di regolarita. Ad esempio se p > n le funzioni in WHP(R™)
sono continue, e addirittura Holder continue (Teorema di Morrey). Per p < n ta-
le risultato & falso, ma comunque si possono ottenere informazioni non banali di
maggiore sommabilita: il Teorema di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev afferma che per
p < n le funzioni in WHP(R") appartengono a L (R™), dove lesponente p* > p
& detto esponente di Sobolev coniugato di p. Questa disuguaglianza ha anche una
chiarissima interpretazione geometrica: per p = 1 essa ¢ legata alla cosiddetta
disuguaglianza isoperimetrica.

1. Disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev
Siano p € [1,n) e ¢ € [1,00]. Consideriamo una disuguaglianza del tipo
[ullLany < ClI VUl Lo @ rn) per ogni u € WP (R") (1.1)

e cerchiamo di capire per quali valori di p, q essa € falsa. Testiamola su una classe
di funzioni di Sobolev: sia u € W1P(R") non identicamente nulla, e per ogni A > 0
poniamo uy(z) := u(Az). Il cambiamento di variabili y = Az da le formule

1
q _N
furllr = ( [ fuatrdz) " =A% fulus,

% p=N
Hvuﬂhm::(/ﬁxvu@mgwdx) A [V s

Quindi, se valesse (1.1), essa dovrebbe in particolare valere per le funzioni wy, e
quindi avremmo per ogni A > 0 la disuguaglianza

p—N

5[ Vulle  YA>0

N
)\_T ||’lLHLq S O)\

chiaramente impossibile se i due esponenti di A sono diversi. Abbiamo ottenuto

una condizione necessaria: la disuguaglianza e possibile solo se ¢ = %'

DEFINIZIONE 1.1. Se p € [1,n], il numero p* := n”—_’;) ¢ detto esponente di
Sobolev coniugato di p (con la convenzione n* = co).

Il precedente argomento dimostra che la condizione ¢ = p* e necessaria, ma
possiamo dimostrare che essa ¢ anche sufficiente. Premettiamo un lemma:

LEMMA 1.2 (Gagliardo-Loomis-Whitney). Siano uy, ..., u, funzioni misurabili
suR"™, n > 2, tali che u; ¢ indipendente da x;. Allora

||U1 e UnHLl(]Rn) < ||u1||Ln71(Rn—1) ce ||'U/n||Lnfl(]Rnfl) (12)

DIMOSTRAZIONE. Possiamo supporre u; > 0. Osserviamo inoltre che per n = 2
la disuguaglianza & ovvia dal Teorema di Fubini-Tonelli: [[ w1 (z2)us(z1)dzidzs =
ful(xg)dx2~qu(x1)d9:1. Dimostriamo il risultato per induzione su n: supponiamo
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che sia valido per un certo n e dimostriamolo per n + 1. Dalla disuguaglianza di
Holder nell’integrale in @ = (z1,...,x,) si ha

Jui . upyrdede, g = [Upgr ([ ur .. upde,gq)de
_n_ n=1
<lwntallLn - (f(f Ut . UpdTpir) T da)
_1 _1 n—1
<lupsillen - (f (S uidzn) =7 . ([ updzngr) T de) =
dove nell’ultimo passo abbiamo usato la disuguaglianza di Holder per n funzioni
rispetto a z,41. Usando l'ipotesi di induzione per il prodotto delle n funzioni
1
([ u}dz,1)7=T ottenamo la tesi. O
TEOREMA 1.3 (Disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Supponiamo
p=n=1 e quindi p* = 400, o p € [1,n). Allora esiste C = C(p,n) tale che
lull o= mry < ClIVU|l Lo ®nrn)) per ogni u € WHP(R™). (1.3)
DIMOSTRAZIONE. Dimostreremo la disuguaglianza in tre passi.
Passo 1: p=1eu e C}(R™). In questo caso l'indice coniugato & 1* = —L+. Dal
Teorema fondamentale del calcolo (applicato rispetto alla variabile x;) si ha

Si noti che se n = 1 abbiamo terminato la dimostrazione del Teorema, quindi nel
seguito supporremo n > 2. Elevando ambo i membri alla ﬁ e moltiplicando le n
disuguaglianze otteniamo

1
u(z)| 7= < [T, (f_*;j 105u(1, T2y« sty ey )] dti> T vz eRn
A questo punto integriamo su R" e applichiamo il Lemma 1.2: otteniamo

S @)= de < T || (5 19rldas) 7| =TT 10

Ln—1
dato che |Q;u| < |Vul, da cui segue la tesi.

n
P < IVl

Lt

Passo 2: 1 <p<newue€ CHR"). Siay > 1. Allora |u|” ¢ in C! e |V|u|7| =
y|u|Y~Vul|. Applicando il Passo 1 a |u|” e poi Holder otteniamo

_ — —1
el oy < Al Yl <yl o 90l = Al ) V0] 2

n
n—1

Scegliamo ora + tale che vy=p'(y—1) ossia vy = Z—:;p > 1; notiamo che allora

oy =p'(y—1) ¢ uguale a p* e quindi abbiamo dimostrato che

-1
ull] e < Ylullf- IVulle

da cui la disuguaglianza desiderata.

Passo 3: Caso generale. Sia {u} C CL(R") convergente a u in WHP(R"™). Per il
Passo 2 {uy} ¢ di Cauchy in LP" (R™). Quindi uy converge in L?” (R"), e chiaramente
si ha anche u,, — u in LP. Possiamo quindi passare al limite nella disuguaglianza
del Passo 2 |lug||p+ < C||Vug||p, ottenendo la stessa disuguaglianza per u. O

COROLLARIO 1.4. Sia Q CR"™ un aperto qualunque. Allora (1.3) vale per ogni
u e Wy P(Q), con C = C(p,n) indipendente da Q.

DIMOSTRAZIONE. La (1.3) vale per le funzioni di C2°(£2). Dato che ogni
u € Wy P(Q) & limite di una successione di funzioni di C2°(£2) nella norma W',
passando al limite nella (1.3) otteniamo che la disuguaglianza vale anche per u. O

Forniamo ora una versione locale del Teorema 1.3.
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TEOREMA 1.5 (Disuguaglianza di G-N-S in Q). Sia Q@ C R™ un aperto limitato
con frontiera C' e siap=n=1 0 p € [1,n). Esiste C = C(p,n,Q) tale che

el o= @ < Cllullwrr ) per ogni u € WHP(Q). (1.4)
In particolare uw € L1(2) per ogni 1 < g < p*.

DIMOSTRAZIONE. Sia T P'operatore di estensione da W1P(Q) a WHP(R") e Cr
la corrispondente costante. Per ogni v € W1P(Q) si ha allora

lull Lo @) < 1 Tull po* (mny < ClIVT Ul Lrgny < CCT||ullwir ).
O

EsemMPIO 1.6 (I caso critico p = n). Osserviamo che se u € WHm(Q), con
Q) C R™ aperto limitato con frontiera C*, allora u € L4(2) per ogni 1 < ¢ < +00,
ma non ¢ = 4+oo. Consideriamo infatti la funzione

u(z) == log(log(1 + |z|™1)) Vx € B(0,1) C R".

Si verifica facilmente che u € W1"(B(0,1)), ma u evidentemente non ¢ limitata
(né continua), e quindi le immersioni di W™ in L* e in C° non sussistono.

EsempIO 1.7. Con un ragionamento simile al Passo 1 del Teorema 1.3, ripetuto
sulle derivate successive di u, si puod dimostrare facilmente la disuguaglianza

lu(z)| < [101 ... Opuldy
da cui segue la stima
Hu||L°°(R") < ||81 s anu”Ll(Rn).

In altri termini, la norma L* di u & controllata dalla norma W™! di u, e dato che
le funzioni regolari sono dense in W™ otteniamo anche che le funzioni di Wm!
sono continue. Questo si applica in particolare al caso n = 1; le funzioni di W11(I)
su un intervallo reale I sono continue (anzi assolutamente continue).

2. Disuguaglianza isoperimetrica

Il problema isoperimetrico consiste nel cercare forme che massimizzino il volu-
me tra tutti gli insiemi con fissato perimetro, o equivalentemente che minimizzino
il perimetro a volume fissato. Tale problema ¢ in qualche senso legato alla di-
suguaglianza di G-N-S. Faremo una digressione su questo problema classico del
calcolo delle variazioni, dando solo una panoramica sulla tematica, senza fornire
dimostrazioni rigorose.

Sia £ C R™ un aperto limitato con frontiera di classe C?, e per ogni n € N sia
ug : R™ — R definita da

up(z) := max{0,1 — kdist(x, E)} Vo eR"™
Si puo dimostrare che, per k sufficientemente grande,
Per(E)
E
dove Fy, := (E+ B(0,1))\ E e ax — 1 per k — +0o. La notazione Per(E), di
uso comune in Calcolo delle Variazioni, indica la misura n — 1 dimensionale della

frontiera OF, detta anche perimetro di E.
Quindi possiamo scrivere

Vu| = k1p,,  AF%) = ax (2.1)

n

Per(E) = LEA(F) = L [ [Vuglde > Llug]| e — A(E)™ = ME) =T

T ak = ax
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dove abbiamo utilizzato la disuguaglianza ||ul| < ||Vul| g1 del Teorema 1.3 con

Lnﬁl -
costante 1 (vedi il Passo 1 della dimostrazione del Teorema). Quindi per tutti gli

aperti limitati con frontiera regolare vale la disuguaglianza

ME) < Per(E)#1, (2.2)

N

detta disuguaglianza isoperimetrica. Si noti che il rapporto \(E)/Per(E)=-T &
invariante per omotetie di F, come ¢ giusto che sia per una disuguaglianza che non
deve dipendere dal fattore di scala.

In realta la disuguaglianza si pud migliorare: si puo dimostrare che per una
certa costante C' < 1 si ha

ME) < C Per(E)w. (2.3)

Si pud dimostrare che esiste una costante minima C' = Cj, tale che la (2.3) & vera
per tutti gli insiemi; C;g, si chiama costante isoperimetrica. Ad esempio per n = 2
si ha Cigso = 1/(4m):

ME) < ﬁPBT(E)Q

per tutti gli insiemi regolari limitati £ C R2. Questo risultato conduce al problema
isoperimetrico: tra tutti gli insieme di perimetro fissato, ne esiste uno di volume
massimo, e qual &7 ossia, esiste un insieme per cui si ha l'uguaglianza in (2.3) con
C = Ciso? La soluzione, dovuta a De Giorgi, afferma che tra tutti gli insiems di
perimetro finito con perimetro fissato la palla Euclidea ¢ quello che massimizza la
misura di Lebesgue. (Ricordiamo che la nozione di insieme di perimetro finito e la
corrispondente nozione di perimetro per insiemi misurabili non regolari sono state
introdotte da Caccioppoli e dallo stesso De Giorgi).

3. Immersioni compatte

Sia Q C R™ aperto limitato con frontiera C!, e sia {uj } una successione limitata
in WHP(Q), con 1 < p < n. Per quanto visto {uy} & limitata in L9(Q2) per ogni 1 <
q < p*, e quindi, se 1 < g < p*, ammette sottosuccessioni convergenti debolmente
in L9(Y). Vedremo che in realta per 1 < ¢ < p*, {ur} ammette sottosuccessioni
convergenti fortemente in L9(2).

Nel seguito p.(x) = e "p(x/¢e) ¢ la consueta famiglia di mollificatori standard.

LEMMA 3.1. Se v € WLP(R™) con p € [1,+00) si ha
[pe * v = v[|Lo@n) < €l V| Lo@n).
DIMOSTRAZIONE. Se v € CZ°(R"™), detta v = p. * v la sua regolarizzata
standard, possiamo scrivere
v (@) = v(@) = [ p()[o(e — ey) — v(@)ldy = [ pi(y) fy o(x — ety)ddy
=—c [y [ p1(y)Vo(a — ety) -y dydt.

Notiamo che |y| < 1 sul supporto di p;. Applicando la disuguaglianza integrale di
Minkowski otteniamo allora

[oF = vlle <&y [ or@)IVollrrdydt < [ Vo 1o

Con un semplice ragionamento di densita questa disuguaglianza si estende a qua-
lunque funzione v € W1P(R") (infatti se vy — v in WP allora anche v — v° in
WLP per ogni ¢ fissato). O

LEMMA 3.2. Sia Q un aperto limitato di R™ con frontiera Ct, p € [1,n), e
{ur} € WHP(Q) una successione. Se {uy} ¢ limitata in WHP(Q) e convergente in
LP(Q) ad u € LP(Q), allora converge ad w in LI(SY) per ogni g € [1,p*).
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DIMOSTRAZIONE. CASO 1: ¢ € [1,p]. Essendo € limitato, si ha

ek = wjll oy < AQ) 77 |k — ug| ooy
Quindi la successione ¢ di Cauchy anche in L?(2) e converge ad una funzione
di L1(Q) che deve coincidere con u (dato che & possibile estrarre sottosuccessioni
convergenti q.o.).
CASO 2: q € [p,p*). Usando la disuguaglianza di interpolazione per spazi LP
possiamo scrivere

—6 6
llur = ujllLag) < lluw =il ooy lue = will 20 0

dove 6 € [0,1] & tale che

Si noti che essendo ¢ < p* si ha sempre § < 1. Dato che la successione ¢ limitata
in LP" (Q) (come segue dal Teorema 1.3) deduciamo che

—0
llur = ujllLac) < Cllur = ujll 1o (o

dove 1 —6 > 0. Pertanto la successione ¢ di Cauchy anche in L(Q) e la conclusione
segue come nel caso precedente. O

TEOREMA 3.3 (Rellich-Kondrachov). Sia Q un aperto limitato di R™ con fron-
tiera C1, p € [1,n), e {ux} C WYP(Q) una successione limitata. Allora {u}
ammette per ogni q € [1,p*) una sottosuccessione convergente in LI(Q).

DIMOSTRAZIONE. Grazie al Teorema di Estensione, possiamo estendere le wuy
a tutto R™ ottenendo una successione limitata di W1P?(R"), che indichiamo an-
cora con {uy}. Possiamo supporre che le estensioni abbiano supporto dentro un
compatto indipendente da k. Notiamo che

lpellr = ([ e p(z/e) de) =(ferp Tdy) =Cer ", (3.1)

Consideriamo ora la successione delle regolarizzate {uk} Dal Lemma precedente
g, — uellze < & fy | or(@)|Vusl odydt < Ce (3.2)

con C indipendente da ¢ e k dato che la successione {uy} ¢ limitata in WP, Da
(3.1) (con r = p') e dalla disuguaglianza di Young abbiamo subito

|ug(@)] < lpell o llunllr < Ce™7
dato che la successione ¢ limitata in LP, e
Vs, (2)] = |pe * Vur(@)] < |pelpor | Vurllr < Ce™v

con C independente da € e k. Le ultime due disuguaglianze implicano che per ogni
¢ fissato la successione {uf} & equilimitata ed equicontinua; grazie al Teorema di
Ascoli-Arzela possiamo estrarre una sottosuccessione che converge uniformemente
su R™ e in particolare su €. Essendo 2 limitato, la convergenza uniforme implica
la convergenza in ogni L(2) con ¢ € [1, +0o<].

Dimostriamo adesso che e possibile estrarre una sottosuccessione convergente
in LP(Q2). Anzitutto, per ogni € > 0 fissato possiamo estrarre una sottosuccessione
{uf,} che converge in LP(Q2); da (3.2) si ha

Sy — ui, loe + llug,
<2Ce + |[uf, — uf, || o-

€
i_uki

Hukj — Uk;

L’ultimo termine tende a 0 per j,i — +00, quindi eliminando al pit un numero
finito di termini dalla sottosuccessione possiamo rendere anch’esso minore di Ce.
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Vediamo cosi che per qualunque € > 0 & possibile estrarre una sottosuccessione
{ux, } dalla successione {uy} con la proprieta

r < 3Ce per ogni 7,7 > 1. (3.3)

||ukj — Uk;

Per concludere basta applicare un procedimento diagonale: prendiamo € = 1 ed
estraiamo da {uy} una sottosuccessione che soddisfa (3.3) con € = 1; chiamiamola
{u1}. Poi prendiamo ¢ = 1/2 e da {uj} estraiamo una sottosucessione che
verifica (3.3) con € = 1/2, che chiamiamo {ug}; e cosl via con e = 1/3,1/4,....
La successione diagonale {uy } converge in LP(2).

Per concludere la dimostrazione e ora sufficiente applicare il Lemma 3.2. O

EsERrcizio 3.4. Mostrare costruendo un controesempio che il Teorema 3.3 non
sussiste per ¢ = p*.

COROLLARIO 3.5. Sia Q un aperto limitato di R™ con frontiera C', e p €
[1,4+00]. Allora da ogni successione limitata in W1P(Q)) ¢ possibile estrarre una
sottosuccessione convergente in LP(€).

DIMOSTRAZIONE. Sia {uy} limitata in WP(Q). Se p < n il risultato segue
dal Teorema di Rellich-Kondrachov. Se invece p € [n,+o0), dato che laperto
Q ¢ limitato, la successione ¢ limitata anche in W14(Q) per qualunque ¢ < n, e
quindi, sempre per il Teorema, € possibile estrarre una sottosuccessione convergente
in L™(92) per qualunque r < ¢*. Dato che & possibile scegliere ¢ in modo che
g < p < ¢*, anche in questo caso otteniamo la tesi. Infine, se p = +oc, le u; sono
equilischitziane, e quindi dal Teorema di Ascoli-Arzeld otteniamo la tesi. O

OSSERVAZIONE 3.6. Si noti che nel caso p > n la convergenza si ha anche in
L>(Q), ossia la sottosuccessione estratta converge uniformemente (questo risultato
segue dalla disuguaglianza di Morrey, che dimostreremo piu avanti, e dal Teorema
di Ascoli-Arzeld).

4. Disuguaglianze di Poincaré

Le disuguaglianze di Poincaré permettono di stimare la norma LP di una
funzione con la norma LP del suo gradiente.

TEOREMA 4.1 (Disuguaglianza di Poincaré). Sia p € [1,00) e Q un aperto di
R™ contenuto in una striscia {x € R": a < x, < b}. Allora

llull ey < la =0 - |Vullrr) per ogni ue WyP(Q).
~ DIMOSTRAZIONE. Supponiamo u € C2°(2). Allora possiamo scrivere u(z) =
f:" Onpu(2’,t)dt, dove ' = (21,...,2,_1), € Otteniamo
[u(@)] < [, 19wu(a’, )]dt < |a =07 ([} |Ouu(a, 0)|de)?
grazie alla disuguaglianza di Holder. Questo implica
J2 u(a! ) Pdt < |a — bl [7 |8nua t)[Pdt.
Integrando in dz’ e osservando che |0, u| < |Vu| otteniamo la tesi. Nel caso generale

u e WyP(Q), il risultato segue per la densita delle funzioni test in Wy*(€2). O

OSSERVAZIONE 4.2. Il Teorema 4.1 chiaramente non vale per u € WhP(Q)
(basta considerare le funzioni costanti). Inoltre non vale se viene rimossa l'ipotesi
che  sia contenuto in una striscia, e la verifica di questo fatto costituisce un
utile esercizio (considerare funzioni che sono costanti su insiemi che invadono R™).
Invece, non e indispensabile che la striscia sia ortogonale alla direzione x,; si puo
supporre che 2 sia contenuto fra due iperpiani paralleli qualunque.
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OSSERVAZIONE 4.3 (Norma equivalente su W, ). Se p € [1,00) poniamo
. 1,
||uHW01,p(Q) = [[VullLr (o) per ogni u € W, (Q).

. . N N / N 1 [N T
Per la disuguaglianza di Poincaré questa ¢ una norma su W, () (se Q2 & limitato
in una direzione), equivalente alla norma usuale || - ||y 1.0 (q)-

DEFINIZIONE 4.4 (Media di una funzione). Sia © un aperto limitato di R™ e
sia u € LY(Q). La media di u su ¢ il numero

]iudm = ﬁ/ﬂu(w)dm

TEOREMA 4.5 (Disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger). Sia Q un aperto limi-
tato di R™, connesso e con frontiera Ct, e sia p € [1,00). Allora

uf][ud:c
Q

DiMoSTRAZIONE. Un modo equivalente di enunciare il risultato € che se u €
WLP(Q) ha media nulla, allora vale ||ully1., < C||Vul|».

Per dimostrarlo, supponiamo per assurdo che esista una successione di funzioni
{up} € WHP(Q) a media nulla tali che ||ug|r > k||Vug||L» per ogni n € N.
Dividendo ogni funzione per la sua norma, possiamo supporre inoltre che ||ug||L» =
1 per ogni n, e quindi ||[Vug||z» — 0. In particolare {uy} & limitata in W1P((2)
e quindi possiede una sottosuccessione convergente in LP(§2) (vedi I’Osservazione
3.6), che indicheremo per semplicita ancora con {uy}; sia u € LP(Q) il suo limite.
Dato che tutte le u; hanno media nulla e norma 1, anche il limite v deve avere
media nulla e norma 1.

Notiamo adesso che per ogni ¢ € C°(Q) ei=1,...,n si ha

< CIVul e rm) per ogni u € WHP(Q).
Lp(Q)

Jo udipdr = kEToo Jo ur Oipda = kEToo — Jo Osug pdx =0

dato che Vup — 0 in LP, e questo vuol dire che Vu = 0 q.o. per il Lemma di
Du Bois—Reymond. Essendo Q connesso, u coincide con una costante q.o. (vedi
il capitolo sulle distribuzioni). Ma u ¢ a media nulla quindi v = 0 q.o., il che &
impossibile dato che v ha norma 1. O

5. Teorema di Morrey

DEFINIZIONE 5.1 (Funzioni Holderiane). Sia  C R™ aperto e 0 < v < 1.
Diciamo che f & y-Hélderiana, e scriviamo f € C%7(Q), se esiste ¢ > 0 tale che

If(2) = f(y)| <clz—y|” Va,yeQ.

Con C%7(Q) si indica lo spazio di tutte le funzioni y—hélderiane limitate, munito

della norma
(@) = Il

lullco(y = llullcoq) + sup
@ @ o=yl

TEOREMA 5.2 (Teorema di Morrey). Sia p € (n,00], e sia vy :=1— . Allora
ogni u € WHP(R™) ha un rappresentante che appartiene a C%7(R™), ed esiste
C = C(n,p) tale che

Hu||co,»y(]Rn) < CH'LLHWl,p(Rn). (5.1)

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per il momento che u € WHP(R") N C1(R"), e
dimostriamo la seguente stima: detta B, = B(0,r) la palla di raggio r nell’origine,
per ogni v € C*(R™) con v(0) = 0 si ha

n [ [Volyl
/B |v(y)|dy§r/ |y|n_ldy. (5.2)

r r
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In coordinate polari si ha
[, w@)ldy = [§ [55, 10(2)|dS-dp

=I5 Jom, (|Jo &vttz)ar)) ds.dp (dato che v(0) = 0)
< I3 fos, (Jo 190(t2)] pdt) dS.dp (dS. : == pu)
= 50" fop, [y [Voltpw)| pdtdS,dp  (dt: t=2)
= Jo 0" 3 Jop, [Vo(ow)| dSydodp (Fubini)
= Jo "7V JY [op, [Vo(ow)| ot "dSy,o™ tdodp
=Jo P [, Vo) y|' " dydp (y = ow)
< [, IVo@)Iyl'"dy - [y p"tdp <o [ V()] Iyl " dy

(dato che [ p""tdp = n~lr" < ") e la (5.2) ¢ dimostrata. Se ora u € C}(R™)
qualunque, fissato x, possiamo applicare la (5.2) a v(y) = u(x + y) — u(x), e dopo
il cambiamento di variabile y = z — x otteniamo

/ lu(z) — w(@)|dz < / V)], (5.3)
By (x) B, (z) 12 — ™

Osserviamo ora che per z,y € R”, posto r = |x —y| e W = B,(x) N B.(y),
possiamo scrivere

(@) —u(y)] = A"(W) 71 [y lu(@) —uy)ldz = cr™ [y lu(@) — u(y)ldz
dato che A™(W) = ¢r™, e per la disuguaglianza triangolare abbiamo
<er ™ (fW [u(z) — u(z)|dz + fW lu(z) — u(y)|dz) .
I due addendi si stimano nello stesso modo, stimiamo il primo. Usando (5.3) si ha
r f lu(z) —u(@)lde < v [ u(z) = u(@)ldz < [g o 1z — 2] Vu(z)|dz
e applicando Holder otteniamo
P [, @ [(2) = uw(@)|dz < |- =2"" | 1 (g, o) I VUl 2o

dove p’ ¢ I'indice coniugato di p e quindi 1 < p’ < 25 dato che n < p < +o0.
Calcoliamo la prima norma a destra:

1= ey = Sy 2 D =

FA=m) (P —1)+1
(I-n)(p'=1)+1°

La norma ¢ finita dato che (1 —n)(1 —p') > —1, ossia p’ < 15 +1 = —L= come
sappiamo, e otteniamo

- ==t (5, a7y = Ol mr 0= O1115" il

In conclusione, dato che r = |z — y|, abbiamo ottenuto la disuguaglianza
Ju(z) = u(y)| < clz —y[* 7|Vl (5.4)

che dimostra che u & y—holderiana per v =1 —n/p.
Resta da stimare ||u||p~. Presa una qualunque palla chiusa B = B(z,1) di
raggio 1, e detto zg il punto di minimo di |u| su B, abbiamo

[u(wo)| < X(B)~VP([ [ux)Pdz)/? < cllul| v

Se z ¢ un qualunque altro punto di B, applicando la (5.4) otteniamo, dato che
|z — o] < 2,

[u(@)] < Ju(x) = u(zo)| + [u(zo)] < 2'7||Vul s + clulle < cllullwin.
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Dato che la palla B e quindi il punto z sono arbitrari, abbiamo dimostrato che
[ull < cllullwr» (5.5)

che insieme alla (5.4) da la tesi.
Infine, sia u € WHP(R™) qualunque; allora possiamo trovare uy, funzioni test
tali che uj, — u in WHP(R™). Applicando la (5.6) alle uy

[ukllcom ®ny < Cllukllwre@n)

e passando al limite per £ — 400, concludiamo la dimostrazione del Teorema. [J

Grazie al Teorema di Estensione, il teorema vale anche in un aperto limitato
regolare:

COROLLARIO 5.3. Sia Q un aperto di R"™ limitato con frontiera C1, p € (n, o0,
e siay:=1-— %. Allora ogni u € WHP(Q) ha un rappresentante che appartiene a

C°(Q), ed esiste C = C(n,p) tale che
[ullco. (o) < Cllullwrr(o)- (5.6)

OSSERVAZIONE 5.4. In realta visto che la regolarita Holder € una proprieta
locale, deduciamo che, qualunque sia  aperto, se u € W1P(Q) con p > n, allora u
€ localmente Holderiana.

Si noti anche che per p = 400 il Teorema di Morrey si riduce alla lipschitzianita
delle funzioni Wh°,

OSSERVAZIONE 5.5. Sia Q un aperto limitato di R™ con frontiera C!, e sia
1 < p < 4o0. Dal teorema di Rellich-Kondrachov segue facilmente che se uy
converge debolmente ad u in WP(Q), allora la convergenza ¢ forte in LP(Q). I
caso p > n puo essere dimostrato ancora piu semplicemente come conseguenza del
Teorema di Morrey e del Teorema di Ascoli Arzela.

6. Disuguaglianze di Sobolev generalizzate

Le disuguaglianze di Sobolev e Morrey per funzioni WP si estendono facil-
mente al caso di funzioni W*P. Sia Q C R” un aperto limitato con frontiera C, e
studiamo in dettaglio il caso k = 2.

Data u € W2P(Q), consideriamo tre casi:

PRIMO CASO: % < p < n. Per definizione Vu € W»(Q2), e applicando il
Teorema di G-N-S otteniamo u € WP (Q) dove

N np n? 1

e > —— =
n—p 2mn/2 "

Ne segue che u € C%7(Q) con vy =1 — w=2-1

SECONDO CASO: p = n. Da Vu € WHP(Q) deduciamo Vu € L4(f2) per ogni
1 < g < +oo. Quindi u € C%7(Q) per ogni 0 < v < 1.

TERZO CASO: p > n. Abbiamo allora Vu € C%7(Q), il che significa u €
C17(Q) pery=1- 2.

[casil <p < 5 ep= 7 sono lasciati per esercizio.

Con calcoli analoghi, per k > 1 si ottiene il risultato seguente:

TEOREMA 6.1 (Disuguaglianze di Sobolev generalizzate). Sia @ C R™ un aperto
limitato con frontiera Ct, k € N e u € WFP(Q).

i) Sep <%, allorawe LI(Q) per ogni 1 < g < £

k- n—kp
ii) Sep= %, allora u € LI(2) per ogni 1 < q < +o0.
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iii) Se %5 >p > %, allora u € C*V(Q) dove
k=3 se o ¢ N;
7= qualunque numero in [0,1)  se 7 € N.

DiMOSTRAZIONE. I dettagli della dimostrazione sono omessi.
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