Algebra T - Soluzioni 7

10 Maggio

1 Esercizi

Esercizio 1. ¢ Questo anello € un dominio non noetheriano. Per quanto riguarda la noetheri-
anita basta mostrare che la seguente catena

(t1) C (t1,ta) C--- C (t1,.. ., tn) C ...
non si stabilizza mai. Infatti si stabilizzasse all’ideale (¢4, ...,tx), si avrebbe 'uguaglianza

(t1, o yte) = (t1, oy i, tert)

e dunque tg41 € (t1,...,t;). Ma & assurdo perché ¢;,1 non & combinazione lineare delle altre
variabili.

Per mostrare invece che € un dominio si puo andare per induzione. Per prima cosa

Lemma 1.1. Sia A un dominio, allora A[z] é un dominio.

Proof. Supponiamo per assurdo non lo sia e siano p,q € A[z] tali che pg = 0. Scriviamo per
esteso p(x) = apa™ + -+ ag e ¢(x) = bypx™ + -+ - 4 by con a,, e by, non nulli. Nel prodotto
di p e ¢ ¢’¢ un solo termine di grado n + m ed & a,b,, 2" ™. Questo termine ¢ nullo solo se
anby = 0, ma essendo elementi di un dominio, questo accade solo se uno dei due ¢ nullo. x [

Ora K & un dominio, e K[t1,...,t,] = K[t1,. .., tn-1][tsn], dunque segue la tesi.

¢ Questo anello non e noetheriano e non ¢ un dominio. Indaghiamo un po’ come sono fatti gli
ideali di questo spazio. Consideriamo f € C|[a,b] e sia

S(f):xela,b] | f(z) =0

il supporto di f. Una funzione g € (f) = fCJa,b] sicuramente si annulla in ogni = € S(f)
perché g & multipla di f. Consideriamo allora una successione di funzioni continue {f,}, con

supporto
a+b a—b\1 a+b a—>b\ 1
sun =[50 (5) w5+ ()3

La successione di ideali

(f1) C(fe) CT---C(fn) C...

non puo mai stabilizzarsi perché per costruzione sono tutte inclusioni strette. Per mostrare
che non € un dominio invece consideriamo due funzioni f e g con due supporti diversi tra loro
e diversi da [a, b], e tali che S(f) U S(g) = [a,b]. Il prodotto ¢ la funzione nulla, ma entrambe
le funzioni sono diverse dalla funzione nulla.



¢ L’anello degli interi algebrici O¢ € un dominio ma non € noetheriano. Consideriamo la catena
di ideali
B)S(W3)S(VB)c--c(V3)c...

Questa non si stabilizza, infatti supponiamo lo faccia, si avrebbe

V3=a- V3.

a = —.
3

Con qualche conto si ottiene che

. . . . . N n . \ .
Il polinomio minimo di a & 322" — 1. Siccome non & monico, a ¢ Oc, assurdo.

Siccome 'anello degli interi & un’estensione degli interi, contenuta in C, vale
ZCOcCC

e le operazioni sono le stesse. Siccome C non ha divisori dello zero, allora O¢ non puo avere
divisori dello zero e dunque ¢ un dominio.

Esercizio 2. Chiamiamo R l'anello e sia
LCLC---CI,C...

una catena ascendente d’ideali.

Supponiamo per assurdo questa catena non si stabilizzi e costruiamo una catena di ideali finita-
mente generati che non si stabilizza. Prendiamo x; € Iy, poi prendiamo x9 € I \ I1, e in generale
Zpn € I\ In_1. La catena d’ideali

(ac1)§(acl,atg)g-~-§(:c1,...733n)§...

non si puo stabilizzare perché
In ¢ Infl 2 ((Eh s 7xn71)

Ma l’anello verifica ACC per gli ideali finitamente generati, e quindi & una contraddizione.
Pud essere interessante osservare la somiglianza tra questa dimostrazione e il primo (¢) nel primo
esercizio della scheda.

Esercizio 3. Possiamo vedere g come un’inclusione di N in M. Consideriamo gli insiemi
Ko:=kerf, Kni={zeN|(fog)(z)€NVj<n, e (fog)(x)=0}

Se interpretiamo N come sottomodulo di M, K; contiene tutti gli elementi di IV che si annullano dopo
n iterazioni di f. Questa € una catena ascendente di ideali, e dunque, per noetherianita, si stabilizza.
Sia K, dove si stabilizza. Prendiamo x; € K. Per suriettivita di f, possiamo prendere x5 tale che
f(x2) = x1, poi z3 tale che f(x3) = x2 e cosi via fino a x,,41. Siccome X111 € K1 = Koy, allora
per definizione di K,,, 1 = 0.

Esercizio 4. o Il polinomio z® +x — 1 & di terzo grado in un dominio a ideali principali, dunque
per verificare se ¢ primo, bisogna verificare se si annulla in qualche numero. Ora g(0) = —1,
g(1) =1e g(—1) = 0. Il polinomio quindi si divide per (z 4+ 1) e dunque non & primo. Segue
che A/J non & un dominio d’integrita.

o Dividendo g per (x + 1) si ottiene 22

con i polinomi che dividono g, infatti

— 2 — 1. T divisori dello zero in A/J coincidono proprio

(z+1+N@?—z—-1+)=2+x-1+J=0+J



Esercizio 5. Per il terzo teorema di Sylow valgono
ny € {1,3,5,7,9,11,13,15}
ng € {1, 10}
ny € {1,6}

Supponiamo G non sia semplice, allora non puo avere sottogruppi normali, e dunque n, # 1. Al
minimo G ha

3-(2—1) = 3 elementi di ordine 2
10- (3 — 1) = 20 elementi di ordine 3
6-(4—1) =18 elementi di ordine 5

E quindi in totale dovrebbe avere 14+3+204-18=42;30 elementi diversi.
Esercizio 6. Suddividiamo X in classi di coniugio:
X=CiUCyU---UCy,.

Ricordiamo che C & una classe di coniugio se € orbita di un elemento di X.

Gli spazi vettoriali
Vi=(x|zeC)

sono tutti fissati dall’azione di G, infatti, per v € V; e g € G,

g.v=g. Z CiT; = Z Cjg.T;

:EjECi :E_]'Eci

e siccome g.z; € Cj, g.v ¢ ancora nello span degli elementi di C;.
Un altra categoria di spazi importanti fissati sono tutti gli spazi del tipo

U, .= <Zml | z; € Cl->.

Questi non sono solo invarianti, cioe fissati, ma sono anche fissati puntualmente. Un elemento
generico di U; & un multiplo complesso del vettore 1 + - -+ 4+ x4 con C; = {x1,..., x4},

g.(cxr 4+ +cxy) =cg.(x1+ -+ x) =clgz1 + -+ g.xt)

Siccome x7,...,x; sono tutti gli elementi di una classe di coniugio, g.x1,...,g.T¢ sono gli stessi
elementi, solo ripermutati, e da cio segue che lo spazio viene fissato puntualmente.

Ora, chiedendo la transitivita dell’azione, si ottiene una decomposizione in classi di coniugio
banale, infatti X diventa una unica classe di coniugio. Non si possono dire molte piu cose rispetto
a prima, salvo che lo spazio

Vi=(|zeX)

¢ tutto CX, dunque & banale.
Mostriamo ora che nel caso generale non si puo dire molto di piu di quanto osservato prima.

1) G = &3 che agisce sull’insieme {1,2,3}. T sottospazi fissati sono
(0) < (1+2+3) < (1,2,3) = C{1,2,3}.
2) G ={e,(12)(34),(13)(24), (14)(23)} che agisce sull’insieme {1, 2, 3,4}. I sottospazi fissati sono

(14+2,3+4)
0y < (1+2+43+4) <(1+3,2+4) <(1,2,3,4) =C{1,2,3,4}
(1+4,2+3)



Da cio si evince che possono sia essere gli unici sottospazi fissati, sia non esserlo.

Esercizio 7. I p-Sylow di un gruppo contengono tutti gli elementi di ordine potenze di p, dunque
basta contare quanti elementi di questo ordine ci sono in &,,. Le permutazioni di ordine p consistono
in tutti i cicli con struttura ciclica massimale. Contiamo gli elementi proprio sfruttando la scrittura
ciclica. La domanda quindi e: quanti elementi hanno struttura ciclica

(al,...,ap)?

Nella struttura ciclica il primo elemento si assume sempre essere il pitt basso per dare un ordine
canonico. Qui il numero piu basso & necessariamente 1, dunque ci chiediamo in quanti modi possiamo
avere

(1,az,...,ap).

Si osserva che a; sono liberi, infatti ogni scelta di p — 1 numeri definisce un p-ciclo e due scelte non
definiscono mai lo stesso elemento. Segue che gli elementi di ordine p sono (p — 1)!. A questo punto
il numero di p-Sylow &

_ (1)
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