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Esercizio 1.

a) Sia X1, X2, . . . una successione di variabili indipendenti tali che per ogni
k, abbiamo P(Xk = 1) = P(Xk = −1) = 1

2 . Mostrare che√
3

n3

n∑
k=1

kXk

tende in distribuzione a una normale standard.

b) Sia X1, X2, . . . una successione di variabili indipendenti e identicamenti
distribute con media 0 e varianza σ2, e poniamo Sn =

∑n
k=1Xk, n ≥ 1.

Determinare γ > 0 in modo che∑n
k=1 Sk
nγ

d→ N
(
0, b2

)
quando n→∞

and determinare b2 > 0.

Esercizio 2.

a) Sia λn ∈ R+ con λn → +∞. E sia Xn una successione di variabili
aleatorie di Poisson di parametro λn. Mostrare che

Xn − λn√
λn

tende in distribuzione a una normale standard.

b) Dimostrare che

lim
n→∞

e−n
n∑
k=0

nk

k!
=

1

2
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Esercizio 3.

a) Siano X1, X2, . . . variabili aleatorie indipendenti, tali che

P (Xk = kα) = P (Xk = −kα) = 1/2, k ≥ 1

con α ∈ R. Dimostrare che vale il teorema limite centrale sse α ≥
−1/2.

b) Supponiamo che Xk siano uniformi su (−kα, kα) , con α ∈ R, e che
X1, X2, . . . siano indepindenti.

Determinare la distribuzione limite (quando esiste) di
∑n

k=1Xk, op-
portunamente normalizzata, quando n→∞.

Esercizio 4.

Sia X1, X2, . . . una successione di variabili aleatorie i.i.d. di media 0 e
varianza σ2 > 0. Sia

ϕn(α) = P

(
n∑
i=1

Xi ≤ αn

)
Determinare, per ogni α ∈ R, limn→∞ ϕn(α).

Esercizio 5.

Sia X una variabile normale standard e a > 0. Mostrare che la variabile
aleatoria Y data da

Y =

{
X se |X| < a
−X se |X| ≥ a

è una variabile normale standard e trovare un’espressione per Cov(X,Y )
come funzione della densità di X.

La coppia (X,Y ) ha una distribuzione congiuntamente normale?
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Esercizio 6.

Ci può essere un teorema limite centrale anche se la varianza è infinita:
consideriamo la distribuzione di Pareto bilatera con densità

f(x) =

{
1
|x|3 , for |x| ≥ 1

0, altrimenti

a) Mostrare che la funzione caratteristica

ϕ(t) = 1− t2
(

log
1

|t|
+O(1)

)
quando t→ 0

b) Siano X1, X2, . . . variabili aleatorie independenti, identicamente distri-
buite con densità come sopra, e poniamo Sn =

∑n
k=1Xk. Mostrare

che
Sn√
n log n

d→ N(0, 1) quando n→∞

Notare che la normalizzazione non è la solita
√
n.

Per una dimostrazione alternativa poniamo Yn = XnI {|Xn| ≤ bn} , per
una scelta “conveniente” di bn

a) Calcolare E(Yn) and Var(Yn);

b) Mostrare che Y1, Y2, . . . , Yn soddisfa le condizioni di Lyapounov e enun-
ciare il teorema limite corrispondente per

∑n
k=1 Yk;

c) Usare una nozione appropriata di equivalenza asintotica per dimostrare
la normalità asyimtotica di Sn.

Esercizio 7.

Mostrare che il teorema limite centrale non può essere esteso alla con-
vergenza in probabilità, ovvero che, se X1, X2, . . . sono variabili aleatorie
indipendenti, identicamente distribute con varianza finita, allora la som-
ma, opportunamente normalizzata, converge in distribuzione a una normale
standard ma non in probabilità.
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Esercizio 8.

Il teorema limite centrale per variabili aleatorie uniformemente limitate è
quasi immediato. Ecco un analogo per gli array:

Sia {(Xn,k, k ≥ 1) , n ≥ 1} un array di variabili aleatorie indipendenti per
riga tali che per ogni n ≥ 1

|Xn,k| ≤ An per k = 1, 2, . . . , n

An, n ≥ 1, sono numeri positivi, tali che

An
sn
→ 0 as n→∞

Mostrare, verificando le condizioni di Lyapounov oppure quelle di Linde-
berg, che vale il teorema limite centrale. Notare che le variabili sono uni-
formemente limitate in ogni riga, ma che i limiti potrebbero tendere a
infinito.
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